
複数制約式をもつ 0− 1ナッ プサッ ク多面体の体積に対する
FPTAS
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概要： n次元 0− 1 ナップサック多面体の体積を求める問題は #P -困難な問題であるが， 最近の研究で複

数の FPTASが知られている． 本稿ではそのうちの一つの手法を自然に拡張することで m個の制約式をも

つ 0− 1 ナップサック多面体の体積を近似的に計算するアルゴリ ズムを提案する． mが定数であれば， 提

案手法は n と 1/ǫの多項式時間内にの近似比 1 + ǫ以内である値を出力する．

キーワード ： #P -困難， 近似アルゴリ ズム， FPTAS， 一様分布

1. はじめに

n次元空間中の凸体の体積を計算するのは， 近似ですら

困難な問題である ． Lovász [17] は n次元凸体の体積を計

算する問題は， 近似比 1.999n ですら多項式時間アルゴリ

ズムでは実現できないことを証明した． この際の凸体はメ

ンバーシップオラクルによってのみアクセスできるもので

ある． 凸体の体積を計算する問題の近似困難性については

[3], [8]でも調べられている．

凸体の体積計算などのよう な #P -困難な問題に対して

は， MCMC(Markov chain Monte Carlo) を応用した手法

など， いく つかの FPRAS(完全多項式時間ランダム化近

似スキーム , Fully Polynomial time Randomized Approx-

imation Scheme)が知られている． 例えばメンバーシップ

オラクルによってのみアクセス可能な一般の凸体の体積

について Dyer と Frieze と Kannanの論文 [7] では最初の

FPRASが示されている． 彼らのアルゴリ ズムの実行時間

は O∗(n23)時間である． なお， O∗ の表記では ǫや log nの

因子を無視する． その後， アルゴリ ズムには改良が加えら

れ， Lovász と Vempala [18]は O∗(n4) まで実行時間を改

善している．

一方で，決定的な動作をするアルゴリ ズムで#P -困難な問

題に対する近似を与えることも大きな課題である． この方
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面に関してはまだ多く の結果は知られていない． Weitz [22]

は correlation decayの議論により 最大次数 ∆ ≥ 5 のグラ

フの中での独立点集合の数を数える問題に対して決定的な

FPTAS(完全多項式時間近似スキーム , Fully Polynomial

Time Approximation Scheme) を を 示し た． 同様のテク

ニッ クは Bandyopadhyay と Gamarnik [2] でも独立に示

されており ， 最近になって新しいテクニッ クも見つかっ

ている (e.g., [4], [9], [13], [14], [16])． 0 − 1 ナッ プサッ ク

問題の解を数える問題に対しては Gopalan と Klivans と

Meka [10]および， Stefankovic と Vempala と Vigoda [20]

には決定的な動的計画法に基づく 近似アルゴリ ズムが示さ

れている ([11] も参照)． この動的計画法はDyer [5]のラン

ダムサンプリ ングアルゴリ ズムによく 似た動作を行う ． Li

と Shi [15]は確率変数の和の分布関数に対する FPTAS を

提案しており ， このアルゴリ ズムはナップサック多面体の

体積計算にも応用できる ． また， 安藤と来嶋 [1]は別の方

法でナップサック多面体の体積に対する FPTASを示した．

本研究では， 0 − 1 ナッ プサッ ク多面体を拡張し ， 複

数制約式のナッ プサッ ク 多面体を 考える ． n 要素の整

数列 a1, . . . , ,an を m 個考え ， i = 1, . . . ,m について

ai = (ai1, . . . , ain) と する ． ま た， 入力にはも う 一つ m

要素の整数列 b = (b1, . . . , bm) を考える ． そして次のよう

な n次元多面体Km(b) を考える．

Km(b) =







x ∈ [0, 1]n |
∧

i=1,...,m

a⊤
i x ≤ b







(1)

b2, . . . , bm の値を十分大きく とればKm(b)の特殊ケースと

してナップサック多面体が得られるため， Km(b)の体積を

計算する問題は#P -困難である． 本稿では Km(b)の体積
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を計算する問題に対して FPTAS を示す．

本稿は次のよう に構成されている． 第２ 節では提案手法

のアイディ アについて説明し ， 体積を畳み込み積分の繰り

返しで表す方法について説明する． 第３ 節では Km(b)の

体積に対する FPTAS を示す． その後， 第４ 節でまとめと

今後の課題を述べる．

2. 一様分布に従う確率変数の列と Km(b)の
体積について

X = (X1, . . . , Xn) を [0, 1]n に一様に分布し た確率変

数と する ． する と ， 事象
[

∧

i=1,...,m a⊤
i X ≤ bi

]

と 事象

[X ∈ Km(b)] が同値であるこ と は明ら かである ． すな

わち，

Pr





∧

i=1,...,m

a⊤
i X ≤ bi





= Pr [X ∈ Km(b)] =
Vol(Km(b))

Vol([0, 1]n)
= Vol(Km(b))

である． f(x)， F (x) をそれぞれ [0, 1]上の一様分布の密度

関数と分布関数とする．

f(x) =











1 0 ≤ x ≤ 1,

0 otherwise,

F (x) =



























0 x ≤ 0,

x 0 ≤ x ≤ 1,

1 x ≥ 1.

ここで， Ψ0 : R
m → R を帰納的に定義する．

Ψ0(x) =







1 when x ≥ 0,

0 otherwise.

次に， j = 1, 2, . . . , nについて漸化式を用いて Ψj : R
m → R

を定義する．

Ψj(x) =

∫ ∞

−∞

Ψj−1(x− sAj)f(s)ds,

ただし x = (x1, . . . , xm) ∈ R
m である ． また， A の 1 列

目から j 列目を取り 出した部分行列 A[j] = (A1 . . . Aj) お

よび， X の 1, . . . , j 番目の要素を取り 出した部分ベクト

ル X [j] = (X1, . . . , Xj) を定義する . すると次のことが言

える．

命題 1 j ∈ {1, 2, . . . , n} と x ∈ R
m について，

Ψj(x) = Pr
[

A[j]X[j] ≤ x
]

証明 帰納法で証明を行う ． まず j = 1の場合について考え

る． 定義より ，

Ψ1(x) =

∫ +∞

−∞

Ψ0(x− A1s)f(s)ds =

∫

A1s≤x
f(s)ds

= Pr
[

A[1]X[1] ≤ x
]

この場合は命題が正しいことがわかる．

次に， 帰納法の仮定として Pr
[

A[j−1]X[j−1] ≤ x
]

が成立

すると仮定する． この時， j について同様の指揮が成立す

ることを示す．

Pr
[

A[j]X[j] ≤ x
]

=

∫ +∞

−∞

Pr
[

A[j]X[j] ≤ x | Xj = s
]

f(s)ds

=

∫ +∞

−∞

Pr















A[j]















X1

...

Xj−1

s















≤ x















f(s)ds

=

∫ +∞

−∞

Pr

[

m
∧

i=1

[a1X1 + · · ·+ ai−1Xi−1 + ais ≤ xi]

]

f(s)ds

=

∫ +∞

−∞

Pr

[

m
∧

i=1

[a1X1 + · · ·+ ai−1Xi−1 ≤ xi − ais]

]

f(s)ds

=

∫ +∞

−∞

Pr









A[j−1]









X1

...

Xj−1









≤ x− sAj









f(s)ds

=

∫ +∞

−∞

Ψi−1(x− sAj)f(s)ds

= Ψi(x).

以上より ， 命題が正しいことが示された． ✷

3. 提案手法について

提案手法は Ψj(x) を j = 1, . . . , nのそれぞれの場合につ

いて m次元の階段近似を行う ことである ． この際， 近似

を行う範囲は x = (x1, . . . , xm) として， 0 ≤ xi ≤ jbi (i =

1, . . . ,m)である ． まず x ∈ Rm
≥0 の場合 G0(x) = 1， そう

でない場合は G0(x) = 0 とする． 次に， 記述を容易にする

ための中間的なシンボルとして Gj(x) を考える．

Gj(x) =

∫ ∞

−∞

Gj−1(x− sAj)f(s)ds, (2)

そして， Gj(x)は Gj(x) を m次元の階段近似したものと

する ． つまり ， Gj(x) = Gj(z), where z⊤ = (z1, . . . , zk)，

であり ， i = 1, . . . , mについて

zi = max

{

0,min

{

jbi,

⌈

Mxi

jbi

⌉

jbi
M

}}

である． ここではすべての値を記憶するため， 一つの j に

ついて， Gj(x) を格納するのに O(Mm)のスペースを用い

る． 最後に， Gn(b) を出力して提案手法は終了する．

以下が提案手法の擬似コード である．

Algorithm1

入力: a1, . . . ,am ∈ Z
n
>0, b ∈ Z

m
>0.

1. G0(x) := 0 for x 6∈ R
m
≥0,
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G0(x) := 1 for x ∈ R
m
≥0 とする ;

2. For j = 1, . . . , n

3. For each x ∈ {0, ...,M}m

4. i = 1, . . . , mについて zi := xibi/M とする ;

5. Gj(z) を計算する． ただし z⊤ = (z1, . . . , zm);

6. Gn(b) を出力する．

3.1 実行時間解析

ここでは， Gj(x)が O(τm2M +mM logmM)時間で計

算できることを示す． ただし ， τ は四則演算にかかる時間

である． f(x)は一様分布の確率密度関数なので，

Gj(x) =

∫ 1

0

Gj−1(x− sAj)ds (3)

である ． この積分式 (3)は有理数の和として計算できる ．

式 (3)の計算のためには， 階段近似の格子をなす超平面と

積分路の交点 O(mM)個を計算する． 得られた交点をソー

ト したのち， 式 (3) を O(τm2M) 時間で計算する．

階段近似の格子をなす超平面は， j番目の次元について式

xj = hjbi/M (h ∈ Z) で与えられる ． Gj(x)の計算にあ

たっては， まず x− sAj (0 ≤ s ≤ 1)で与えられる積分路

と格子をなす超平面の交点を計算する． まず j = 1, . . . , n

について， j 番目の次元の格子線と積分路の交点を計算

する ． 得られる交点を t1, . . . , tu ∈ R
m とする ． これらの

交点は一次方程式 xi − saij = hjbi/M を s について解

く ことで得られる (h = 1, . . . ,M , i = 1, . . . ,m)． そし

て t1, . . . , tu のう ち一つを求めるためには， 得られた s を

使って他の m − 1個の成分を求める ． よって， t1, . . . , tu

は O(τu) = O(τm2M)時間で計算できる．

次に t1, . . . , tu を ソート する ． この時のソート 順は ai′

を Aj の非 0成分としたときの， i′ 番目の成分の昇順であ

る． クイッ クソート 等を用いると計算時間はO(u log u)で

ある． 以後， t1, . . . , tu は昇順にソート 済みであるとする．

以上の計算のあと ， Gj(x) を

Gj(x) =
u
∑

k=0

|tk+1 − tk|Gj−1(tk+1), (4)

と し て計算できる ． ただし ， t0 = x, tu+1 = x − Aj で

あり ， |t| はユーク リ ッ ド ノ ルムである ． 一つ x が与え

ら れたと し て ， Gj(x) を 計算するために提案手法では

|tk+1 − tk|Gj−1(tk −Aj) を O(τm)時間で計算し ， u回繰

り 返す．

提案手法では Gj(x) の計算を (M +1)m回繰り返す． 一

つの Gj(x)の値を計算するのにかかる時間が O(τm2M +

mM log(mM))であるので， Gj の値すべてを Gj−1 から計

算するのにかかる時間はO(mMk+1(τm + log(mM))) で

ある． 提案手法をより 工夫することで実行時間は更に短縮

することが可能であるが， 簡単のためここではその内容に

ついては触れない． Gj(x)の計算は j = 1, . . . , n について

繰り 返すため， 次の補題を得る．

補題 1 提案手法はO(mMm+1n(τm+log(mM)))時間

で完了する．

残り は M を ど れだ け 大き く と る こ と で 近似比

Gn(b)/Ψn(b) を 1 + ǫ 以内にでき る かと いう 部分であ

る ． まず， L⊤
j = (ℓ1j , . . . , ℓmj) ただし ℓij =

∑j
h=1

hbi
M

=
j(j+1)
2M

bi (i = 1, . . . , m) とする ． すると次の補題が証明で

きる．

補題 2 上述のよう に Ψj(x), Gj(x) and Gj(x) が定義

されるとき， j = 0, . . . , nについて

Ψj(x) ≤ Gj(x) ≤ Ψj (x+ jLj)

である．

以下は m変数関数の平均値の定理として知られている．

定理 1 ℓ ∈ R
m とし ， F (x) (x = (x1, . . . , xm) ∈ R

m)

は x1, . . . , xmのそれぞれよって微分可能であるとする． す

ると ， 実数 0 ≤ θ ≤ 1が存在して

F (x+ ℓ) = F (x) + ℓ⊤f(x+ θℓ)

が成立する． ただし ，

f⊤(x) = ∇f(x) =

(

∂F

∂x1
(x), . . . ,

∂F

∂xm

(x)

)

である．

ある一つの x ∈ R
m が与えられた場合， 以下の補題が成

立する．

補題 3 任意の ǫ > 0について M ≥ mn2(n+1)/(2ǫ) と

すると入力として与えられた bに対して Ψn(b) ≤ Gn(b) ≤

(1 + ǫ)Ψn(b+ Ln)である．

以上の内容からただちに定理 2が示せる．

定理 2 任意の ǫ > 0 について Km((b)) を近似比 1 + ǫ

で計算する決定性近似アルゴリ ズムが存在し ， 実行時間は

O(mm+3n3m+4(2ǫ)−m−1(τm + log(mnǫ−1))) である ． た

だし ， τ は四則演算にかかる時間である．

4. まとめと今後の課題

#P -困難な問題に対する FPTAS 設計の技法に刺激

を受けて ， 本論文では制約式を m 個持つ 0 − 1 ナッ プ

サッ ク 多面体の体積を 計算する問題を 考え ， その FP-

TAS を 示し た． 提案手法は畳み込み積分を階段近似す

る こ と を 繰り 返す手法である ． 提案手法の実行時間は

O(mm+3n3m+4(2ǫ)−m−1(τm + log(mnǫ−1))) であり ， m

が定数であれば実行時間は n と 1/ǫの多項式である． 実行

時間には削減の余地が多く 残されていて， アルゴリ ズムに

工夫を加えることでより 高速なものを作ることができる見

込みである． また， 提案手法を他の #P -困難な問題に適用

することは今後の課題である．
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S. Vempala, E. Vigoda, An FPTAS for #knapsack and
related counting problems, Proc. of FOCS 2011, 817–
826, 2011.

[12] Ker-I Ko, Complexity Theory of Real Functions,
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