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準完全有向グラフとその一般化に対するパス幅計算について

橘内　謙太1 小林　靖明2 玉木　久夫1

概要：有向グラフ Gは，その各頂点 uが「辺 (u, v)も辺 (v, u)も存在しないような頂点 v ̸= uの個数は

高々 hである」という性質を満たすとき，h準完全であるという．0準完全な有向グラフは準完全有向グ

ラフとして知られ，トーナメントはその特別な場合である．本稿では，n頂点の h準完全有向グラフ Gと

正整数 k が与えられたとき，Gのパス幅が k 以下であるかを判定する (h+ 2k + 1)2knO(1) 時間のアルゴ

リズムを与える．この結果は，Pilipczuk の準完全有向グラフに対する結果を（n に対する依存度の犠牲

のもとに）一般化している．我々のアルゴリズムは劣モジュラシステムにおける線形配置問題に対する

Nagamochiのアルゴリズムを有向グラフのパス幅問題に特化し，我々の目的のために適合させたものであ

る．「U を入次数（出次数）が k 以下であるような任意の頂点集合とするとき，U ∪ {v}の入次数（出次
数）が k以下であるような頂点 v の個数は 高々 bである」という性質を満たす有向グラフに対してこのア

ルゴリズムの実行時間は b2knO(1) である．

1. はじめに

無向グラフのパス幅（pathwidth）[2], [12] の概念は，

Robertsonと Seymourによるグラフマイナー理論 [12]の

中で，重要な役割を果たすだけでなく，グラフアルゴリズ

ムの世界でも重要なグラフパラメータとして認識されてい

る．例えば，グラフのパス幅（さらに一般的には，グラフ

の木幅）が定数であるとき，多くの NP困難なグラフ上の

問題は多項式時間で解くことができることが知られてい

る [2]．しかしながら，パス幅を決定する問題は NP完全で

あることが知られている [7]．

このような背景の中で，パラメータ化計算量理論の世界

でもパス幅決定アルゴリズムの研究は行われている．ある

問題が固定パラメータ容易（fixed parameter tractable）で

あるとは，その問題のインスタンス I とパラメータ kが与

えられたとき，その問題を解く f(k)|I|O(1)時間アルゴリズ

ムが存在することである．ここで，f は計算可能関数であ

り，|I|はインスタンスのサイズであるとする．また，その
ような実行時間のアルゴリズムを固定パラメータアルゴリ

ズム（fixed parameter algorithm）と呼ぶ．グラフのパス

幅がパラメータ以下であることを判定する問題は，パス幅

がマイナー操作に関して単調であるため，固定パラメータ

容易である [13], [14]．Bodlaenderと Kloksは，その問題

に対してグラフのサイズに対して線形時間で動作する固定
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パラメータアルゴリズムを与えた [2], [3]．

その一方で，有向グラフのパス幅を求めるアルゴリズム

の研究も行われている．有向グラフのパス幅の概念は以下

の理由により，無向グラフのパス幅の概念を一般化してい

ると言える．無向グラフ Gの各無向辺 {u, v}を，２つの
有向辺 (u, v), (v, u)に置き換えて得られる有向グラフをG′

とするとき，Gのパス幅と G′ のパス幅は一致する [9]*1．

これにより，有向グラフのパス幅を決定する問題も同様に

NP完全であることがわかる．有向グラフのパス幅は，そ

の無向基礎グラフのパス幅とは一般的には一致しないこと

に注意する．特に，有向無閉路グラフのパス幅は 0である

のに対し，その無向基礎グラフの（無向グラフの）パス幅

は任意に大きくなる．

無向グラフのパス幅が，あるパラメータ以下であるかを

判定する問題が固定パラメータ容易であるのに対し，有向

グラフでの同様の問題が固定パラメータ容易であるかは未

解決問題である．その一方で，nO(k) 時間アルゴリズムが

知られている [10], [15]．ここで，nは入力されるグラフの

頂点数，kはパラメータとする．

無向グラフに対するグラフマイナー理論と類似の成功を

得ることの可能な有向グラフのクラスの探求という文脈の

なかで，Formin，Kim，Pilipczuk，Seymour[6], [8]および

Chudnovsky，Fradkin，Seymour[4], [5]はトーナメントや

準完全有向グラフ（semi-complete digraph）に対するパス

幅やカット幅に対する固定パラメータアルゴリズムを与

*1 ただし，無向グラフのパス幅の定義と有向グラフでの定義はわず
かに異なる．
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えた．準完全有向グラフとは，無向基礎グラフ（辺の向き

を無視し，多重辺を取り除いてできる無向グラフ）が完全

グラフであるような有向グラフのことを言う．これらの幅

パラメータは，グラフマイナー理論によって得られた結果

を，それらのグラフクラスに適用するために重要な役割を

果たしている．上述のアルゴリズムが構成的ではないのに

対し，Pilipczukは構成的な固定パラメータアルゴリズムを

与えた [11]．Pilipczukのアルゴリズムは，n頂点の準完全

有向グラフと整数 kが与えられたとき，そのグラフのパス

幅が k以下であるかを 2O(k log k)n2 時間で判定する．我々

は，この結果を次のように一般化する．

非負整数 hに対して，有向グラフG = (V,E)が h準完全

であるとは，その無向基礎グラフの最小次数が |V | − h− 1

以上であることを言う．0準完全性は準完全性と一致し，準

完全有向グラフは任意の h ≥ 0 に対して h準完全である．

定理 1. h準完全有向グラフGと正整数kが与えられたとき，

Gのパス幅が k以下であるかを判定する (h+2k+1)2knO(1)

時間アルゴリズムが存在する．つまり，h + k をパラメー

タとしたとき，この問題は固定パラメータ容易である．

この結果は，次に定義する (k, b)有界な有向グラフに対

するより一般的な結果の帰結である．有向グラフGと頂点

集合 U ⊆ V (G)に対して，U のGにおける入次数 d−G(U)

（出次数 d+G(U)）を，v ∈ V (G)\U で vから U に入る（U

から vに出る）辺が存在するようなものの個数とする．正

整数 k, bに対して Gが (k, b)有界であるとは，d−(U) ≤ k

を満たすような各 U ⊆ V に対して，d−(U ∪{v}) ≤ kを満

たすような v ∈ V \ U が高々 b個であり，かつ d+(U) ≤ k

を満たすような各 U ⊆ V に対して，d+(U ∪{v}) ≤ kを満

たすような v ∈ V \ U が高々 b個であることを言う．

定理 2. 正整数 kと (k, b)有界な有向グラフ Gが与えられ

たとき，Gのパス幅が k以下であるかを判定する b2knO(1)

時間アルゴリズムが存在する．

h準完全有向グラフは (k, h+2k+1)有界であるので（補

題 1参照），定理 1は定理 2の直接の帰結である．

我々のアルゴリズムは，Nagamochi [10]による劣モジュ

ラシステムにおける線形配置問題に対するアルゴリズムに

基づいている．彼は，n頂点有向グラフのパス幅が k以下

であるかを判定する問題に対して彼のアルゴリズムを適

用した場合の計算時間が，n2k+O(1) であることを示した．

(k, b)有界な有向グラフに彼のアルゴリズムを適用すると，

(k, b)有界性のうち入次数に関する条件のみを活用するこ

とができて，計算時間の上界を bknk+O(1) に改良すること

ができる．我々は，彼のアルゴリズムをパス幅計算に特化

し，(k, b)有界性における入次数と出次数の両方の条件を

活用できるようなアルゴリズムを設計することにより，上

述の結果を導く．

我々のアルゴリズムは Pilipczuk [11]の導入した分離鎖

（separation chain）の（一般化した）概念を利用し，h準

完全グラフの (k, h+ 2k + 1)有界性の証明に彼の用いた議

論を用いるが，アルゴリズム自体は彼のアルゴリズムとは

全く異なる原理に基づいている．実際，彼のアルゴリズム

が準完全グラフの多くの性質に依存し，準完全グラフに対

してのみ動作可能であるのに対して，我々のアルゴリズム

は，一般の有向グラフに対して動作する：(k, b)有界性は

実行時間の解析でのみ使用される．

本稿の構成を以下に記す．2節では本稿で使用する定義

を基礎的な事実を与える．3節ではアルゴリズムの設計と

正しさの証明のためにキーとなるいくつかの補題を与え

る．4，5，6節では，主定理のためのアルゴリズム，その

正しさ，およびその実行時間の解析について述べる．

2. 準備

G = (V,E)を頂点集合が V，辺集合がEであるような有

向グラフとし，n = |V |とする．本稿での有向グラフは単純，
つまり自己ループを含まず，任意の相違なる 2頂点 u, v ∈ V

において，有向辺 (u, v)は高々 1つしか E に含まれないと

する（ただし (u, v), (v, u) ∈ Eであることは許す）．U ⊆ V

によって誘導される Gの部分グラフを G[U ]と表す．頂点

v ∈ V において，N−
G(v) = {u ∈ V : (u, v) ∈ E}とし，

d−G(v) = |N−
G(v)|とする．また，頂点集合 U ⊆ V にお

いてN−
G(U) =

∪
v∈U N−

G(v)\U，d−G(U) = |N−
G(U)|

とする．さらに，U ∪N−
G(U)をN−

G[U ]で表す．辺の向

きを逆に見ることにより，N+
G および d+G の記法を同様

に定義する．以降では，文脈から対象のグラフG明らかな

ときは，上の記法の添え字 Gを省略する．

正整数 k, bにおいてGが (k, b)有界であるとは，d−(U) ≤
kを満たす任意の U ⊆ V において，d−(U ∪ {v}) ≤ kを満

たすような v ∈ V \ U が高々 b個であり，かつ d+(U) ≤ k

を満たす任意の U ⊆ V において，d+(U ∪{v}) ≤ kを満た

すような v ∈ V \ U が高々 b個であることをいう．

Pilipczuk [11]は，準完全有向グラフにおいて入り次数

が k 以下であるような頂点の個数が高々 2k + 1であるこ

とを示した．次の補題はその観察を一般化している．

補題 1. 任意の h 準完全有向グラフ G = (V,E) は

(k, h+ 2k + 1)有界である．

証明. bをGが (k, b)有界となるような最小の整数とする．

このとき，(k, b)有界の定義より，（１）d−(U) ≤ kを満た

す U ⊆ V で，d−(U ∪ {v}) ≤ kを満たす v ∈ V \U が b個

であるようなものが存在するか，または（２）d+(U) ≤ k

を満たす U ⊆ V で，d+(U ∪ {v}) ≤ kを満たす v ∈ V \ U
が b個であるようなものが存在する．（１）の場合を考える

が，（２）の場合も同様である．（１）を満たす U を固定し，

d−(U∪{v}) ≤ kを満たす v ∈ V \U からなる集合をXとす

る．h準完全の定義より，G[X]は少なくとも b(b−h−1)/2

本の辺を含むので，G[X]の平均入次数
∑

v∈X d−(v)/bは
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(b − h − 1)/2以上である．一方，どの v ∈ X に対しても

d−(U ∪ {v}) ≤ kであるから，この平均入次数は k以下で

なければならない．したがって，b − h − 1 ≤ 2k，すなわ

ち b ≤ h+ 2k + 1 を得る．

G = (V,E)を有向グラフとする．Gのパス分解（path de-

composition）とは，Gの頂点集合の列P = (X1, X2, . . . , Xp)

で，

( 1 )
∪

1≤i≤p Xi = V，

( 2 ) 各 (u, v) ∈ E において u ∈ Xi かつ v ∈ Xj を満たす

i, j(1 ≤ i ≤ j ≤ p)が存在し，

( 3 ) 各 u ∈ V において，u ∈ Xi ∩Xj ならば u ∈ Xk(i ≤
k ≤ j)

を満たすものである．パス分解の P の幅（width）とは，

max1≤i≤p |Xi| − 1のことであり，Gのパス幅（pathwidth）

とは，Gが幅 kのパス分解を持つような最小の kであると

定義する．

パス分解 P = (X1, X2, . . . , Xp)が好適である（nice）と

は，X1 = Xp = ∅であり，かつ任意の 1 ≤ i ≤ p− 1につ

いて

• Xi ⊂ Xi+1 かつ |Xi+1| = |Xi|+ 1

• Xi+1 ⊂ Xi かつ |Xi+1|+ 1 = |Xi|
のどちらかが成り立つことを言う．Gのパス幅が w であ

れば，Gは幅 wの好適なパス分解を持つことが良く知られ

ている．

パス幅は，次に定義する分離鎖によって特徴付けること

ができる．

G = (V,E) の頂点集合の対 (A,B) が A ∪ B = V，

N−[A \ B] ⊆ A，かつ N+[B \ A] ⊆ B を満たすとき，

(A,B)をGの分離対（separation）と呼ぶ．分離対 (A,B)

の位数を |A ∩ B|と定める．S, T ⊆ V について，分離対

(A,B)が，S ⊆ A \ B かつ T ⊆ B \ A を満たしていると
き，(A,B)を S–T 分離対という．また，(A,B)の位数が

全ての S–T 分離対の中で最小であるとき，(A,B)を最小

S–T 分離対という．

S–T 分離対 (A,B)が S 自明であるとは，A \ B = S で

あることを，T 自明であるとは B \ A = T であることを

言う．S 自明または T 自明な S–T 分離対は自明であると

いう．非自明な最小 S-T 分離対が存在するとき，対 (S, T )

は可約であるといい，そうでないとき (S, T )は既約である

という．

分離対の列 ((A0, B0), (A1, B1), . . . , (Ar, Br)) が A0 ⊆
A1 ⊆ . . . ⊆ Ar ⊆ V，Br ⊆ Br−1 ⊆ . . . ⊆ B0 ⊆ V を満た

すとき，この列を　分離鎖と呼びそれに属する分離対の最

大位数max0≤i≤r |Ai ∩Bi|をその幅という．
C = ((A0, B0), (A1, B2), . . . , (Ar, Br)) を分離鎖とす

る．C が密であるとは，任意の隣り合う分離対 (Ai, Bi)，

(Ai+1, Bi+1)について，|Ai+1 \Ai| ≤ 1と |Bi \Bi+1| ≤ 1

の少なくとも一方が成り立つことをいう．この定義は同一

の分離対の繰り返しを許すことに注意する．S, T ⊆ V に

対して，C が S–T 分離鎖であるとは，B0 = V \ S かつ，
Ar = V \T を満たしていることをいう．S–T 分離鎖を構成

する分離対は，すべて S–T 分離対であることに注意する．

分離鎖 C = ((A0, B0), (A1, B1, ), . . . , (Ar, Br)) と

Ar ⊆ A′
0 かつ B′

0 ⊆ Br を満たす分離鎖 C ′ =

((A′
0, B

′
0), (A

′
1, B

′
1, ), . . . , (A

′
s, B

′
s)) において，(C,C ′)で C

の後ろに C ′ をつなげた分離鎖，つまり，

(C,C ′) = ((A0, B0), . . . , (Ar, Br), (A
′
0, B

′
0), . . . , (A

′
s, B

′
s))

と表す．3つ以上の分離鎖に関しても同様に表記する．

Pilipczukの論文 [11]で，パス分解と分離鎖について以

下の観察が示されている．

観察 1 ([11]). 以下のことが成り立つ．

• W = (W1,W2, . . . ,Wr)を幅 k以下のパス分解とする．

このとき，(Ai, Bi) = (
∪

j≤i Xj ,
∪

i<j Xj)であるよう

な ((A1, B1), (A2, B2), . . . , (Ar, Br))は幅 k以下の ∅–∅
分離鎖である．

• ((A1, B1), (A2, B2), . . . , (Ar, Br))を幅 k以下の ∅–∅分
離鎖とする．このとき，Wi = Ai ∩Bi−1であるような

W = (W1,W2, . . . ,Wr)は幅max0<i≤r|Ai ∩Bi−1|− 1

であるようなパス分解である．

補題 2. Gのパス幅が k以下であることの必要十分条件は，

幅が k以下の密な ∅–∅分離鎖が存在することである．

証明. Gのパス幅が k以下であるとき，幅が k以下の好適

なパス分割 (X1, X2, . . . , Xp)が存在する．このとき，観察 1

より，1 ≤ i ≤ p に対して，(Ai, Bi) = (
∪

j≤i Xj ,
∪

j>i Xj)

とおくと，((A1, B1), (A2, B2), . . . , (Ap, Bp))は幅 k以下の

の密な ∅–∅ 分離鎖である. 他方，幅 k の密な ∅–∅ 分離鎖
((A0, B0), (A1, B1), . . . , (Ar, Br))が与えらえれたとき，観

察 1より，1 ≤ i ≤ r に対して，Xi = Ai ∩ Bi−1 とおく

と (X1, X2, . . . , Xr)は，幅がmax0<i≤r|Ai ∩Bi−1| − 1の

パス分割である．密であることより，任意の隣り合う分離

対 (Ai−1, Bi−1)，(Ai, Bi)について，|Ai \ Ai−1| ≤ 1また

は，|Bi−1 \ Bi| ≤ 1を満たしている．前者を満たすとき，

|Ai ∩ Bi−1| ≤ |Ai−1 ∩ Bi−1| + 1 = k + 1であり，後者を

満たすとき，|Ai ∩Bi−1| ≤ |Ai ∩Bi|+ 1 = k+ 1であるの

で，max0<i≤r|Ai ∩Bi−1| − 1 ≤ kとなる．

3. 補題

この節では，アルゴリズムの設計と正しさの証明に有用

な補題と観察をいくつか与える．すべての補題において，

有向グラフ G = (V,E)が暗黙に仮定されている．

S–T 分離鎖 C = ((A0, B0), (A1, B1), . . . , (Ar, Br))が好

適であるとは任意の 0 ≤ i < r について，|Ai+1 \ Ai| ≤ 1

かつ |Bi \ Bi+1| ≤ 1であることをいう．この定義は密な
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分離鎖と同様に，同じ S–T 分離対の繰り返しを許してい

る．また，好適な S–T 分離鎖は明らかに密な S–T 分離

鎖であるといえる．S–T 分離鎖 C がタイトであるとは，

A0 = N−[S]かつ Br = N+[T ]であることをいう．

補 題 3. 幅 k 以 下 の 密 な S–T 分 離 鎖

((A0, B0), (A1, B1), . . . , (Ar, Br)) が 存 在 す る と き ，

幅 k 以下のタイトでありかつ好適な S–T 分離鎖が存在

する．

証明. S–T 分離鎖 C = ((A0, B0), (A1, B1), . . . , (Ar, Br))

において，δ(C)を

δ(C) = |A0 \N−[S]|+ |B0 \N+[T ]|

+
∑

0≤i<r

(max{0, |Ai+1 \Ai| − 1})

+
∑

0≤i<r

(max{0, |Bi \Bi+1| − 1})

と定義する．ここで，C を幅 k 以下の S–T 分離鎖の中

で δ(C)が最小であるものとする．もし，δ(C) = 0であれ

ば C はタイトであり，かつ好適であるので，証明を終了

する．以下では δ(C) > 0を仮定して矛盾を導く．まず，

v ∈ A0 \ N−[S] がある場合について考える．このとき，

(A0 \ {v}, B0)を C の先頭に追加したものを C ′ とすると，

C ′は密な S–T 分離鎖である．また，(A0 \ {v}, B0)の位数

は (A0, B0)の位数よりも小さいので C ′ の幅は k以下であ

る．明らかに δ(C ′) = δ(C) − 1であるので，δ(C)が最小

であることに矛盾する．同様にして，v ∈ Br \N+[T ]であ

る場合についても矛盾が導かれる．

最後に 0 ≤ i < rについて，|Ai+1 \ Ai| ≥ 2である場合

を考える．ここで，v ∈ Ai+1 \Aiについて，(Ai ∪{u}, Bi)

は S–T 分離対であり，密である条件から，|Bi \Bi+1| ≤ 1

であるため，(Ai ∪ {v}, Bi)の位数は (Ai+1, Bi+1)の位数

以下である．よって，C の (Ai, Bi)と (Ai+1, Bi+1)の間に

(Ai ∪{v}, Bi)を追加したものを C ′とすると，C ′は幅 k以

下の密な S–T 分離鎖である．ここで

δ(C ′) = δ(C)

−max{0, |Ai+1 \Ai| − 1}

−max{0, |Bi \Bi+1| − 1}

+max{0, |{v}| − 1}

+max{0, |Bi \Bi| − 1}

+max{0, |Ai+1 \ (Ai ∪ {v})| − 1}

+max{0, |Bi \Bi+1| − 1}

≤ δ(C)−max{0, |Ai+1 \Ai| − 1]}

+max{0, |Ai+1 \ (Ai ∪ {v})| − 1}

であり，|Ai+1 \Ai| > 1であることから

δ(C ′) ≤ δ(C)− 1

となる．よって δ(C)が最小であることに矛盾する．同様

にして |Bi \Bi+1| ≥ 2である場合についても矛盾が導かれ

る．

V の部分集合 S, T ⊆ V について，幅 k以下の密な S–T

分離鎖が存在するとき，(S, T )は k分離可能であるという．

また，N−[S] ∩ T = ∅ （したがって，S ∩ N+[T ] = ∅），
d−(S) ≤ k，かつ d+(T ) ≤ kであるとき，(S, T )は弱 k分

離可能であるという．次の観察は自明であろう．

観察 2. (S, T )が弱 k 分離可能であることは，(S, T )が k

分離可能であるための必要条件である．

補題 4. 弱 k分離可能な対 (S, T )が |V \ (S ∪ T )| ≤ k + 1

を満たすとき，(S, T )は k分離可能である．

証明. 証明は背理法による．補題が成り立たないと仮定

し，弱 k分離可能な対 (S, T )で，|V \(S∪T )| ≤ k+1である

にもかかわらず k分離可能でないものを，|V \ (S∪T )|が最
小になるように選ぶ．もし，V \(S∪T ) = N−(S) = N+(T )

であれば，(N−[S], N+[T ])は，単独で幅 k以下の密な S–T

分離鎖を構成するので，これはあり得ない．したがって，あ

る v ∈ V \(S∪T )で，（1）v ̸∈ N−(S)または（2）v ̸∈ N−(T )

であるものが存在する．（1）の場合，T ′ = T ∪ {v}とおく
と，v ̸∈ N−(S)より，N+(T ′) ⊆ V \ (S ∪ T ∪ {v})である
から，|N+(T ′)| ≤ k が成り立つ．また，v ̸∈ N−(S)より

N−[S] ∩ T ′ = ∅も成り立つ．よって，(S, T ′)は弱 k 分離

可能である．|V \ (S ∪ T ′)| < |V \ (S ∪ T )| ≤ k+ 1である

ので，(S, T )の選び方から，(S, T ′)は k 分離可能であり，

幅 k以下の密な S–T ′ 分離鎖 C ′ が存在する．C ′ の最後の

分離対を (A,B)とおくと，A = (V \ T ′) ⊆ (V \ T )であり
B ⊇ N+[T ′] ⊇ N+[T ]なので，C ′の直後に (V \T,N+[T ])

を追加してできる列 C は S–T 分離鎖である．また，C ′ が

密でありかつ (V \ T ) \ A = {v} であるので，C も密であ

る．さらに，C ′の幅が k以下でありかつ (V \T,N+[T ])の

位数が |N+(T )| ≤ k であるので，C の幅も k以下である．

以上より，(S, T )が k分離可能であることが結論され，仮

定に矛盾する．（2）の場合も，（1）の場合と対称な議論に

より，矛盾が導かれる．

上の証明は背理法の形をとっているが実質は帰納法であ

り，条件を満たす対 (S, T )から幅 k以下の密な (S, T )分離

鎖を構成する手続きを与えていることに注意する．

補題 5. 対 (S, T ) が k 分離可能であるとする．もし

|V \ (S ∪ T )| ≥ k + 2 であるならば相異なる頂点

u ∈ V \ (S ∪ N+[T ]) と v ∈ V \ (T ∪ N−[S]) の対で，

(S ∪ {u}, T )，(S, T ∪ {v})，および (S ∪ {u}, T ∪ {v}) の
いずれも k分離可能であるようなものが存在する．

証明. (S, T ) は k 分離可能であるので，補題 3 よ

り，幅 k 以下のタイトかつ好適な S–T 分離鎖 C =

((A0, B0), (A1, B1), . . . , (Ar, Br)) が存在する．C はタイ
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トであるので，Br = N+[T ] であり，また B0 = V \ S

である．したがって，|B0| ≥ |T | + k + 2 ≥ |Br| + 2

が成り立つ．0 < i ≤ r の範囲で |Bi−1 \ Bi| = 1 で

あるような最小の i を j で表す．Bj−1 \ Bj = {u}，
C ′ = ((Aj , Bj), (Aj+1, Bj+1), . . . , (Ar, Br)) とおくと，

Bj = V \ (S ∪ {u}) であり，Ar = V \ T であるので，

C ′ は幅 k 以下の密な (S ∪ {u})–T 分離鎖である．この u

は，Br \ B0 = V \ (S ∪N+[T ])に属すので，補題の条件

を満たしている．(S ∪ {u}, T )が k 分離可能であるので，

幅 k以下のタイトかつ好適な (S ∪ {u})–T 分離鎖が存在す
る．|Ar| ≥ |A0 \ {u}| + 1であることに注意して上と対称

な議論を用いることにより，頂点 v ∈ V \ (T ∪N−[S])で，

(S ∪ {u}, T ∪ {v})が k 分離可能であるものの存在が示さ

れる．幅 k 以下の密な (S ∪ {u})–(T ∪ {v})分離鎖の前に
(N−[S], V \ T )を置いてできる分離鎖の幅は k以下である

ので，(S, T ∪ {v})もまた k分離可能である．

最後に，可約な対 (S, T )に対する問題の分割を可能にす

る補題を挙げる．

補題 6. (X,Y )を最小 S–T 分離対であるとする．このと

き，任意の S–T 分離対 (A,B)について，

|(A ∩X) ∩ (B ∪ Y )| ≤ |A ∩B|

|(A ∪X) ∩ (B ∩ Y )| ≤ |A ∩B|

が成り立つ．

証明. まず，|A ∩B|+ |X ∩ Y | = |(A ∩X) ∩ (B ∪ Y )|+
|(A∪X)∩ (B ∩ Y )| である．これは任意の頂点 vに対して

左辺で vが数えれれる回数と右辺で vが数えられる回数が

一致することからわかる．

(X,Y ) と (A,B) がともに S–T 分離対であるので，

((A∩X), (B ∪ Y ))と ((A∪X), (B ∩ Y ))はともに S–T 分

離対である．(X,Y )は S–T 分離対の中で位数が最小であ

るので，|X ∩ Y | ≤ |(A ∪X) ∩ (B ∩ Y )|である．よって，
|(A ∩X) ∩ (B ∪ Y )| ≤ |A ∩B|がいえる．
また，|X ∩ Y | ≤ |(A ∩ X) ∩ (B ∪ Y )| でもあるので，

|(A ∪X) ∩ (B ∩ Y )| ≤ |A ∩B|もいえる

補題 7. (X,Y )を最小S–T 分離対とする．このとき，(S, T )

が k分離可能であるならば，(S, Y \X)および (X \ Y, T )
はどちらも k分離可能である．

証明. (S, T ) は k 分離可能であるので，幅が k 以下

の密な S–T 分離鎖が存在する．そのような分離鎖を

C = ((A0, B0), (A1, B1), . . . , (Ar, Br))とする．このとき，

B0 = V \ S，Ar = V \ T である．C は S–T 分離鎖である

ので，C ′ = ((A0 ∩X,B0 ∪Y ), (A1 ∩X,B1 ∪Y ), . . . , (Ar ∩
X,Br ∪ Y ))も S–T 分離鎖である．

ここで，C は密な分離鎖であり，かつ N−[S] ⊆ X かつ

N+[T ] ⊆ Y を満たしている．よって，B0 ∪ Y = (V \ S)∪

Y = (V \S)であり，Ar∩X = (V \T )∩X = X = V \(Y \X)

である．また，(X,Y ) は最小 S–T 分離対であるので，

X ∩ Y = N−(X \ Y ) = N+(Y \X)である．

よって，C ′ は，密な S–(Y \X)分離鎖である．補題 6

より，0 ≤ i ≤ rに対して |(Ai ∩X)∩ (Bi ∪Y )| ≤ |Ai ∩Bi|
であるので，その幅は k以下である．

((A0∪X,B0∩Y ), (A1∪X,B1∩Y ), . . . , (Ar∪X,Br∩Y ))

についても同様の議論より，密な (X \ Y )–T 分離鎖であ

り，その幅は k以下であることが示せる．

4. アルゴリズム

有向グラフ G = (V,E)と正整数 k を入力し，Gのパス

幅が k以下であるかどうかを判定するアルゴリズムを記述

する．答えが肯定的であるとき，アルゴリズムは幅が k以

下の ∅–∅分離鎖を構築する．
以下のアルゴリズム記述では，入力のグラフGと正整数

k を固定する．再帰関数 SCは，弱 k 分離可能な対 (S, T )

に対して (S, T )が k分離可能であるかを判定し，もし可能

であれば幅 k以下の密な S–T 分離鎖を，そうでなければ特

別な値 FAILUREを返す．関数 SCのなかでは，対 (S, T )

が可約であるかを検査し，可約な場合には非自明な最小分

離対を求める必要がある．Sも T も空でないときにはこれ

は，最大流アルゴリズムによって実装することができる．

S が空である場合には，(∅, V )は位数 0の自明な最小 S–T

分離対である．この場合に，非自明な最小 S–T 分離対が

存在するかどうかは，強連結成分分解アルゴリズムによっ

て判定することができる．T が空の場合も同様である．

Algorithm 1 SC(S, T )

1: if |V \ (S ∪ T )| ≤ k + 1 then

2: return 補題 4 によって構築される幅 k 以下の S–T 分離鎖
3: else if (S, T ) が可約である． then 　　　
4: SC(S, T )-分割の処理を行う．
5: else if d−(S) = d+(T ) then

6: SC(S, T )-等しいの処理を行う．
7: else if d−(S) < d+(T ) then

8: SC(S, T )-小さいの処理を行う．
9: else

10: SC(S, T )-大きいの処理を行う．
11: end if

Algorithm 2 SC(S, T )-分割
1: (X,Y ) を非自明な最小 S–T 分離対とする．
2: SC(S, Y \X) と SC(X \ Y, T ) を呼び出す．
3: if どちらかの結果が FAILURE である then

4: return FAILURE 　　　
5: end if

6: SC(S, Y \X)の返した分離鎖を C，SC(X \Y, T )の返した分離
鎖を C′ とする．

7: return (C, (X,Y ), C′)．
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対 (S, T )が既約である場合には，補題 5 に基づいて，解

の可能性を探索する．

Algorithm 3 SC(S, T )-等しい
1: for d−(S ∪ {u}) ≤ k である各 u ∈ V \ (S ∪ N+[T ]) と

d+(T ∪ {v}) ≤ k である各 v ∈ V \ (N−[S] ∪ T ∪ {u}) do

2: SC(S ∪ {u}, T ∪ {v}) を呼び出す．
3: if 結果が分離鎖 C である then

4: return ((N−[S], V \ S), C, (V \ T,N+[T ]))．
5: end if

6: end for

7: return FAILURE

Algorithm 4 SC(S, T )-小さい
1: for d−(S ∪ {u}) ≤ k である各 u ∈ V \ (S ∪N+[T ]) do

2: SC(S ∪ {u}, T ) を呼び出す．
3: if 結果が分離鎖 C である then

4: return ((N−[S], V \ S), C)．
5: end if

6: end for

7: return FAILURE

Algorithm 5 SC(S, T )-大きい
1: for d+(T ∪ {v}) ≤ k である各 v ∈ V \ (N−[S] ∪ T ) do

2: SC(S, T ∪ {v}) を呼び出す．
3: if 結果が分離鎖 C である then

4: return (C, (V \ T,N+[T ]))．
5: end if

6: end for

7: return FAILURE

5. 正しさの証明

補題 8. 弱k分離可能な対 (S, T )に対する呼び出しSC(S, T )

は，(S, T )が k分離可能であるとき幅 k以下の密な S–T 分

離鎖を，そうでないときは FAILUREを返す．

証明. |V \ (S ∪T )|についての帰納法で証明する．基底は
|V \ (S ∪T )| ≤ k+1のときであり，補題 4より，SC(S, T )

は正しい値を返す．

次に，|V \ (S ∪T )| ≥ k+2のときを考える．まず (S, T )

が可約であるとする．このとき，非自明な最小 S–T 分離対

(X,Y )に対して，SC(S, Y \X)と SC(X \Y, T )が呼ばれる．
(X,Y )が非自明な最小 S–T 分離対であることから，Y \X
はSにも T にも属さない頂点を要素として持ち，X \Y も同
様である．したがって |V \(S∪(Y \X))| < |V \(S∪T )|かつ
|V \((X \Y )∪T )| < |V \(S∪T )|が成り立つ．もし，(S, T )
が k分離可能であるならば，補題 7により，(S, Y \X)と

(X \Y, T )はともに k分離可能であり，したがって弱 k分離

可能でもある．このとき，帰納法の仮定により，SC(S, Y \X)

と SC(X \Y, T )はそれぞれ幅 k以下の密な S–(Y \X)分離

鎖 C = ((A0, B0), (A1, B1), . . . , (Ap, Bp))と幅 k 以下の密

な (X \Y )–T 分離鎖C ′ = ((A′
0, B

′
0), . . . , (A

′
q, B

′
q))を返す．

このとき，Ap = V \ (Y \X) = X かつ N+[Y \X] ⊆ Bp

であり N−[X \ Y ] ⊆ A′
0 かつ B′

0 = V \ (X \ Y ) = Y であ

るので，SC(S, T )の返す分離鎖 (C, (X,Y ), C ′)は幅 k以下

の密な S–T 分離鎖である．一方，(S, T )が k 分離可能で

なければ，(S, Y \X)と (X \ Y, T )の少なくとも一方は k

分離可能ではなく，したがって，SC(S, T )は FAILUREを

返す．

次に (S, T )が既約であり，SC(S, T )-等しいの処理が行わ

れる場合を考える．この処理においては，(S∪{u}, T ∪{v})
が弱 k 分離可能であるような u ∈ V \ (S ∪N+[T ])と v ∈
V \(N−[S]∪T )の対のすべてに対して，SC(S∪{u}, T∪{v})
が呼ばれる．もし (S, T )が k分離可能であれば，補題 7に

より，そのような uと vの対のなかで，(S∪{u}, T ∪{v})が
k分離可能であるようなものが存在する．帰納法の仮定よ

り，そのような uと vの対に対して，SC(S ∪{u}, T ∪{v})
は幅 k 以下の密な (S ∪ {u})–(T ∪ {v})分離鎖を返す．こ
のとき，SC(S, T ) の返す分離鎖は，この分離鎖の先頭に

(N−[S], V \ S)を追加し，後尾に (V \ T,N+[T ])を追加し

たものであるので，幅 k以下の密な S–T 分離鎖である．一

方，(S, T )が k分離可能でないならば，SC(S∪{u}, T ∪{v})
の呼び出しのどれについても，(S ∪{u}, T ∪{v})が k分離

可能ではないので，帰納法の仮定により，FAILUREが返

る．したがって，SC(S, T )も正しい値 FAILUREを返す．

(S, T )が既約であり，SC(S, T )-小さいまたは SC(S, T )-

大きいの処理が行われる場合も同様である．

系 1. 呼び出し SC(∅, ∅)は，Gのパス幅が k以下のとき密

な ∅–∅分離鎖を返し，そうでないとき FAILUREを返す．

6. 実行時間の解析

関数 SCの入力となる対 (S, T )の「大きさ」を表現する

ために，ふたつの関数 γ(S, T )および µ(S, T )を定義する．

まず，γ(S, T )は，最小 S–T 分離対の位数を表す．また，

µ(S, T )は

µ(S, T ) = 2|V \ (N−[S] ∪N+[T ])|+ |N−(S)∆N+(T )|

によって定義する．ここで，X∆Y は，X と Y の対称差

(X \ Y ) ∪ (Y \X)を表す．

補題 9. (X,Y )を最小 S–T 分離対とする．このとき，

µ(S, Y \X) + µ(X \ Y, T ) = µ(S, T )

が成り立つ．

証明. (X,Y )が最小 S–T 分離対であることから，N−(X \
Y ) = N+(Y \X) = X∩Y であり，したがってN−[X\Y ] =

X, N+[Y \ X] = Y である．互いに素な 3 つの集合

C0, C1, C2 を
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C0 = X ∩ Y \ (N−(S) ∪N+(T ))

C1 = X ∩ Y ∩ (N−(S) \N+(T ))

C2 = X ∩ Y ∩ (N+(T ) \N−(S))

によって定義する．このとき，(X ∩ Y ) \ N+(T ) =

C0 ∪ C1 であることや N+(T ) ∩ (X \ Y ) = ∅ であるか
ら N+(T ) \ (X ∩ Y ) = N+(T ) \ X が成り立つことを用

いて，

µ(X \ Y, T ) = 2|V \ (X ∪N+[T ])|+ |(X ∩ Y )∆N+(T )|

= 2|V \ (X ∪N+[T ])|

+|C0|+ |C1|+ |N+(T ) \X|

を得る．同様にして，

µ(S, Y \ T ) = 2|V \ (N−[S] ∪ Y )|+ |N−(S)∆(X ∩ Y )|

= 2|V \ (N−[S] ∪ Y )|

+|C0|+ |C2|+ |N−(S) \ Y |

を得る．また

|V \ (N−[S] ∪N+[T ])| = |V \ (Y ∪N−[S])|

+|V \ (X ∪N+[T ])|+ |C0|

および

|N−(S)∆N+(T )| = |C1|+ |C2|

+|N−(S) \ Y |+ |N+(T ) \X|

が成り立つ．よって，

µ(S, T ) = 2|V \ (N−[S] ∪N+[T ])|+ |N−(S)∆N+(T )|

= 2|V \ (Y ∪N−[S])|+ 2|(V \ (X ∪N+[T ])|

+2|C0|+ |C1|+ |C2|

+|N−(S) \ Y |+ |N+(T ) \X|

= µ(S, Y \X) + µ(X \ Y, T )

であり，補題の等式を得る．

補題 10. (X,Y ) を非自明な S–T 分離対であるとき，

µ(S, Y \X) ≥ 1 かつ µ(X \ Y, T ) ≥ 1 が成り立つ．

証明. 対称性より，最初の不等式を証明すれば十分である．

(X,Y )は非自明な S–T 分離対であるから，(X \Y )\Sに属
す頂点 vが存在する．分離対の定義より，N+[Y \X] ⊆ Y

であるから，v ̸∈ N+[Y \X]が成り立つ．v ∈ N−(S)であ

れば，v ∈ N−(S)∆N+(Y \X)であり，v ̸∈ N−(S)であれ

ば，v ∈ V \ (N−[S] ∪N+[Y \X]) である． したがって，

いずれの場合にも

µ(S, Y \X) = 2|V \ (N−[S] ∪N+[Y \X])|

+|N−(S)∆N+(Y \X)|

≥ 1

を得る．

以下の解析では，R(S, T )によって，SC(S, T )を呼び出

すことで引き起こされる呼び出し SC(S′, T ′)(SC(S, T )自

身を含む)のうち，|V \ (S ∪ T )| ≥ k+2であるようなもの

の個数を表す．また，µ′(S, T ) = max{0, 2µ(S, T ) − 1}に
よって µ′ を定義する．

補題 11. 入力グラフ Gが (k, b)有界であるとき，弱 k 分

離可能な対 (S, T )のそれぞれに対して，

R(S, T ) ≤ µ′(S, T ) · b2(k−γ(S,T )) (1)

が成り立つ．

証明. 証明は，再帰の構造に基づく帰納法による．

呼び出し SC(S, T )が，|V \ (S ∪ T )| ≤ k + 1であるた

めにそれ以上再帰をしないときには，R(S, T ) = 0 であ

るので，不等式（1）が成り立つ．µ(S, T ) = 0のときは，

V \ (S ∪ T ) = N−(S) = N+(T ) であるので，この場合が

該当することに注意する．

次に呼び出し SC(S, T ) が「分割」の処理において，

SC(S, T ′)と SC(S′, T )を呼び出す場合を考える．ここで，

(S, T )の非自明な最小分離対 (X,Y )に対して，S′ = X \Y
であり，T ′ = Y \ X である．このとき，補題 9により，

µ(S, T ) = µ(S, T ′)+µ(S′, T )が成り立つ．さらに，補題 10

により µ(S, T ′) ≥ 1かつ µ(S′, T ) ≥ 1であるので，

µ′(S, T ) = 2µ(S, T )− 1

= (2µ(S, T ′)− 1) + (2µ(S′, T )− 1) + 1

= µ′(S, T ′) + µ′(S′, T ) + 1

を得る．また，S–T ′ 分離対のどれもが S–T 分離対で

あることから，γ(S, T ′) ≥ γ(S, T ) が成り立ち，同様に

γ(S′, T ) ≥ γ(S, T )が成り立つ．帰納法の仮定を対 (S, T ′)

と (S′, T )に適用することにより，

R(S, T ) = 1 +R(S, T ′) +R(S′, T )

≤ 1 + (µ′(S, T ′) + µ′(S′, T )) · b2(k−γ(S,T ))

≤ 1 + (µ′(S, T )− 1) · b2(k−γ(S,T ))

≤ µ′(S, T ) · b2(k−γ(S,T ))

すなわち，不等式（1）が成り立つ．

次に，(S, T )が既約でありd−(S) = d+(T )である場合を考

える．このとき，「等しい」の処理によって，(S∪{u}, T∪{v})
が弱 k 分離可能であるような u ∈ V \ (S ∪N+[T ])と v ∈
V \(N−[S]∪T )の対のすべてに対して，SC(S∪{u}, T∪{v})
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が呼ばれる．グラフは (k, b)有界であるので，そのような

uと v の対の個数は b2 以下である．帰納法の仮定により，

uと vの各対に対して，

R(S ∪ {u}, T ∪ {v})

≤ µ′(S ∪ {u}, T ∪ {v}) · b2(k−γ(S∪{u},S∪{v}))

が成り立つ．(S, T )が既約であるので，γ(S∪{u}, T∪{v}) >
γ(S, T ) が成り立つ．また µ(S ∪ {v}, T ∪ {v}) < µ(S, T )

および µ(S, T ) > 0より，µ′(S ∪ {v}, T ∪ {v}) < µ′(S, T )

が成り立つ．したがって，

R(S, T ) ≤ 1 +
∑
u,v

R(S ∪ {u}, T ∪ {v})

≤ 1 + b2 · (µ′(S, T )− 1) · b2(k−γ(S,T )−1)

≤ µ′(S, T ) · b2(k−γ(S,T ))

すなわち，不等式（1）が成り立つ．

(S, T )が既約でありかつ d−(S) > d+(T )または d−(S) <

d+(T )である場合の解析も同様である．

定理 2の証明：与えられた有向グラフ Gと正整数 k に

対して，SC(∅, ∅)を実行することによって，Gのパス幅が

k以下であるかを判定することができる．この呼び出しに

よって発生する SCの呼び出しで基底を除いたものの回数

は R(∅, ∅) ≤ b2knである．基底以外の SCのそれぞれの実

行において，再帰呼び出しに費やされる部分を除いた実行

時間は nO(1)である．また，SCの呼び出しのうち，基底で

あるものの回数は，基底以外の呼び出し一回あたりたかだ

か bである．故に，SC(∅, ∅)の実行に要する時間の合計は
b2knO(1) である．
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