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線形サイズk-IBDD充足可能性問題に対する
厳密アルゴリズム

脊戸 和寿1,a) 照山 順一2,3,b) 長尾 篤樹4,5,c)

概要：k-IBDD は，k 段のレイヤーを持つ分岐プログラムであり，各レイヤーが OBDD(順序付き二分
決定図) となっている．本稿では，k-IBDD 充足可能性問題（以下，k-IBDD SAT）を考える．k-IBDD

SATとは，与えられた k-IBDDが 1を出力するような変数割当が存在するかどうかを判定する問題であ
る．本問題に対して，n変数，poly(n)ノードの k-IBDD SATを高々 poly(n) · 2n−n1/2k−1

時間で解く多
項式領域アルゴリズムが知られている．ここで，poly(n) は n の多項式を表す．本稿では，n 変数，cn

ノードの k-IBDD SAT を高々 poly(n) · 2(1−µ(c))n 時間で解く指数領域アルゴリズムを与える．ここで，
µ(c) = Ω

(
1

(log c)2k−1−1

)
である．我々のアルゴリズムは既存のアルゴリズムを拡張することで線形サイズ

の k-IBDDに対して 2n 時間より指数的な高速化を達成している．

1. はじめに

本稿では，k-IBDD充足可能性問題（以下，k-IBDD SAT）

について研究する．k-IBDD SATとは，与えられた k-IBDD

において，シンク 1 に到達する変数割り当てが存在する

かどうかを判定する問題である．k-IBDDとは k段のレイ

ヤーから構成され，各レイヤーはOBDD（順序付き二分決

定図）となっている．

k-IBDD SATは，k = 1ならば線形時間で解くことがで

きる．また，k ≥ 2において，NP完全であることが知られ

ている [2]. n変数mノードの k-IBDD SATは変数への全

割り当てをチェックすることで，O(m · 2n)時間で解くこ
とができる．k-IBDD SATにおいて，全探索より超多項式

的に高速な O(m · 2n−ω(logn))時間のアルゴリズムの設計

は目標の 1つである．既に k-IBDD SATを含む，一般の

分岐プログラムに対し，m = O(n2−ϵ)（ϵは 0より大きい

任意に小さい定数）であれば，O(2n−ω(logn))時間の決定性

アルゴリズムで解けることが知られている [1]．しかし，こ

のアルゴリズムは指数領域を必要とする上に，m = ω(n2)

ノードの k-IBDD SATに対しては動作しない．
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本問題に対して， [6]によって n変数，m = O(nc)（cは

任意の定数）ノードの k-IBDD SATを O(m · 2n−ω(logn))

時間で動作する決定性多項式領域アルゴリズムで解けるこ

とが示されている．

定理 1 (定理 1 [6]). n変数，m = O(nc)（cは任意の定数）

ノードの k-IBDD SATに対して，計算時間 poly(n) ·2n−nα

で解く決定性多項式領域アルゴリズムが存在する．ただ

し，α = 1
2k−1 であり，poly(n)は nの多項式を表す．

多項式サイズの k-IBDDであれば超多項式的に高速なア

ルゴリズムとなっている．しかしながら，ノード数を nの

線形に制限しても指数的に高速なアルゴリズム，つまり定

数 ϵ > 0に対して 2(1−ϵ)n 時間で解くアルゴリズムはまだ

知られていない．本研究では，サイズが nの線形である

k-IBDD SATを全探索より指数的に高速なアルゴリズム設

計を目標とし以下の結果を得た．

定理 2. 任意の定数 c > 0に対して，µ(c) > 0を満たす関数

µ(c)が存在して，n変数，m = cnノードの k-IBDD SATを

poly(n) · 2(1−µ(c))n時間，poly(n) · 2ν(c)n領域で解く決定性
アルゴリズムが存在する．ただし，ν(c) = O

(
1

(log c)2k−1−1

)
であり，poly(n)は nの多項式を表す．また，十分大きな

cについて µ(c) = Ω
(

1

(log c)2k−1−1

)
である．

1.1 関連研究

Chenらは，n変数，m = O(n2−ϵ)ノードの分岐プログ

ラムにおける充足可能性問題に対し，O
(
2n−nδ

)
時間アル

ゴリズムを設計した [1]．ここで，ϵは 0より大きい任意に

小さい定数であり，δ は 0 < δ < 1を満たす ϵに依存する
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定数である．Bolligらは k-IBDD SATの特別な場合でも

ある k-OBDD SATについて，多項式時間アルゴリズムを

考案した [2]．k-IBDD SATに対しては，実験的に高速な

アルゴリズムが Jainらによって提案されている [5]．

2. 準備

2.1 諸定義

X = {x1, . . . , xn}を論理変数の集合とする．本稿では，
1を論理値の真 (true)，0を論理値の偽 (false)に対応させ

る．x ∈ X について，論理変数 xの否定を xで表す．

非決定性分岐プログラム B = (G,ϕV , ϕE) は根付有向

多重グラフ G = (V,E)，ノードラベル関数 ϕV : V →
X ∪ {0,1}，枝ラベル関数 ϕE : E → {0, 1}で構成される．
Gはルートノード rとシンクノード t0，t1を持ち，ϕ(t0) = 0

かつ ϕ(t1) = 1を満たす．t0（または t1）を 0-sink（また

は 1-sink）と呼ぶ．シンク以外の全てのノード v ∈ V に対

して，ψV (v) ∈ X である．ϕE により Gのすべての枝は 0

または，1をラベルとして持つ．

図 1は非決定性分岐プログラムの例である．各ノード

は丸で表し，丸の中の記号はノードラベルを表している．

ノードをつなぐ矢印は有向枝を表し，枝の近くにある 0ま

たは 1は枝ラベルを表す．

入力 a = (a1, . . . , an) ∈ {0, 1}n に対して，分岐プログラ
ム B はルートノードから出発して以下のように枝をたど

る．ノードラベルが xi の時，ai と等しいラベルを持つ枝

を選択し次のノードに進む．最終的に t1 に到達するパス

が少なくともひとつある時，分岐プログラムBは入力 aに

対し 1を出力し，それ以外の場合 0を出力する．

2 値関数 f : {0, 1}n → {0, 1} に対して，すべての
a ∈ {0, 1}n に対して f(a) と B の出力が等しいならば，

Bは関数 f を表現するという．Bのサイズは，Gの枝数と

し，|B|で表す．
非決定性分岐プログラムのうち，シンクノードでないす

べてのノードからちょうど 2本の枝が出て，それぞれにラ

ベル 0, 1が 1つずつ貼られているものを決定性分岐プログ

ラムという．以下では，特に記述しない限り分岐プログラ

ムは決定性分岐プログラムであるとする．

順列 π = (π(1), π(2), . . . , π(n))は 1から nの数字を 1つ

ずつ含む任意の並びをもつ列である．また，i ∈ {1, . . . , n}
に対して，π−1(i)を π(j) = iを満たす j とする．

定義 1. OBDD とは，固定された順列 πに従う分岐プロ

グラムである．つまり，ラベル xi のノードからラベル xj

のノードに向かう枝があるならば，π−1(i) < π−1(j)を満

たす．

定義 2. k-IBDDとは，以下のような分岐プログラムであ

る．k 個のレイヤーに分割でき，i番目のレイヤーは順列

πi に従う OBDDである．また，i番目のレイヤーから出

る枝は j > i番目のレイヤーのノードまたはシンクノード

に到達する．特に，すべての πiが等しいものを k-OBDD

と呼ぶ．

図 1 の分岐プログラムは π = (1, 2, 3) に従う非決

定性 OBDD である．図 2 の分岐プログラムは π1 =

(1, 2, 3), π2 = (2, 3, 1)に従う 2-IBDDである．

図 1 非決定性 OBDD

図 2 2-IBDD

与えられた k-IBDD Bに対して，Bが 1を出力する入力

a ∈ {0, 1}n があるかどうかを判定する問題を，k-IBDDに

対する充足可能性問題，または k-IBDD SATと呼ぶ．本問

題は，k = 1の場合つまりOBDDが入力の場合ルートノー

ドから 1-sinkへのパスがあるかどうかは到達可能性判定を

行えばよく，B のサイズの線形時間で解くことができる．

k = 2の場合，NP完全であることが知られている． [2]

順列 π = (π(1), π(2), . . . , π(n)) の逆順を πR =

(πR(1), πR(2), . . . , πR(n)) = (π(n), π(n − 1), . . . , π(1))と

する．順列 π における長さ m の部分列 π′ とは，任

意の 1 ≤ i1 < i2 < · · · < im ≤ n に対し，π′ =

(π′(1), π′(2), . . . , π′(m)) = (π(i1), π(i2), . . . , π(im)) であ

る．

順列 π の最長増加部分列 σinc とは，π における部分列

π′ のうち，すべての 1 ≤ i < j ≤ mに対して π′(i) < π′(j)

を満たすもので，mが最大のものである．

順列 π の最長減少部分列 σdec とは，π における部分列

π′ のうち，すべての 1 ≤ i < j ≤ mに対して π′(i) > π′(j)

を満たすもので，mが最大のものである．

最長増加部分列と最長減少部分列について，以下の定理

が知られている．

定理 3 (The Erdős-Szekeres theorem [4]). 長さ nの実数

列には，長さm ≥
√
nの最長増加部分列，または最長減少

部分列が存在する．

また，最長増加部分列と最長減少部分列は O(n2)時間で

求めることができる．

部分割り当てとは a = (a1, . . . , an) ∈ {0, 1, ∗}n で表し，
ai が 0または 1であることは，変数 xi の値が ai に固定さ

れることを意味する．部分割り当て a ∈ {0, 1, ∗}n に対し
て，S(a) := {xi | αi ̸= ∗} を aの台と呼ぶ．B|a を部分割
り当て aに対する分岐プログラム B の部分分岐プログラ
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ムとし，以下の操作により構成されるものとする．

(1) ラベル xi ∈ S(a)を持つノードから出る枝でラベル

ai を持つものをすべて削除する．

(2) 入次数が 0でありルートノードでないノード v が存

在する限り以下の操作を行う．

・ノード vと vから出る枝をすべて削除する．

(3) ラベル xi ∈ S(a)を持つルートノードでないノード v

がある限り以下の操作を行う．

・集合 U を {u | (u, v) ∈ E}とする．また，ラベル ai を

持つ枝 (v, w)が存在する．

・すべての u ∈ U について (u, v)と同じラベルを持つ枝

(u,w)を追加し，(u, v)を削除する．

・枝 (v, w)を削除する．

(4) ルートノード rのラベル xi が xi ∈ S(a)を満たすな

らば，枝 (r, v)を削除し，ノード vをルートノードとする．

図 3 は図 2 の 2-IBDD を B とした時，部分割り当て

a = (1, ∗, ∗)に対する B|a を表す．

図 3 部分割り当てに対する 2-IBDD

2.2 既存手法

本節では我々のアルゴリズムを構成する上でサブルーチ

ンとなる既存手法と，本手法に使用されるいくつかの補題

を [6]より引用する．

補題 4 (補題 3 [6]). 共通の順列 π に従う 2 つの非決定

性 OBDD B1 と B2 が 2値関数 f1，f2 を表現する時，関

数 f1 ∧ f2 を表現する順列 π に従う OBDD B を計算時間

O(|B|)で構成することができる．また，|B| ≤ 2|B1| · |B2|
である．

補題 5 (補題 4 [6]). Bを順列 πに従うOBDD とする．こ

のとき，O(|B|)時間で順列 πRに従う非決定性OBDD BR

を構成することができる．また，|BR| = O(|B|)である．
Bolligらによって，定数 kに対して k-OBDD SATは多

項式時間で解けることが知られている [2]．つまり，入力

の k-IBDDにおいて π1 = π2 = · · · = πk ならば多項式時

間で解くことができる．さらに，Bolligらの手法を拡張す

ることで，すべての iに対して πi = π1 または πi = πR
1 を

満たすならば多項式時間で解けることが知られている [6]．

アルゴリズムを Algorithm 1に示す．

補題 6 (補題 5 [6]). k を定数とする．順列 π1, π2, . . . , πk

が，すべての i (2 ≤ i ≤ k) について πi = π1，または

πi = πR
1 を満たすとする．順列 π1, π2, . . . , πk に従う n変

数，m = O(nc)（cは任意の定数）ノードの k-IBDD B に

対して，k-IBDD SATは nの多項式時間で解くことがで

きる．

補題 6の証明における計算時間と計算領域の解析を厳密

にすることにより，サイズ mとレイヤー数 k を任意の値

とした以下の補題を得られる．

補題 7. kを正の整数とする．順列 π1, π2, . . . , πk が，すべ

ての i (2 ≤ i ≤ k)について πi = π1，または πi = πR
1 を満

たすとする．順列 π1, π2, . . . , πk に従う n変数，mノード

の k-IBDD B に対して，k-IBDD SATは O((m/k)2k)時

間，O((m/k)k)領域で解くことができる．

Proof. [2]の定理 2の証明を非決定性 k-OBDDに拡張す

る．B を補題の条件を満たす非決定性 k-OBDDとし，各

レイヤーを B1, B2, . . . , Bk，各レイヤーのノード集合を

V1, . . . , Vk とする．

行 1–16ではすべての枝 (u, v)に対して，ある iが存在し

て，u, v ∈ Vi または u ∈ Vi かつ v ∈ Vi+1 を満たすように

B を変更している．ノード u ∈ Vi とノード v ∈ Vj に対し

て，(u, v) ∈ E かつ j − i > 1である場合に以下の操作を

行う．

(1)すべての ℓ (i < ℓ < j)に対して，ラベル xπℓ(1) を持

つノード wℓ を Bℓ に追加する．

(2)枝 (u, v)と同じラベルを持つ枝 (u,wi+1)を追加する．

(3) すべての ℓ (i < ℓ < j − 1)に対して，ラベル 0, 1 を

持つ枝 (wℓ, wℓ+1)を 1つずつ追加する．

(4) ラベル 0, 1 を持つ枝 (wj−1, v)を 1つずつ追加する．

(5) 枝 (u, v)を削除する．

上の操作で新たに追加される枝は第 ℓレイヤーのノード

と第 ℓ+ 1レイヤーのノード (i ≤ ℓ < j)を結ぶため操作の

対象とならない．よって上の操作は高々 |E|回行われ，サ
イズは高々 2k倍になる．

Bに対して充足する入力の計算経路は，V2, V3, . . . , Vk の

あるノード r2, . . . , rk を経由して 1-sinkへ到達する．経由

ノードの可能性は高々 (2k)k−1
∏k

l=2 |Bi|通りである．各
可能性に対して，そのノードを経由して 1-sinkに到達する

入力があるかを判定する．

k − 1 個のノード r2, . . . , rk (ri ∈ Vi) を選択し，

B1, B2, . . . , Bkをもとにして k個のOBDD B′
1, B

′
2, . . . , B

′
k

を構成する．また，各 OBDD B′
i は順列 πi に従う．簡単

のため，r1 を B のルートノード，rk+1 を 1-sinkとする．

各 i (1 ≤ i ≤ k)について Biから riをソースノードとする

OBDD B′
i を以下のように構成する．まず，ri から到達可

能である Vi のノード集合およびシンクノード ti,0，ti,1 を

B′
i のノード集合 V ′

i とする．B
′
i の枝集合は，すべての枝
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Algorithm 1 (π, πR)-k-IBDD SAT(B)

Require: 順列 π1, . . . , πk に従う k-OBDD B = (G,ϕV , ϕE)，
ただし πi = π1 または πi = πR

1 (2 ≤ i ≤ k)

Ensure: B が充足可能であれば “Yes”，そうでなければ “No”．
1: for all e = (u, v) ∈ E do

2: if j − i > 1，ただし u ∈ Vi, v ∈ Vj then

3: for ℓ = i+ 1, . . . , j − 1 do

4: Vℓ := Vℓ ∪ {wi} and ϕV (wi) := xπℓ(1)

5: end for

6: E := E ∪ {e′ := (u,wi+1)}
7: ϕE(wi) := xπℓ(1)

8: for ℓ = i+ 1, . . . , j − 2 do

9: E := E ∪ {e′0 := (wℓ, wℓ+1), e′1 := (wℓ, wℓ+1)}
10: ϕE(e′0) := 0, ϕE(e′0) := 1

11: end for

12: E := E ∪ {e′0 := (wj−1, v), e′1 := (wj−1, v)}
13: ϕE(e′0) := 0, ϕE(e′0) := 1

14: E := E\{e}
15: end if

16: end for

17: for all (r2, . . . , rk) ∈ V2 × · · · × Vk do

18: for i = 1, . . . , k do

19: V ′
i := {v | v ∈ Viかつ riから到達可能 } ∪ {ti0, ti1}

20: ϕV ′
i
(ti0) := 0, ϕV ′

i
(ti1) := 1

21: E′
i := ∅

22: for all e = (u, v) ∈ E，ただし u ∈ V ′
i do

23: if v ∈ V ′
i then

24: E′
i := E′

i ∪ {e′ := (u, v)}
25: else if v = ri+1 then

26: E′
i := E′

i ∪ {e′ := (u, ti1)}
27: else

28: E′
i := E′

i ∪ {e′ := (u, ti0)}
29: end if

30: ϕE′
i
(e′) := ϕE(e)

31: end for

32: B′
i := (G′

i(V
′
i , E

′
i), ϕV ′

i
, ϕE′

i
)

33: end for

34: for i = 2, . . . , k do

35: if πi = πR
1 then

36: B′
i :=Reverse(B′

i) { 補題 5 の適用 }
37: end if

38: B′
1 :=Conjunction(B′

1, B
′
i) { 補題 4 の適用 }

39: end for

40: if B′
1 がルートノードから 1-sink までのパスを持つ then

41: return “Yes”

42: end if

43: end for

44: return “No”

e ∈ {(u, v) | (u, v) ∈ E かつ u ∈ V ′
i }に対して，以下の条

件を満たしラベル ϕE(u, v)を持つ枝 e′ で構成される．

• v ∈ V ′
i ならば，e

′ := (u, v)．

• v = ri+1 ならば，e′ := (u, ti,1)．

• v ̸= ri+1 ならば，e′ := (u, ti,0)．

k-IBDD B が r2, . . . , rk を経由する充足入力を持つなら

ばそのときに限り，B′
1, B

′
2, . . . , B

′
k は共通の充足入力を持

つ．補題 5より，πi = πR
1 に従う決定性 OBDD B′

iと等価

な πR
i = π1に従う非決定性 OBDD B′R

i が構成でき，これ

をB′
iと置き換える．以上から順列 π1に従う k個の非決定

性 OBDD B′
1, B

′
2, . . . , B

′
k を同時に充足する入力を持つか

どうかを判定すればよい．補題 4を k − 1回適用すること

により，k 個の OBDDが共通の充足入力を持つ時に，ま

たその時に限り 1を出力する OBDD B∗ を O(
∏k

i=1 |Bi|)
時間で構成することができる．また，|B∗| = O(

∏k
i=1 |Bi|)

である．OBDD B∗ の充足可能性判定は到達可能性判定に

より O(|B∗|) = O(
∏k

i=1 |Bi|)時間で解くことができる．
以上から，B に対する充足可能性問題は O(

∏k
i=1 |Bi| ·∏k

i=2 |Bi|)時間で解くことができる．また，
∑k

i=1 |Bi| = m

と相加相乗平均から
∏k

i=1 |Bi| ≤ (m/k)k となる．よって，

全体の計算時間は O(
∏k

i=1 |Bi| ·
∏k

i=2 |Bi|) = O((m/k)2k)

となり，計算領域 O(
∏k

i=1 |Bi|) = O((m/k)k)を必要とす

る．

3. 充足可能性判定アルゴリズム

本節では入力が線形サイズである k-IBDD SATが 2n 時

間より指数的に高速に解くことができることを示す．アル

ゴリズムのアイデアをわかりやすくするために，まず入力

が線形サイズである 2-IBDD SATが 2n 時間より指数的に

高速に解くことができることを示す．2-IBDD SATを解く

決定性アルゴリズムは Algorithm 2である．

Algorithm 2 2-IBDD SAT(B, L)

Require: 順列 π1, π2 に従う 2-IBDD B = (G,ϕV , ϕE)，
ただし，π1 = (1, . . . , n)，整数 L

Ensure: B が充足可能であれば “Yes”，そうでなければ “No”．
1: for all ℓ ∈ {1, . . . , L} do

2: πℓ
2 := (π2(⌈n/L⌉(ℓ− 1) + 1), . . . , π2(⌈n/L⌉ℓ))

3: πℓ
2 の最長増加部分列 σℓ

inc，最長減少部分列 σℓ
dec を計算

4: if |σℓ
inc| ≥ |σℓ

dec| then
5: σℓ := σinc

6: else

7: σℓ := σdec

8: end if

9: Iℓ := {σℓ(i) | 1 ≤ i ≤ |σℓ|}
10: end for

11: I := ∪ℓ∈{1,...,L}I
ℓ

12: Y := {xi | i ∈ I}
13: π := sort(I) {I の要素を昇順に並び替え }
14: for all a ∈ {0, 1, ∗}n，ただし S(a) = X\Y do

15: if (π, πR)-k-IBDD SAT(B|a) = “Yes” then

16: return “Yes”

17: end if

18: end for

19: return “No”

アルゴリズムの概要を述べる．我々のアルゴリズムの

主なアイデアは，部分割り当てにより補題 7 が適用で

きる k-IBDDを得ることである．まず，パラメータ Lを

用いて第 2 レイヤーを L 分割する．以下では L = 2 の

場合を考え，簡単のため n は偶数とする．列 π′
2, π

′′
2 を

π′
2 = (π2(1), . . . , π2(n/2))，π′′

2 = (π2(n/2 + 1), . . . , π2(n))

と定義する．2分割した第 2レイヤーのうち列 π′
2 に従う
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レイヤーを第 2-1レイヤー，列 π′′
2 に従うレイヤーを第 2-2

レイヤーと呼ぶこととする．

ここで，σ′ として π′
2 の最長増加部分列または最長減少

部分列の長いほうを選択する．同様に σ′′ として π′′
2 の最

長増加部分列または最長減少部分列の長いほうを選択す

る．例として，σ′ を π′
2 の最長増加部分列，σ

′′ を π′′
2 の最

長減少部分列とする．列 πを σ′と σ′′の要素を昇順に並べ

た列とする．このとき，列 σ′ は πの部分列であり，列 σ′′

は πR の部分列である．変数集合 Y を {xi | ∃j, i = π(j)}
とする．つまり，集合 Y は π の要素をインデックスに持

つ変数の集合である．さて，変数集合 X\Y を台とした部
分割り当てから得られる部分分岐プログラムについて考え

る．変数 xi ∈ X\Y をラベルに持つノードは削除され，変
数 xi ∈ Y をラベルに持つノードのみで構成される．また，

各レイヤーの順序は保存されるので，第 1レイヤーは順序

π に従う．第 2-1レイヤーは列 σ′ に従うが，σ′ は π の増

加部分列であるから第 2-1レイヤーは列 πに従うと考えら

れる．同様に第 2-2レイヤーは列 πR に従う．よって，変

数集合 X\Y を台とした部分割り当てをして得られる部分
分岐プログラムは順序 π 及び πR に従う 3-IBDDとなる．

以上の操作により補題 7が適用できる．

計算時間の最適化のため，分割数 Lを最適に選択するこ

とにより指数的に高速なアルゴリズムを構成することがで

きる．

定理 8. 任意の定数 c > 0に対して，µ(c) > 0を満たす関数

µ(c)が存在して，n変数，m = cnノードの 2-IBDD SAT

を poly(n) · 2(1−µ(c))n 時間，poly(n) · 2ν(c)n 領域で解く決
定性アルゴリズムが存在する．ただし，poly(n)は nの多

項式を表す．また，十分大きな cについて µ(c) = Ω
(

1
log c

)
であり，ν(c) = O

(
1

log c

)
である．

Proof. 入力の 2-IBDDを Bとし，順列 π1, π2に従うとす

る．まず，一般性を失うことなく π1 = (1, 2, . . . , n)として

よい．

以下ではアルゴリズム 2-IBDD SAT(B, L) の動作

及び計算量を解析する．まず，順列 π2 を L 分割し，

π1
2 , . . . , π

L
2 とする．つまり，各 ℓ ∈ {1, . . . , L} に対して

πℓ
2 := (π2(⌈N/L⌉(ℓ − 1) + 1), . . . , π2(⌈N/L⌉ℓ)) とする．
πℓ
2 の最長増加部分列を σℓ

inc，最長減少部分列を σℓ
dec

とする．これらのうち長いほうを σℓ とし，その長さ

を |σℓ| で表す．各 ℓ ∈ {1, . . . , L} に対して，集合 Iℓ を

Iℓ = {σℓ(i) | 1 ≤ i ≤ |σℓ|}と定義する．また，I = ∪L
ℓ=1I

ℓ

とする．

列 πを I の要素を昇順に並べた列とする．明らかに πは

π1 の部分列である．各 ℓ ∈ {1, . . . , L}に対して I ⊂ Iℓ で

あり，列 σℓ は Iℓ の要素からなる昇順列または降順列であ

るから，σℓ は πまたは πR の部分列である．

変数集合を Y = {xi | i ∈ I}とし，変数集合 X\Y を台

としたすべての部分割り当てを行う．すべての部分割り当

て aに対して，部分分岐プログラム B|aが充足可能かどう
かを判定する．B|a が充足可能となる部分割り当て aが存

在すれば，B も充足可能である．また，すべての部分割り

当てにおいて B|a が充足不可能であれば B も充足不可能

である．

部分分岐プログラム B|a は π 及び πR に従う (L + 1)-

IBDD と考えることができる．補題 7 より B|a に対
する充足可能性問題は O(poly(n) · (cn/L)2L+2) 時間，

O(poly(n) · (cn/L)L+1) 領域で解ける．定理 3 より各

ℓ ∈ {1, . . . , L}に対して，|Iℓ| ≥
√
n/Lである．よって |I| =∑L

ℓ=1 |Iℓ| ≥
√
Ln．つまり，|X\Y |は n−

√
Ln以下となり，

部分割り当て aのパターン数は高々 2n−
√
Ln である．以上

から全体の計算時間は高々 poly(n) · (cn/L)2L+2 · 2n−
√
Ln

となる．

以下では定理を満たすためのパラメータ Lを与える．新

たなパラメータ δ を用いて L = δn (0 < δ < 1)とすると，

(cn/L)2L+1 · 2n−
√
Ln = (c/δ)2δn+1 · 2(1−

√
δ)n

= (c/δ) · 2(1−
√
δ+2δ log (c/δ))n(1)

である．µ(c) =
√
δ− 2δ log (c/δ)とすると，log δ+ 1

2
√
δ
>

log cを満たす定数 δを選択すれば，µ(c)は正の定数となる．

f(δ) = log δ + 1
2
√
δ
とすると，

d

dδ
f(δ) =

log e

δ
− 1

4δ
3
2

=
1

δ
3
2

(
log e

√
δ − 1

4

)
となる．eは自然対数の底である．0 < δ < 1/4 log2 eなる

定数 δに対して，

d

dδ
f(δ) < −2 log3 e

となる．よって，δを十分小さくとれば f(δ)を十分大きく

とることができ µ(c) > 0を満たす．

また，δ = 1
16 log2 c

とおくと，十分大きな cについて，

µ(c) =
1

8 log c
− log log c+ 2

4 log2 c
= Ω(1/ log c) (2)

となる．(c ≥ 216 ならば µ(c) > 0を満たす．) 全体の計算

時間は高々 poly(n) · 2(1−µ(c))nとなり，2nより指数的に高

速である．

このとき，計算領域は

O
(
poly(n) · (m/L)L+1

)
= O

(
poly(n) · (16c log2 c)

n
16 log2 c

)
= O

(
poly(n) · 2O(n/ log c)

)

となる．

Algorithm 2のアイデアを拡張することにより，入力が
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線形サイズである k-IBDD SAT が 2n 時間より指数的に

高速に解くことができることを示す．k-IBDD SATを解

く決定性アルゴリズムは Algorithm 3である．また，Al-

gorithm 3で使用されるサブルーチン Extraction(π, I)を

Algorithm 4で与える．Extraction(π, I)は列 π と集合 I

を引数とし，集合 I の要素のみからなる πの最長部分列 π′

を出力する．

Algorithm 3 k-IBDD SAT(B, L)

Require: 順列 π1, . . . , πk に従う k-IBDD B = (G,ϕV , ϕE)，
ただし，π1 = (1, . . . , n)，整数 L

Ensure: B が充足可能であれば “Yes”，そうでなければ “No”．
1: I1 := {1, 2, . . . , n}
2: for all h = 2, . . . , k do

3: π′
h :=Extraction(πh, Ih−1)

4: for all ℓ ∈ {1, . . . , L} do

5: πℓ
h := (π′

h(⌈|Ih−1|/L⌉(ℓ− 1) + 1), . . . , π′
h(⌈|Ih−1|/L⌉ℓ))

{ 列 π′
h を L 分割 }

6: πℓ
h の最長増加部分列 σℓ

h,inc，最長減少部分列 σℓ
h,dec を計算

7: if |σℓ
h,inc| ≥ |σℓ

h,dec| then
8: σℓ

h := σℓ
h,inc

9: else

10: σℓ
h := σℓ

h,dec

11: end if

12: Iℓh := {σh(j) | 1 ≤ j ≤ |σh|}
13: end for

14: Ih := ∪ℓ∈{1,...,L}I
ℓ
h

15: end for

16: π := sort(Ik) {Ik の要素の昇順列 }
17: Y := {xi | i ∈ Ik}
18: for all a ∈ {0, 1, ∗}n，ただし S(a) = X\Y do

19: if (π, πR)-k-IBDD SAT(B|a) = “Yes” then

20: return “Yes”

21: end if

22: end for

23: return “No”

Algorithm 4 Extraction(π, I)

Require: 列 π, 集合 I

Ensure: I の要素からなる順列 π の部分列 π′

1: j = 1

2: for i = 1, . . . , |π| do
3: if π(i) ∈ I then

4: π′(j) := π(i)

5: j := j + 1

6: end if

7: end for

8: return π′

定理 9 (再掲：定理 2). 任意の定数 c > 0に対して，µ(c) > 0

を満たす関数 µ(c)が存在して，n変数，m = cnノードの

k-IBDD SATを poly(n) · 2(1−µ(c))n 時間，poly(n) · 2ν(c)n

領域で解く決定性アルゴリズムが存在する．ただし，

ν(c) = O
(

1

(log c)2k−1−1

)
であり，poly(n)は nの多項式を表

す．また，十分大きな cについて µ(c) = Ω
(

1

(log c)2k−1−1

)

である．

Proof. 入力の k-IBDDをBとし，順列 π1, π2, . . . , πkに従

うとする．まず，一般性を失うことなく π1 = (1, 2, . . . , n)

としてよい．以下ではアルゴリズムの概要を述べる．

π2 を L2 分割し，π1
2 , . . . , π

L
2 とする．つまり，各

ℓ ∈ {1, . . . , L) に対して πℓ
2 := (π2(⌈n/L⌉(ℓ − 1) +

1), . . . , π2(⌈n/L⌉ℓ)) とする．列 πℓ
2 の最長増加部分列を

σℓ
2,inc，最長減少部分列を σℓ

2,dec とする．このうち長いほ

うを σℓ
2 とし，その長さを |σℓ

2|とする．Iℓ2 := {σℓ
2(i) | 1 ≤

i ≤ |σℓ
2|}とし，I2 := ∪L2

ℓ=1I
ℓ
2 とする．

次に，Extraction(π3, I2)により I2の要素のみを用いた π3

の部分列を π′
3を得る．π

′
3を L分割し，π1

3 , . . . , π
L
3 とする．

ここで各 ℓ ∈ {1, . . . , L) に対して πℓ
3 := (π′

3(⌈|I2|/L⌉(ℓ −
1) + 1), . . . , π′

3(⌈|I2|/L⌉ℓ))とする．π′ℓ
3 の最長増加 b部分

列を σℓ
3,inc，最長減少部分列を σℓ

3,dec とする．このうち長

いほうを σℓ
3 とし，その長さを |σℓ

3|とする．Iℓ3 := {σℓ
3(i) |

1 ≤ i ≤ |σℓ
3|}とし，I3 := ∪L3

ℓ=1I
ℓ
3 とする．

同様に各 h (2 ≤ h ≤ k)に対して，Extraction(πh, Ih−1)

により Ih−1 の要素のみを用いた πh の部分列を π′
h を

得る．π′
h を L 分割し，π1

h, . . . , π
L
h とする．ここで各

ℓ ∈ {1, . . . , L) に対して πℓ
h := (π′

h(⌈|Ih−1|/L⌉(ℓ − 1) +

1), . . . , π′
h(⌈|Ih−1|/L⌉ℓ))とする．π′ℓ

h の最長増加部分列を

σℓ
h,inc，最長減少部分列を σℓ

h,dec とする．このうち長いほ

うを σℓ
h とし，その長さを |σℓ

h|とする．Iℓh := {σℓ
h(i) | 1 ≤

i ≤ |σℓ
h|}とし，Ih := ∪Lh

ℓ=1I
ℓ
h とする．

変数集合を Y = {xi | i ∈ Ik}とし，変数集合X\Y を台
としたすべての部分割り当てを行う．各部分割り当て aに

ついて，B|a が充足可能かどうかを判定する．B|a が充足
可能となる部分割り当て aが存在すれば，B も充足可能で

ある．また，すべての部分割り当てにおいて B|a が充足不
可能であれば B も充足不可能である．

列 π を Ik の要素を昇順に並べた列とする．明らかに π

は π1の部分列である．各 h ∈ {2, . . . , k}, ℓ ∈ {1, . . . , L}に
対して分割されたレイヤーをそれぞれ第 h-ℓレイヤーと呼

ぶことにする．Ik ⊆ Iℓh と σℓ
i が昇順列または降順列であ

ることから，B|a の第 h-ℓレイヤーは列 π または列 πR に

従う．よって部分分岐プログラム B|a は πまたは πR に従

う ((k − 1)L + 1)-IBDDである．補題 7より B|a に対す
る充足可能性問題は poly(n) · (cn/(k − 1)L)2(k−1)L 時間，

poly(n) · (cn/(k − 1)L)(k−1)L 領域で解ける．

よって，全体の計算時間は高々 poly(n) · (cn/(k −
1)L)2(k−1)L · 2n−|Ik| である．また，計算領域は poly(n) ·
(cn/(k − 1)L)(k−1)L である．

定理 8 の証明と同様に |I2| =
∑L

ℓ=1 |Iℓ2| ≥
√
Ln であ

る．また同様にして，すべての 2 ≤ h ≤ k に対して

|Iℓh| ≥
√

|Ih−1|/Lを満たし，|Ih| =
∑L

ℓ=1 |Iℓh| ≥
√
L|Ih−1|

である．よって，帰納的に
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|Ik| ≥ L1− 1

2k−1 × n
1

2k−1

となる．

ここで，L = δn (0 < δ < 1)とすると，(
cn

(k − 1)L

)2(k−1)L

· 2n−|Ik|

≤
(

c

(k − 1)δ

)2(k−1)δn

· 2

(
1−δ

1− 1
2k−1

)
n

≤ 2

(
1−δ

1− 1
2k−1 +2(k−1)δ log c

(k−1)δ

)
n

(3)

である．

µ(c) = δ1−
1

2k−1 − 2(k − 1)δ log
c

(k − 1)δ

とすると，

log ((k − 1)δ) +
1

2(k − 1) · δ
1

2k−1

> log c

を満たす定数 δ を選択すれば，µ(c) は正の定数となる．

f(δ) = log ((k − 1)δ) + 1

2(k−1)·δ
1

2k−1
とすると，

d

dδ
f(δ) =

log e

δ
− 1

2k(k − 1) · δ1+
1

2k−1

=
1

δ1+
1

2k−1

(
log e · δ

1

2k−1 − 1

2k(k − 1)

)
(4)

となる．e は自然対数の底である．0 < δ < (1/2k(k −
1) log e)2

k−1

なる δ に対して d
dδ f(δ) < 0であり，δ を十分

小さくとれば f(δ)を十分大きくなり µ(c) > 0を満たす．

また，δ = 1

β·(log c)2k−1 とおくと，

µ(c) =
(β

1

2k−1 − 2(k − 1))

β · (log c)2k−1−1

+
2(k − 1)

β
·
log k−1

β − 2k−1 log log c

(log c)2k−1 (5)

となる．β > (2(k − 1))
2k−1

を満たす β を選択することに

より，十分大きな cについて，µ(c) = Ω
(

1

(log c)2k−1−1

)
と

なる．このとき，計算領域は poly(n) · 2ν(c)n となる．ただ
し，ν(c) = O

(
1

(log c)2k−1

)
である．

以上から定理は示された．
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