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パリティハミルトン閉路問題

西山 宏1 小林 佑輔2 山内 由紀子1 来嶋 秀治1 山下 雅史1

概要：本論文では，ハミルトン閉路 (HC) 問題に対し，パリティハミルトン閉路 (PHC) 問題 を導入す

る．PHCはグラフの全ての頂点を奇数回訪問する巡回路であり，PHC問題はグラフに PHCが存在するか

を判定する問題である．本論文では，辺の通過回数の上限を zとしたとき，PHC問題は z ≥ 4で P，z ≤ 3

で NP-完全となることを示す．一方，z = 3のとき，4-辺連結グラフに対して PHC問題は P であり，2-

辺連結グラフに対しては NP-完全である．そこで 2-辺連結グラフに対する詳細な考察を行い，C≥5-free

グラフ，P6-freeグラフに対して z = 3の場合に PHC問題が P に属すことを示す．これらのグラフクラ
スに対し，HC問題は NP-完全である．PHC問題は，NP-完全問題である HC問題と P である T -join

との間の関係を見るための新しいアプローチとなり得る．これが本問題を導入する動機である．

キーワード：ハミルトン閉路問題，T -join，グラフファクター

1. はじめに

ハミルトン閉路 (HC) 問題はよく知られた NP-完全問
題である．本論文では，HC問題の制約を緩めた問題とし

て，パリティハミルトン閉路 (PHC) 問題を調査する．

PHCはグラフの全ての頂点を奇数回訪問する巡回路であ

り，PHC問題はグラフに PHCが存在するかを判定する問

題である．HCと異なり，PHCは同じ辺を 2度以上通過す

ることが許される点に注意する．全ての頂点を偶数回訪問

する巡回路の存在性は明らかである（全域木を構成し，探

索を 2回行えばよい）．

Brighamら [3]は PHC問題に非常によく似た問題を議

論しており，任意のグラフに対して全頂点を奇数回訪問す

る歩道を，深さ優先探索を用いて構成する線形時間アルゴ

リズムを提案した．*1我々の知る限り，PHC問題に関連し

た結果は [3]の他にはない．

PHC問題はHCの制約を緩和した問題であり，NP-完全
問題である HC問題と多項式時間で計算可能である T -join

（ある種のマッチングの一般化） との間の関係を考察する

新しいアプローチとなり得ると考えられる．これが本問題

を導入する動機である．巡回セールスマン問題 (TSP) と

マッチング，あるいは even factorとの関係については，先
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*1 Brigham らの問題では歩道として始点と終点が異なるものを許
しており，我々の問題とは少し異なっている．

表 1 PHC 問題の時間計算量．

辺の通過回数の上限 z 計算量

z ≥ 4 P (定理 3.1)

z = 3 NP-完全 (定理 3.6) ⇒ 表 2

z = 2 NP-完全 (定理 3.5)

z = 1 NP-完全 (定理 3.4)

行研究がある (e.g., [1], [12])．

本論文でははじめに，各辺を高々 z = 4回まで通過して

よいとき，PHC問題が P に属すことを示す．より正確に
は，グラフ Gが PHCをもつための必要十分条件が，Gが

非二部グラフであるか頂点数が偶数である，となることを

示す．さらに，十分性の証明の中で，PHCを構成するため

の T -joinを用いた線形時間アルゴリズムを与える．一方，

z = 1, 2, 3に対しては，PHC問題が NP-完全となること
を示す．*2

z = 3の場合を見ると，PHC問題は 2-辺連結グラフに対

してNP-完全となる一方で，4-辺連結グラフに対しては P
となる．3-辺連結グラフに対する時間計算量はわかってい

ない（表 2）．

そこで我々は 3-辺連結グラフに対する z = 3の PHC問

題に注目し，これに対する深い考察を与える．その考察の

中で，万能性の概念を導入する．万能性はグラフがPHCを

もつための 1つの十分条件である．万能性に似た概念とし

て，Catlin [4]が導入した collapsibleの概念がある．Catlin

*2 これらの結果の間には，因果関係がないことに注意する．例えば，

z = 3の PHC問題が NP-完全であることは，z = 2の PHC問
題が NP-完全であることとは無関係である．
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図 1 C≥5-free グラフ， P6-free グラフは万能である．C≥6-free グ

ラフと C≥7-freeグラフも万能であると思われるが，C≥8-free

グラフ， P7-free グラフは万能ではなさそうである．

は全域 Euler部分グラフを調べる意味で，この概念を導入

している．万能性は，collapsible の一般化に相当する．

本論文ではグラフが万能であるためのいくつかの必要条

件，十分条件を与え，それを用いていくつかのグラフクラ

スに属すグラフが万能であることを示す．はじめに，2-辺

連結弦グラフ（C≥4-free*
3，すなわち長さ 4以上の閉路を

誘導部分グラフにもたないグラフである．記法は 2節を参

照）が万能であることを示す．二部グラフは万能とならな

いため，二部グラフに対しても万能性に対応する概念であ

る二部万能性を定義し，2-辺連結弦二部グラフが二部万能

であることを示す．さらに，2-辺連結 cograph (P4-free)，

2-辺連結 C≥5-freeグラフが万能であることを示す．万能で

ないグラフも存在し，例えば C5 は反例の 1つである．一

方，C5を除く 2-辺連結 P6-freeグラフは万能である（図 1）．

結果として，2-辺連結 C≥5-freeまたは P6-freeグラフGに

対しては，辺を高々 3回までしか使わない PHCが存在す

るための必要十分条件がGが非二部グラフであるか，Gが

奇閉路をもつことであることが示せる．これに対し，HC

問題は C≥4-freeグラフ，P5-freeグラフにおいてNP-完全
である．

本論文の構成は次の通りである．2節では，記法と PHC

問題の定義を行う．3節では，z の値を変化させたときの

PHC問題の時間計算量について考察する．4節では，z = 3

の PHC問題について議論する．

表 2 z = 3 の PHC 問題の時間計算量．

辺連結度 計算量 詳細な解析

4-辺連結 P (定理 4.1)

3-辺連結 未解決 図 1

2-辺連結 NP-完全 (定理 3.6) (4 節)

1-辺連結 NP-完全 2-辺連結の場合に帰着

(2-辺連結の場合から) (命題 4.12, 4.13)

*3 通常，C≥ℓ ではなく “Cn+ℓ”と書くことが多い．

2. 準備

2.1 記法と定義

頂点集合 V と辺集合 E から成る連結無向グラフを

G = (V,E)とする．V,Eをそれぞれ V (G), E(G)と書くこ

とがある．グラフH が V (H) ⊆ V (G)かつ E(H) ⊆ E(G)

を満たすとき，H は Gの部分グラフであるという．特に

V (H) = V (G)であるとき，H はGのファクターであると

いう．

Gの頂点 v に対して，NG(v), δG(v) をそれぞれ v の隣

接頂点の集合，接続辺の集合とする．考えているグラフ G

が明らかである場合，単に N(v), δ(v)と書くことがある．

dG(v) = |δG(v)|を Gにおける v の次数と呼び，混乱がな

ければ単に d(v)と書く．Gと S ⊆ V に対し，Gから S に

属す頂点とその接続辺を全て取り除いてできるグラフを

G− S と書く．同様に，Gと F ⊆ E に対し，Gから F に

属す辺を全て取り除いてできるグラフを G− F と書く．

Cl(Pl)を l 頂点から成る閉路 (パス) とする．グラフ G

が Pl を誘導部分グラフにもたないとき，Gを Pl-free で

あるという．P4-freeグラフのクラスは，cographのクラ

スと等価であることが知られている．同様に，Gが Cl を

誘導部分グラフにもたないとき，Gを Cl-free であるとい

う．Gが任意のm ≥ lに対して Cm-freeであるとき，Gを

C≥l-freeであるという．C≥4-freeグラフのクラスは，弦グ

ラフのクラスと等価であることが知られている．

T -join G = (V,E)に対し，T ⊆ V が |T | = 偶数 を満た
すとする．V と J ⊆ E から成るグラフをK = (V, J)とお

き，任意の v ∈ V に対して

dK(v) ≡

{
1 if v ∈ T,

0 if v /∈ T
(mod 2) (1)

が成り立つとき，J を Gの T -joinと呼ぶ [11]．任意の G

と T に対して，T -joinは O(|V | + |E|)時間で構成できる
ことが知られている (cf. [7])．

2.2 パリティハミルトン閉路

グラフ G の歩道は，頂点と辺の系列 v0e1v1 . . . eℓvℓ で

ある．ただし ei(1 ≤ i ≤ ℓ) は vi−1 と vi 間の辺である．

v0 = vℓ であるとき，歩道は閉じているといい，閉じた歩

道を巡回路と呼ぶ．巡回路に全ての頂点が少なくとも 1度

現れるとき，巡回路は全域であるという．Gのパリティハ

ミルトン閉路 (PHC) は，始点 v0 を無視したとき，全ての

頂点が奇数回現れるような巡回路である．閉じた歩道にお

いて，辺 eの現れる回数を xe とし，頂点 vの訪問数を

visit(v) =
1

2

∑
e∈δ(v)

xe (2)

で定める．すなわち，パリティハミルトン閉路は，全ての
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頂点 vに対して visit(v) ≡ 1 (mod 2) が成り立つような巡

回路である．

パリティハミルトン閉路では，同一の辺 e を 2 回以上

通ってよい．各辺を高々 z回しか通らないようなパリティ

ハミルトン閉路を PHCz と表記する．また，PHCz が入力

グラフに存在するか否かを判定する問題を PHCz 問題と表

記する．

3. PHCzの計算量

3.1 z ≥ 4の場合

この節の目標は，次の定理を示すことである．

定理 3.1. z ≥ 4のとき，PHCz 問題は P に属す．
まず，以下の補題 3.2を示す．Brighamら [3]による証

明も同様の主張を与えるが，ここでは T -joinを用いた別の

証明を行う．

補題 3.2 (cf. [3]). 任意のグラフには，|V | − 1 個以上の頂

点を奇数回訪問し，かつ各辺を高々 4回しか通らない全域

巡回路が存在する．

証明. T ⊆ V を，|V |が偶数ならば T = V，|V |が奇数な
らば適当な頂点 vを選び T = V \ {v}と定める．T -join J

を構成し，xe を

xe ←

{
2 if e ∈ J,

4 if e /∈ J

とする．このとき，(xe)e∈E が定める巡回路は全域巡回路

であり，かつ明らかに |V | − 1個以上の頂点を奇数回訪問

する．

定理 3.3. z ≥ 4のとき，グラフG = (V,E)が PHCz をも

つための必要十分条件は，|V |が偶数である，または Gが

奇閉路をもつことである．

証明. 十分性 |V | が偶数のときは，補題 3.2 から G は

PHCをもつ．

|V |が奇数かつ Gが奇閉路をもつとする．構成的証明を

与える．奇閉路を C とし，T = V \ V (C)に対し T -join J

を構成する．xe の値を

xe ←


1 if e /∈ J and e ∈ E(C),

2 if e ∈ J and e /∈ E(C),

3 if e ∈ J and e ∈ E(C),

4 if e /∈ J and e /∈ E(C)

とすると，(xe)e∈E は全域巡回路であり，全ての頂点を奇

数回訪問する．

必要性 G = (U, V ;E)を奇数頂点の二部グラフとする．

Gが PHCをもつと仮定する．PHCでは任意の v ∈ U ∪ V
に対して visit(v) ≡ 1 (mod 2)であるから，

∑
v∈U∪V

visit(v) ≡
∑

v∈U∪V

1

≡ |U ∪ V | ≡ 1 (mod 2).

(3)

一方，Gは二部グラフであるから，任意の巡回路は∑
u∈U

visit(u) =
∑
v∈V

visit(v) (4)

を満たす．(4) より∑
v∈U∪V

visit(v) =
∑
v∈U

visit(v) +
∑
v∈V

visit(v)

= 2
∑
v∈U

visit(v) ≡ 0 (mod 2)
(5)

となり，これは (3) に矛盾する．したがって，Gは PHC

をもたない．

定理 3.1 は，定理 3.3 から直ちに得られる．さらに定

理 3.3 の証明は，グラフに PHC4を構成する線形時間アル

ゴリズムも与えている．

3.2 z = 1, 2, 3の場合

前節では，z ≥ 4のとき PHCz 問題が P に属すことを示
した．この節では，z = 1, 2, 3のとき PHCz 問題がNP-完
全となることを示す．ここで，定理 3.4， 3.5， 3.6は互い

に独立であり，必要条件，十分条件の関係はない．

定理 3.4. PHC1 問題は NP-完全である．

証明. HC問題は 3-辺連結 3正則平面的グラフにおいて

NP-完全であることが知られている [5]．このグラフクラ

スにおいて PHC1 問題は HC問題と等価である．

定理 3.5. PHC2問題は 2-辺連結グラフにおいてNP-完全
である．

証明. 3正則グラフにおける HC問題からの還元を行う．

Gを HC問題の入力グラフとする．PHC2 問題の入力グラ

フ H を以下のように構成する（図 2）．

• 各辺 e = {v, u} ∈ E(G)を長さ 3のパスに分割する．

すなわち，eを 2つの頂点 ve, ue と 3つの辺 {v, ve},
{ve, ue}, {ue, u}で置き換える．

• 各頂点 v ∈ V (G)に長さ 4の閉路を付け加える．すな

わち，3つの頂点 wv1, wv2, wv3 と 4つの辺 {v, wv1},
{wv1, wv2}, {wv2, wv3}, {wv3, v}を追加する．
簡潔のため，V をもとの頂点集合（すなわち V = V (G)），

Vs を辺の分割によって追加された頂点 ue, ve の集合，Vc

を閉路の付加によって追加された頂点 wv1, wv2, wv3 の集

合とする．すなわち，V (H) = V ∪ Vs ∪ Vc である．以下，

Gが HCをもつことと H が PHC2 をもつことが等価であ

ることを示す．

G に HC が存在するならば，H は PHC2 をもつこと

を示す．G の HC を C ⊆ E(G) とおく．H において，
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図 2 定理 3.5 の還元に用いるガジェット．

e ∈ E(C) に対して x{v,ve} = x{ve,ue} = x{ue,u} = 1，

e /∈ E(C) に対して x{v,ve} = x{ue,u} = 2，x{ve,ue} = 0

とする．また，各 v ∈ V (G)に付加された閉路に対して，

x{v,wv1} = x{wv1,wv2} = x{wv2,wv3} = x{wv3,v} = 1とする

（図 3）．C は Gでの HCであり，また各 v′ ∈ V (H)に対

して
∑

e′∈δH(v′) xe′ = 偶数であるから，xは H 上の巡回

路となる．

また，Vs ∪ Vc の頂点の訪問数は 1，V の頂点の訪問数

は 3であるから，H の全ての頂点の訪問数が奇数であるこ

とも容易に確かめられる．したがって，xは H における

PHC2 になっている．

次に，H が PHC2 をもつならば，G が HC をもつこ

とを示す．まず，H の PHC2 において Vs ∪ Vc の訪問数

は 1 である．なぜなら，各辺は 2 回までしか通過でき

ず，かつ v′ ∈ Vs ∪ Vc に対して dH(v′) = 2 だからであ

る．よって，分割された辺 {v, ve}, {ve, ue}, {ue, u}に対し
て，(x{v,ve}, x{ve,ue}, x{ue,u}) の値の組の候補は (1, 1, 1),

(2, 0, 2), (0, 2, 0) の 3 通りのみである．さらに (0, 2, 0) は

PHC2の連結性に反するため，不適である．また，Gは 3正

則グラフであるから，各 v ∈ V の次数は 5である．vの接続

辺のうち，{v, wv1}, {v, wv3}でないものを a, b, c ∈ E(H)

とおくと，PHC2における xa, xb, xc, x{v,wv1}, x{v,wv3}の

値は

xa + xb + xc + x{v,wv1} + x{v,wv3} ≡ 2 (mod 4)

を満たす（visit(v) = 奇数 より）．いま，x{v,wv1} =

x{v,wv3} = 1であるから，

xa + xb + xc ≡ 0 (mod 4)

が成立する．各 xa, xb, xc の値は高々 2であり，かつどれ

も 0ではない．したがって，xa, xb, xc のうち 2つの値は

1，残りの 1つの値は 2である．すなわち，v に接続する

3つのパスに割り当てられた値は，2つが (1, 1, 1)，1つが

(2, 0, 2)となっている．

H における PHC2で (1, 1, 1)が割り当てられたパスに対

応する Gの辺の集合を C ′ ⊂ E(G)とおく．PHC2 の連結

性から，C ′ は Gの HCとなっている．

図 3 v の周りの PHC2．

PHC3 の NP-完全性も同様に証明できる（定理 3.6）．

定理 3.6. PHC3問題は 2-辺連結グラフにおいてNP-完全
である．

4. PHC3問題の様々なグラフクラスにおける

計算量

この節では，PHC3 問題について深く考察を行う．はじ

めに，4-辺連結グラフにおける PHC3問題が P に属すこと
を以下の節に示す．

4.1 4-辺連結グラフ

定理 4.1. 全ての 4-辺連結グラフは PHC3 をもつ．また，

PHC3 は多項式時間で構成できる．

定理 4.1 の証明には，次の定理を用いる．

定理 4.2 ([6], [9]). 全ての 4-辺連結グラフは 2つの辺素な

全域木をもつ．

定理 4.1の証明. G = (V,E) を 4-辺連結グラフとする．

もし |V |が奇数かつ Gが二部グラフだった場合，定理 3.3

から Gは PHCをもたない．したがって，|V |は偶数また
は Gは奇閉路をもつと仮定する．以下，定理 4.2を用い

て，Gに PHC3 を構成する．

T, T ′ を Gの辺素な全域木とする．*4まず，∀e ∈ E(T )に

対して xe ← 2とし，Gの全域巡回路を得る．S を訪問数

が偶数である頂点の集合とする．

|V |が偶数，すなわち |S|が偶数のときは，T ′上に S-join

J を構成し，∀e ∈ J に対して xe ← 2とする．このとき，

得られた巡回路は Gの PHC3 となっている．

|V |が奇数，すなわち |S|が奇数のときを考える．仮定よ
り，Gは奇閉路C ⊆ Eをもつ．∀e ∈ Cに対し xe ← xe+1

*4 2 つの辺素な全域木は多項式時間で求めることができる [11]．
（e.g. O(|E|2), Roskind, Tarjan [10]）
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とし，改めて S を計算すると，|S|は偶数となる．T ′ 上に

S-join J を構成し，∀e ∈ J に対して xe ← xe + 2とする．

各 xeの値は C で高々 1，T または T ′で高々 2増加するか

ら，全体では高々 3である．したがって，得られた巡回路

は Gの PHC3 となっている．

証明は PHC3を構成する多項式時間アルゴリズムも与え

ている．したがって，4-辺連結グラフに対する PHC3 問題

は P に属す．一方，定理 3.6で示したように，2-辺連結グ

ラフにおける PHC3 問題は NP-完全である．3-辺連結グ

ラフにおける時間計算量は，未解決である．

以下の節では，3-辺連結（実際には 2-辺連結）グラフに

おける PHC3 問題への 1つのアプローチを示す．

4.2 準備：mod-4 万能性

この節では，2-辺連結グラフにおける PHC3 問題を調査

するための準備として，modulo factorと万能性の概念

を導入する．

まずアイディアについて述べる．PHC を多重有向グラ

フとして表現したとき（図 4，左），全ての頂点 v ∈ V の

入次数と出次数は 2mv − 1 (mv ∈ Z>0) となる．有向グ

ラフの各辺の向きを無視して得られる無向グラフを H と

すると dH(v) = 4mv − 2 ，すなわち dH(v) ≡ 2 (mod 4)

となる（図 4，右）．すると，各辺 e ∈ E に対して変数

xe ∈ {0, 1, 2, 3} を定めたとき，PHC3はすべての v ∈ V に

対して
∑

e∈δ(v) xe ≡ 2 (mod 4) が満たされるようなベク

トル (xe)e∈E として表現することができる．

図 4 PHC の有向グラフと無向グラフによる表現．

左図は PHCの有向グラフによる表現，右図は左図のグラフの辺の向

きを無視して得られる無向グラフである．各頂点に付随している数字

は，左図では訪問数，右図では mod 4 での次数である．

整数 dと関数 f : V → {0, 1, . . . , d − 1}に対し，全ての
v ∈ V に対して ∑

e∈δ(v)

xe ≡ f(v) (mod d) (6)

を満たすベクトル (xe)e∈E を mod-d f-factor と呼ぶ．

mod-d f -factor が連結であるとは，xe = 0 (∀e ∈ C) と

なる辺カット C ⊆ E が存在しないことをいう．例えば，

f(v) = 2 (∀v ∈ V )のとき，連結かつ xe ≤ 3 (∀e ∈ E)を満

たす mod-4 f -factorは PHC3 である．

以下，d = 4として考える．

グラフGに対し，関数 f : V → {0, 1, 2, 3}は d|V | = 4|V |

個存在する．このうち，mod-4 f -factorが作れるような f

は，
∑

v∈V f(v)が偶数になるものだけである．

定義 4.3 (3 重グラフでの mod-4 万能性). G = (V,E)

をグラフとし，F を関数 f : V → {0, 1, 2, 3} のうち∑
v∈V f(v) ≡ 0 (mod 2)を満たすものの集合とする．Gが

全ての f ∈ F に対して xe ≤ 3, ∀e ∈ E を満たすような連

結 mod-4 f -factor をもつとき，Gは 3重グラフでmod-4

万能であるという．

明らかに，Gが 3重グラフで mod-4 万能であれば Gは

PHC3 をもつ．一方，任意の二部グラフは 3 重グラフで

mod-4 万能にならない．そのため，万能性の概念を二部グ

ラフに拡張し，二部万能性を定義する．

定義 4.4 (3 重グラフでの mod-4 二部万能性). G =

(U, V ;E) を二部グラフとし，F を関数 f : U ∪ V →
{0, 1, 2, 3} のうち

∑
v∈U f(v) ≡

∑
v∈V f(v) (mod 4) を

満たすものの集合とする．G が全ての f ∈ F に対して
xe ≤ 3, ∀e ∈ E を満たすような連結 mod-4 f -factor をも

つとき，Gは 3重グラフでmod-4 二部万能であるという．

非二部グラフのときと同様，Gが 3重グラフでmod-4 二

部万能ならば，Gは PHC3 をもつ．

C5 は 3重グラフで万能でないが，C5 は PHC3 をもつ．

図 5 万能性に対する反例．

各頂点に添えられた数字は f の値である．この f に対して，C5 は連

結かつ xe ≤ 3, ∀e ∈ E を満たす mod-4 f -factor をもたない．

4.3 2-辺連結グラフに対するmod-4 万能性

この節では，2-辺連結グラフにおけるmod-4 万能性に対

する結果を述べる．まず，以下の 2つの有用な補題を示す．

補題 4.5. 2-辺連結グラフ Gが 3重グラフで mod-4 万能

であるとする．G′ を Gに長さ 7以下の耳を付加してでき

るグラフとする．このとき，G′ は 3重グラフで mod-4 万

能である．

補題 4.6. G をグラフとする．G の任意の辺カット

C ⊆ E(G) に対し，C ∩ E(H) ̸= ∅ かつ 3 重グラフで

mod-4 万能（または二部万能）な Gの部分グラフH が存

在するとき，Gは 3重グラフで mod-4 万能（または二部

万能）である．
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補題 4.5， 4.6を用いると，以下の補題を示すことがで

きる．

定理 4.7. 2-辺連結弦グラフは 3重グラフでmod-4 万能で

ある．

定理 4.8. 2-辺連結弦二部グラフは 3重グラフでmod-4 二

部万能である．

定理 4.9. 2-辺連結 cograph は 3 重グラフで mod-4 万能

（または二部万能）である．

定理 4.10. G( ̸= C5)を P6-free または C≥5-free グラフと

する．このとき，Gは 3重グラフで mod-4 万能（または

二部万能）である．

4.4 橋をもつグラフの mod-4 万能性

この節では橋をもつグラフについて考える．

定理 4.11. グラフ G = (V,E)に対し，B ⊆ E を橋の集

合，S ⊆ V を G−Bにおける孤立点の集合とする．S = ∅
かつ G − B の全ての 2-辺連結な連結成分が 3重グラフで

mod-4 万能であるとき，Gは 3重グラフで mod-4 万能で

ある．

証明. C1, . . . , ClをG−Bの連結成分とし，H を各 Ciを

縮約して得られるグラフとする．C1, . . . , Cl に対応するH

の頂点を u1, . . . , ulとする．各Ciに対し，si =
∑

v∈Ci
f(v)

の値を計算し，T ⊆ V (H)を T = {ui | si ≡ 1 (mod 2)}
とおく．J をH 上の T -joinとする．各 e ∈ Bに対して xe

を

xe =

{
1 if e ∈ J,

2 if e /∈ J

とし，各 v ∈ V (G)に対して

f ′(v) =

f(v)−
∑

e∈δ(v)

xe

 mod 4

と定める．仮定より各 Ci は 3重グラフでmod-4 万能であ

るから，Ciは xe ≤ 3 ,∀e ∈ E を満たすmod-4 f ′-factorを

もつ．xe (e ∈ B)と C ′
i に対する mod-4 f ′-factorを統合

することで，Gにおけるmod-4 f -factor (xe ≤ 3 ,∀e ∈ E)

を得ることができる．

以下の命題は，S ̸= ∅のとき Gが PHC3 をもつための

それぞれ必要条件と十分条件を与える．

命題 4.12. グラフ G = (V,E)に対し，B ⊆ E を橋の集

合，S ⊆ V を G− B における孤立点の集合とする．Gが

PHC3 をもつならば，全ての v ∈ S に対して dG(v)は奇数

である．

命題 4.13. グラフ G = (V,E)に対し，B ⊆ E を橋の集

合，S ⊆ V を G − B における孤立点の集合とする．全て

の v ∈ S に対して dG(v)が奇数であり，かつ G − B の全

ての 2-辺連結な連結成分が 3重グラフで mod-4 万能であ

るとき，Gは PHC3 をもつ．

定理 4.11と補題 4.12，4.13から，橋をもつグラフに対

する PHC3問題は，2-辺連結グラフにおける PHC3問題に

帰着できる．

5. おわりに

本論文ではパリティハミルトン閉路問題を導入し，z ≥ 4

のとき P であり z ≤ 3のとき NP-完全であることを示し
た．また，z = 3のとき，2-辺連結グラフのいくつかのク

ラスに対して問題が P に属すことを示した．
今後の課題としては，PHC 問題と HC，T -join，even

factor，extended complexity，jump system等との関係の

調査が挙げられる．また，有向グラフ上の PHC問題，重

み付きグラフの重み最小 PHCを求める厳密アルゴリズム

の設計，なども行っていきたい．
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