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1 はじめに

本稿では，GPUなど並列計算環境におけるドロー

ネ三角形分割の効率的な計算アルゴリズムについて考

える．ドローネ三角形分割はユークリッド距離による

ボロノイ図の双対図形である．ボロノイ図は平面上に

与えられた n点（母点）によって平面上の各点が母点

に一番近いかで領域分割したものであり，ドローネ三

角形分割は，接した 2領域に対応する 2母点間に辺を

付け加えたグラフ構造のことである（図 1参照）．ボ

ロノイ図やドローネ三角形分割は，地理情報システム

をはじめ色々な分野に応用することができる．

ボロノイ図およびドローネ三角形分割を計算するた

めのアルゴリズムは多く研究されており，n個の母点

のボロノイ図を計算するのにO(n log n)の計算量で計

算することができる [1]．ここで考えるユークリッド距

離ばかりでなくもっと一般的な距離に関するボロノイ

図をGPUを用いて計算する方法として，Hoffの方法

[2] などが研究されてきた．GPUでは各画素に平面上

の点を割り当て，それぞれの点がどの母点に対応する

領域に含まれるかを並列に計算する．Hoffの方法の改

良版として Rongのアルゴリズム [3] などが知られて

いる．これらのアルゴリズムから得られる情報はあく

まで離散した点に関するボロノイ図であり，この情報

からドローネ図を計算しようとした試みとして [4]が

図 1: ボロノイ図とドローネ三角形分割
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ある．しかし，離散したボロノイ図は領域の隣接情報

としては，完全な情報を含まず，整合性のある隣接情

報を取り出すことが困難である．本稿では，離散ボロ

ノイ図を拡張することにより得られた情報から正確な

ボロノイ図を計算する概略について述べた後，ドロー

ネ三角形を抽出する部分の最適化について述べる．

2 アルゴリズムの概略

ここで考えるアルゴリズムは，前述のとおり，離散ボ

ロノイ図の拡張を計算と，その結果を用いたドローネ

三角形の抽出によって構成される．ここでは前半の計

算の概略を主に示す．基本的な考え方は，現在考えてい

る領域の部分領域にボロノイ領域が入らない母点を削

除していくということである．１つの大きな領域にす

べての母点が入っている状態からスタートして∗，図 2

に示すように順次領域を細分化していく．このとき，そ

れぞれの部分領域からみた母点の順序関係（p1 ≻A p2

ならば，領域Aに p2の領域は入らない）を定義し，そ

れを手がかりに母点の削減を行う．このような処理に

よって，細分化されたそれぞれの領域に，その領域に

ボロノイ領域を作る母点の集合が列挙される．アルゴ

リズムの後半では，この情報から，それぞれの部分領

域に外接円の中心を持つようなドローネ三角形を列挙

する．そのアルゴリズムについては次節で解説する．

図 2: 段階的な短形分割による母点選別の流れ

∗説明では普通の矩形を考えているが，実際には無限に広いユー
クリッド平面を初期領域としなければならず，点の射影変換が必要
となる．
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図 3: 外部点の順序関係

3 比較的少数母点での三角形探索法

区間毎に単純化された問題の探索法について述べる．

それぞれの問題は，入力として区間座標と，その区間

内に領域が存在する可能性を持つ母点をとる．ドロー

ネ三角形の単純な計算法に，母点全ての 3つの組み合

わせに対し計算する方法がある．この方法では，ある

区間内に n個の母点が存在するとき，O(n3) という組

み合わせから，膨大な計算回数を必要とする．そこで，

効率的な計算を行うために，区間内にボロノイ領域を

持たない母点を完全に除外する．これは，区間にボロ

ノイ領域を持たない母点が「区間内に母点が存在しな

い．且つ，区間の枠上にボロノイ領域を持たない」と

いう条件を満たすことを利用する．枠上に存在する全

てのボロノイ領域の列挙については，枠上に複数の探

索点を配置し，隣接した探索点による母点の位相構造

の比較を行うことで，領域が現れる順序関係を含め，

完全に列挙することができる [5]．区間の枠上にボロノ

イ領域をとる母点を外部点，区間内に存在するが外部

点でない点を内部点と分類し，外部点の順序関係より，

ドローネ三角形を探索する方法について述べる．

図 3 では，外部点が {p1, p2, p3, ..., p10}，内部点が
{p11, p12}となっている．このとき，外部点の隣接する
順序関係 (p1, p2), (p2, p3)等は，ボロノイ境界面を示

す．そこで，ボロノイ境界面を持つ母点で必ずドロー

ネ三角形が構成されることを利用し，2点を固定させ，

残り 1点について計算を行う．ただし，ボロノイ境界

面 (p1, p2)に注目した場合，ドローネ三角形要素とな

る可能性を持つものは，外部点の順序関係として前後

に位置する {p3, p10}と内部点 {p11, p12}の 4点であり，

全ての母点に対し探索を行う必要はない．

さらに，(p1, p2, p11)などドローネ三角形要素が発見

された場合の処理として，その探索によって明らかに

なったボロノイ境界面を利用し，外部点と内部点を更

新することで，常に 2点の固定した動作をとる．この

図 4: 探索による外部点更新

場合，外部点順序を {p1, p11, p2, p3, ...}，内部点を p12

と更新する (図 4参照)．探索と外部点，内部点の更新

を同時に行うことで，常に 2点を固定しながら，区間

の外から内へドローネ三角形要素を探索する．

10種類のランダムな 50点の母点に対し，この探索

法を実行することで，平均探索回数が 19600から 428.3

に減少した．また，Python環境で平均実行時間が 0.87

秒から 0.03秒に変化した．今後，母点と区間分割数の

最適値の考察など，並列処理部の考察が必要である．
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