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1 はじめに

囲碁のゲームにおいて，連とは碁盤の線に沿って繋っ

ている同じ色の石の集まりである．ただし，ルールに

よりその中の石の一つが呼吸点と呼ばれる石のない点

(碁盤の線の交点) に隣接していなければならない．通

常の 19路盤の碁盤における連数の最大値が 84である

ことが宮代らにより整数計画ソルバーを使って求めら

れている [3]．この結果は，大規模な組合せ問題の解決

に対しても整数計画ソルバーが有用であることの好例

になっている．なお，連数最大化問題はグラフ理論に

おける n× n 格子グラフに対する最小支配点集合問題

と等価である．

本研究は，宮代らと同様の方針で格子グラフにおけ

る最小支配点集合問題を整数計画ソルバーを使って解

くことを試み，20 × 20 格子グラフの最小支配点数が

92である証拠を得た．使用した整数計画ソルバーは，

SCIP である [1]．

m× n 格子グラフにおける最小支配点集合の大きさ

(支配点数) γm,n は，8 ≦ m ≦ n のとき

γm,n ≦
⌊
(m+ 2)(n+ 2)

5

⌋
− 4 (1)

を満たし，16 ≦ m ≦ n のとき，この上界が γm,n と

一致することが予想されている．既に，Alanko らによ

り m ≦ n ≦ 29 を満たすすべての m,n の組について

γm,n の値が正確に求められている [2]．彼らの結果は，

被支配点の構造に着目した動的計画法に基づいた独自

開発のプログラムによるものである．

2 格子グラフの最小支配点数の上界

正方格子状に平面描画した m×n 格子グラフの点を

十字形のペントミノで隙間なく埋め尽したときのペン
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トミノの中央にある点からなる集合 (図 1)を m×n格

子グラフで切り取って得られる集合に，その集合で支

配されていない点を加えたものを Sm,n(k) で表す．た

だし，k ∈ {0, 1, 2, 3, 4} であり，Sm,n(k) の点で格子グ

ラフの最上行の最も左にあるものは，最上行の左端の

点から k 番目にあるとする．

さらに，k ̸= 1 のとき格子グラフの左上の隅の近く

の外周上の高々3点について Sm,n(k) への所属状況を

変更することにより支配点数を 1 つ減らすことができ

る (図 2)．左上以外の 3つの隅についても同様の操作

を施すことができる．上記の方針で得られる支配点集

合の大きさを最小にする k は，10 ≦ m ≦ n のとき

m mod 5 と n mod 5 の 2つの値だけから定まる．こ

の k に対する Sm,n(k) に 4隅の近くの支配点数を減ら

す操作を施して得られる m×n 格子グラフの支配点集

合を Sm,n で表す．Sm,n の大きさが不等式 (1) の右辺

である．
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図 1 支配点の配置 図 2 支配点の修正

3 整数計画問題の改善

対象とする m×n 格子グラフは，m = n のものだけ

とする．座標位置が (i, j)，1 ≦ i ≦ n, 1 ≦ j ≦ n，で

ある格子グラフの各点に 0/1 変数 xi,j を対応させる．

目的関数と最適化の方向は，

minimize

n∑
i=1

n∑
j=1

xi,j

である．基本的な制約条件は，各 (i, j) に対する

xi,j + xi−1,j + xi+1,j + xi,j−1 + xi,j+1 ≧ 1 (2)

である．ただし，外周上の点については，宮代ら [3]と

同様にグラフ外の仮想的な点を考えて対処する．ソル
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バーの動作の効率化における宮代ら [3]との違いは，次

に述べる対称性の除去の試みである．

図 3 のように格子グラフの中心から外周に向かって

対角線方向 (n が偶数のとき) あるいは上下左右方向

(n が奇数のとき) に並んだ点の列 4つを中心側が最上

位桁の 2進数で表された非負整数と見なし，時計回り

の順に a, b, c, d で表す．そして，制約式

a ≧ b, a ≧ c, b ≧ d

を追加する．さらに，中心付近にある a, b, c, d の最上

位桁に対応する点の間の大小関係に基づいて制約式 (2)

のいくつかを簡略化することができる．例えば，n が

奇数のとき格子グラフの中心の点に対応する (2) の制

約式は不要である．

このようにして構成した 19× 19 格子グラフの最小

支配点集合を求める整数計画問題を一般的なパソコン

を使って SCIP に解かせたところ，約 2日半程度で最

適解が得られた．宮代ら [3]は，最適解を得るのに約 40

日程度費した．ただし，今回施した整数計画問題の改

良を加えなかった場合でも我々の実験環境では，計算

時間が約 1/4 程度に短縮されている．
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図 3 4つの直線上に並んだ点の列

4 γ20,20 > 91 の検証

既に述べたように 16 ≦ m ≦ n に対する γm,n の上

界 (1) とこの上界を達成する支配点集合の構成方法が

与えられているので，20×20 格子グラフの最小支配点

集合問題を解くには，上界 (1) よりも少ない点からな

る支配点集合が存在しないことを示せば十分である．

20× 20 格子グラフ A を 2つの 20× 11 格子グラフ

B で覆うことを考える．このとき A の中央にある B

の端に並んだ 20個の点 (S) にある支配点の個数を z

で，その内側に並んだ 20個の点 (T ) にある支配点の

個数を y で，B のうち S に属さない部分 (U) にある

支配点の個数を x で表す．さらに，B の各点に 0/1 変

数を対応させる．

以下，A の最小支配点数が 91 以下であると仮定す

る．U をすべて支配するという制約条件の下での x の

最小値は 43 であるが，x = 43 という制約条件の下で

の z の最小値が 14 であり，x = 48 という制約条件

の下での y の最大値が 9 であることから x = 43 は

有り得ないことが示される．同様に，x = 44 の制約条

件の下での y の最大値が 2，z の最小値が 9 であり，

y ≧ 9, z ≦ 2 という制約条件の下での x の最小値が

48 であることから，x = 44 も有り得ないことが示さ

れる．従って，一方の B について x = 45 が，もう一

方の B について x = 46 が成り立つようにできるはず

である．これらの推論は，整数計画問題を生成する簡

単なプログラムを C 言語で作成し，それを使って手作

業で進めた．

さらに推論を進め，x = 45 の方の B について

y ∈ {3, 4} かつ z ∈ {5, 6} が必要であることが導か
れ，従って，x = 46 の方の B について y ∈ {5, 6} か
つ z ∈ {3, 4} が必要であることが導かれた．従って，
x = 45, y ∈ {3, 4}, z ∈ {5, 6} の 4通りの制約条件，お

よび，x = 46, y ∈ {5, 6}, z ∈ {3, 4} の 4通りの制約

条件の合計 8通りの制約条件について全実行可能解を

求めることができれば，その中から 2つの解を選んで

A の支配点集合が作れるか否かを判定することにより

γ20,20 = 91 であるか γ20,20 = 92 であるかが判明する．

実際に上記の全実行可能解を SCIP を使って求めた

ところ，γ19,19 を約 2日半で計算したときよりも悪い計

算機環境の下で約 13時間で終了した．このとき，制約

条件毎の実行可能解の総数は，最小が 63，最大が 58701

であり，全実行可能解の総数は，84111であった．な

お，解の数を減らすために，各整数計画問題に対称性

の除去のための制約式を加えるなどの操作を施してい

る．全実行可能解が得られた後の処理については，当

日の報告とする．
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