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ホモトピー法のパラメータに一次分数変換を適用した
近接根問題の解法について

鈴 木 秀 男† 小 林 英 恒††

連立代数方程式が近接した根を持ち，それら近接した根の近接度が非常に強いとき，数値計算にお
いて，それら近接した根を分離し精度良く計算することは，一般に難しいことである．筆者らは，す
でにこのような問題に対して，連立代数方程式の座標空間に一次分数変換を適用し，変換された方程
式系を数値計算で解く方法を提案している．この論文では，一次分数変換をホモトピー法のパラメー
タに適用する方法について述べる．このとき，一次分数変換を適用したホモトピーは，形式的に新た
なホモトピーとしても定義することができる．この新たなホモトピーによって，パラメータをより終
値に近づけることができ，近接した根付近でのパスを正確に追跡することができる．そして，このよ
うな操作によって，パス追跡の精度を向上させることができ，結果として近接した根が分離され，精
度良く計算される．

Calculation Method of Neighboring Roots by Homotopy Method
with a Linear Fractional Transformation

Hideo Suzuki† and Hidetsune Kobayashi††

We suppose that a system of algebraic equations have the roots located very close to each
other. It is difficult to calculate with high accuracy and separate those roots. The authors
have already suggested a method to apply the linear fractional transformation to coordinate
space of a system of algebraic equations. In this paper, we present a method to apply the
linear fractional transformation to a parameter of homotopy method. The homotopy with
linear fractional transformation is formally defined as a new homotopy. And the parameter
of this new homotopy is more close to terminal value (i.e. our method can improve precision
of path tracing). As a result, we describe that neighboring roots are separated.

1. は じ め に

連立代数方程式が近接した根を持つ場合に，それら

近接した根を分離し精度良く計算することは，一般に

難しいことである．筆者らは，このような近接した根

を分離するために，連立代数方程式の座標空間に一次

分数変換を適用し，変換された方程式系をホモトピー

法による数値計算により解き，得られた数値解に逆の

一次分数変換を適用してもとの座標空間へ戻す方法を

すでに提案している1)∼8),10),11)．

文献 1)～10)，11)では，連立代数方程式を数値的に

解くためにホモトピー法を採用している．ホモトピー
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法は，連立代数方程式の根の近似値を統一的に計算す

る有力な手段であり，これまでに多くのホモトピー構

成例が報告されている16)．それらのホモトピーを用

い，筆者らは近接した根の分離を試みた結果，ある程

度の近接した根を分離できることを多くの数値実験で

確認している．しかし，それらの構成例は，パス追跡

の効率化・安定化を主としており，近接度の強い問題

に対しては精度良く分離することができない．

近接した根を分離するための 1 つの方法は，文献

1)～8)，10)，11)で述べたような座標空間への一次分

数変換の適用が有効である．一方，一次分数変換は，

座標空間だけでなく，ホモトピー法のパラメータにも

適用可能であるが，これまでにホモトピー法のパラ

メータに一次分数変換を適用し，近接根の分離を行う

方法は報告されていない．そこで，この論文では，文

献 1)～8)，10)，11)で述べた一次分数変換をホモト

ピー法のパラメータに適用する方法について述べる．

ホモトピー法のパラメータに一次分数変換を適用す
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ることによって，パラメータをより終値に近づけるこ

とができる．このとき，一次分数変換を適用したホモ

トピーは，形式的に新たなホモトピーとしても定義す

ることができる．そして，このような操作によって，

パスを正確に追跡することができ，すなわちパス追跡

の精度を向上させることができ，結果として近接した

根が分離され精度良く計算される．なお，この論文の

内容は，文献 12)，13)で述べた事項のうち，ホモト

ピー法のパラメータに一次分数変換を適用する部分で，

紙面の都合上述べられなかった事項を追加し，さらに

詳細部分を補足したものである．

2. ホモトピー法

連立代数方程式のすべての根を統一的に求める方法

として，ホモトピー法が知られている．ホモトピー法

の詳細については，文献 14)∼16)を参照されたい．こ

こでは後で必要となる計算手法を中心にまとめておく．

解くべき連立代数方程式をベクトル表記して

F (x) = 0 (1)

と表すことにする．ここで，F : RN → RN は連続写

像である．このときホモトピー H : RN × R → RN

を

H(x, 1) = F (x), H(x, 0) = P (x)

を満たすように決める．ここで P : RN → RN は連

続写像で，既知な根を持つとする．これまでに，各種

のホモトピー構成例が提案されているが16)，ここでは

筆者らの多くの数値実験の結果から近接した根の場合

にも，比較的安定して数値解が得られる 2次のホモト

ピーを採用する．したがって，具体的なホモトピーの

形として

H(x, t) = tF (x)+(1−t)P (x)+t(1−t)P̃ (x)(2)

を採用することにする．ここで P̃ : RN → RN は連

続写像であり，P̃ ≡ 0 ならば t に関して 1 次のホモ

トピーとなり，P̃ �≡ 0 ならば t に関して 2 次のホモ

トピーとなる．また，F，P，P̃ が連続写像であるこ

とより H も連続写像である．ホモトピー H に関し

て次の仮定を置く．

［仮定 1］

H : RN ×R → RN は連続微分可能な写像とする．

［仮定 2］

u0 ∈ RN × R に対し H(u0) = 0 であり，ヤコビ

行列 H ′(u0) は rank(H ′(u0)) = N を満たす．

このとき H(x, t) = 0 は，RN × R の中の曲線群

を表し，曲線上の点は適当なパラメータを使って表示

することができる．そこでパラメータの値が弧長にな

るように選ぶとき，パス追跡に関して次の命題が成り

立つ．証明は文献 16)を参照されたい．

命題 2.1 パラメータ θ を 0を含むようなある区

間 J ⊂ R で定義された連続微分可能な曲線 ϕ : J →
RN ×R の弧長とし，ϕ(0) = u0，H(ϕ(θ)) = 0が成

り立つものとする．このとき θ ∈ J に対し ϕ̇(θ)は以

下の 3条件を満たす．

( 1 ) H ′(ϕ(θ))ϕ̇(θ) = 0

( 2 ) ||ϕ̇(θ)|| = 1

( 3 ) det

(
H ′(ϕ(θ))

ϕ̇T (θ)

)
> 0, 　ここで ϕ̇T (θ) は，

ϕ̇(θ) の転置とする．

仮定 1，2のもとで P (ξ) = 0を満たす ξ ∈ RN を用

い，u0 = (ξ, 0)として命題 2.1によりパス ϕ(θ)を追

跡すれば，t = 1に対応する θ1 ∈ J における ϕ(θ1) =

(ζ, 1) を満たす ζ ∈ RN が H(ζ, 1) = F (ζ) = 0 を満

たす．このようにして，F (x) = 0 の 1つの根 x = ζ

が求められることになる．

この命題を満たすパスを追跡する方法にも，各種の

方法があるが14)∼16)，ここでは，微分方程式を導いた

後に，高次の予測子 − 修正子法18)を適用してパスを

追跡し，必要に応じてニュートン法により精度を向上

させる方法を用いている．

3. 近接根分離と近接根領域の決め方

3.1 近接根分離と近接根領域の定義

近接根を含む連立代数方程式が

f1(x) = 0, · · · , fn(x) = 0 (3)

のように与えられたとする．ただし，x = (x1, · · · , xn)

∈ Cn，fi ∈ C[x1, · · · , xn]，mi = deg fi とする．

ある点 α = (α1, · · · , αn) ∈ Cn を固定したと

き，十分小さな ε > 0 に対して，式 (3)の根の中で

λj(j = 1, · · · , r)が領域R = {z|z ∈ Cn, ||z−α|| < ε}
に含まれるとき，これらの根 λj(j = 1, · · · , r) を（近
接度 ε）の近接根と呼ぶ．そして，このような近接根

を分離して精度良く計算することを近接根分離問題と

呼ぶ．

近接根分離問題の解法として，文献 11)では，座標

空間への一次分数変換を利用している．次節では，文

献 11)で記述されている理論と同様の一次分数変換と

近接根領域を使用して理論を展開するため，文献 11)

で述べられている議論の中から次節以降で必要となる

部分を，その結果のみ取り出し以下にまとめておく．

詳細は，文献 11)を参照されたい．また，一般的な一

次分数変換については文献 17)を参照されたい．

( 1 ) 近接根分離のための近接根の領域は，各座標成
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分ごとに近接度が定義され

W = W (α1; ε1) × · · · ×W (αn; εn)(4)

W (αj ; εj) = {z ∈ C | |z − αj | < εj}
と表現されているものとする．ただし，εj(j =

1, · · · , n) > 0 は十分小さいものとする．

( 2 ) アフィン空間 Cn での実際の一次分数変換によ

る座標の対応は，(x1, · · · , xn) → (u1, · · · , un)

であり，点 x = (x1, · · · , xn) は

uj =
xj − αj∑

l∈I

(xl − αl + γl)
(5)

を座標成分に持つ点 u = (u1, · · · , un) へ変換

される．一方，(u1, · · · , un) → (x1, · · · , xn)へ

の変換には

xi =

∑
j∈I

γjui −
(∑

j∈I

uj − 1

)
αi

1 −
∑
j∈I

uj

(6)

を利用する．

ここで，I は要素として 1, · · · , n までの整数を
少なくとも 1つ以上含む添字の集合として構成

され，γj は γj = kjεj (kj ≥ 1は近接根領域の

拡大率に関する定数) である．

3.2 近接根領域の決め方

与えられた連立代数方程式から事前に近接根が存在

している領域を厳密に知る一般的な方法は存在しない．

そこで，筆者らは，次の 2つの方法を利用して近接根

の存在している領域を特定している．

( 1 ) 重複度の挟み込み計算の手法を利用

筆者らは，文献 9)などで連立代数方程式の根

の重複度を数値的に計算する方法を考案してい

る．しかも，真の重複度（整数値）を数値計算

によって 2つの浮動小数点数で挟み込むことが

可能となり信頼性を持って重複度が計算される

手法である．

この手法は，通常のホモトピー法で全根の近似

値を計算して，計算された近似値に対して個別

に適用されるため，全根の重複度を得ることが

できるものである．この結果において，もし重

複度が 1でないものが集中して存在する領域が

あれば，それらは近接根または重根である．そ

こで，それらの近似解の重心と重心からの最大

距離を分離領域の候補とし，座標空間へ一次分

数変換を適用して近接根の分離を試みる．得ら

れた近似解に対して重複度の挟み込み計算を適

用しても重複度が 2以上であればもとの根は重

根であり，そうでなければ近接根と判断して重

心と最大距離をもとに，重心を近接根領域の中

心とし，最大距離を近接度とする近接根領域を

決定する．

文献 9)では，1 度の計算で重根（または近接

根）の重複度（または近接度）が区別なく計算

されることを述べているが，実際には，近接根

領域の信頼性を高めるために 2度適用している．

なお，重心と重心からの最大距離を利用して近

接根領域を決定する手法は，すでに，文献 5)，

11)でも採用している方法である．しかし，よ

り簡潔な方法として次のような直接的な方法も

ある．

( 2 ) ホモトピー法により得られた近似解を直接利

用5),11)

上記の方法よりも簡略した方法を使用すること

もできる．その方法は，通常のホモトピー法を

適用した結果の近似解と，あらかじめ与えられ

た十分小さい判定基準値を利用する．ある近似

解を中心とし，判定基準値内に複数の近似解が

あれば，それらを近接根と見なし，各近似解の

重心を近接根領域の中心とし，そこからのずれ

を各近似解に対して計算し，その中から最も大

きい値を近接度として近接根領域を決める方法

である5),11)．

このようにして，単根ではなく近接根領域が決定さ

れると，この時点で高精度計算が必要と判断して，次

章以降で述べる座標空間やホモトピーパラメータへの

一次分数変換の適用を考える．

なお，上記の方法で近接根領域が決定されると，近

接根を適当な座標変換で原点周りへ移動できるので，

この論文では近接根領域の中心を原点にとっている．

4. ホモトピー法への一次分数変換の適用

一次分数変換は，ある点の近傍を拡大し，それ以外

の点を特定の超平面へ近づけるという性質がある．す

でに，筆者らは座標空間に対して一次分数変換を適用

して近接根を分離し，それにともなう擬局所化につい

て論じてきた1)∼8),10),11)．ここでは，ホモトピー法の

パラメータに直接に一次分数変換を適用することを試

みる．座標空間への一次分数変換とパラメータへの一

次分数変換は，同時に適用することが可能であり，以

下の議論では，座標空間に一次分数変換を適用し近接

根付近を拡大した後に引き続きパラメータへも一次分

数変換を適用するものとして述べる．
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分離したい近接根領域が式 (4)のように与えられて

いるものとし，一次分数変換（6）によって式 (3)を

変換した結果の連立代数方程式を次のように表す．

g1(u) = 0, · · · , gn(u) = 0 (7)

ただし，u = (u1, · · · , un) ∈ Cn，gi ∈ C[u1, · · · , un]

である．この連立代数方程式を解くために式 (2)のよ

うな 2次のホモトピーを採用する．すなわち式 (7)の

gj(u) (j = 1, · · · , n) から

hj(u, t) = tgj(u) + (1 − t)pj(u) + t(1 − t)p̃j(u)

(j = 1, · · · , n) (8)

を構成する．ここで，pj(u) = 0は既知な根を持つ（ま

たは簡単に根が計算できる）代数方程式であり，ここ

では

p1(u1, · · · , un) = um1
1 − µ1, · · · , pn(u1, · · · , un)

= umn
n − µn (µi ∈ C)

という形の多項式を採用する16)．また，p̃j(u1, · · · , un)

= µju
mj

j (µj ∈ C) である．

実際の計算では，CとR2を同一視し，uj = v2j−1+

iv2j(j = 1, · · · , n)として，u = (u1, · · · , un) ∈ Cn →
v = (v1, v2, · · · , v2n−1, v2n) ∈ R2n なる座標の対応を

考え，Cnと R2nを同一視し，gj , pj , p̃j(j = 1, · · · , n)

を R2n で考えることにより，

gj(u) = G2j−1(v) + iG2j(v)

pj(u) = P2j−1(v) + iP2j(v)

p̃j(u) = P̃2j−1(v) + iP̃2j(v)

と表現し，式 (8)を

hj(u, t) = H2j−1(v, t) + iH2j(v, t)

のように表し，Hj(v, t) をまとめて H(v, t) =

(H1(v, t), · · · ,H2n(v, t)) とベクトル表現すれば

H(v, t) = tG(v)+(1−t)P (v)+t(1−t)P̃ (v)(9)

となる．ここで，G(v) = (G1(v), · · · , G2n(v)), P (v) =

(P1(v), · · · , P2n(v))，P̃ (v) = (P̃1(v), · · · , P̃2n(v)) で

ある．

そして，pj(u1, · · · , un) = 0(j = 1, · · · , n) を満た

す根を対応する R2n の t = 0 における点と考えて 2

章で述べた方法により H(v, t) = 0 を満たすパスを追

跡し，t = 1 に対応する R2n の点を Cn に戻したも

のがもとの問題（式 (7)）の根となる．

式 (7)から得られるホモトピーの式 (9)に対して，

パスの追跡精度を向上させるために，ホモトピーパラ

メータ tに一次分数変換を適用する．そのため，座標

の対応を t → s とする一次分数変換を s = ψ(t) =

(a11t+ a10)/(a01t+ a00) で表す．t は，t ∈ [0, 1] で

定義されているため ψ(0) = 0，ψ(1) = 1 を満たす形

の一次分数変換を考える．

この条件を満たす一次分数変換は，様々なものが考

s

t
図 1 ホモトピーパラメータの変換

Fig. 1 Transformation of homotopy parameter.

えられるが，ここでは，十分小さな正の数 δ に対し，

ψ(0) = 0，ψ(1) = 1，ψ(∞) = −δ を満たすものを採
用する．この条件を満たす一次分数変換は，

ψ(t) =
δt

1 − t+ δ

となり，パラメータ t，s の対応として

s =
δt

1 − t+ δ
, t =

(1 + δ)s

s+ δ
(10)

を得る．このときのホモトピーパラメータの変換の様

子を図示すると，概略として図 1 のようになる．図 1

より，式 (10)の変換は，もとのパラメータ t に比べ

て，変換されたパラメータ sは，非線形的にパラメー

タの進行を遅らせることが分かる．このことから，パ

ラメータの終値付近での遅れを利用することにより，

変換されたパラメータ s よりも，もとのパラメータ t

を終値に近づけることが可能となる．たとえば，もと

の空間でのパラメータ tが 1 − t = 1.0 × 10−14 であ

れば，このような変換によって新たなパラメータ sは，

δ = 0.001 のときにほぼ 1− s = 1.0× 10−11 となる．

逆にいうと，変換された問題においてパラメータ sの

追跡を 1−s = 1.0×10−11 で終了すれば，それはもと

の問題におけるパラメータ tでは 1− t = 1.0×10−14

までパスを追跡したことになる．パスをどれだけ 1へ

近づけることができるのか，その量のことを分解能と

呼ぶ．すなわち，分解能が高くなればパスをより細部

まで追跡できることを表している．

式 (10)のような一次分数変換により，ホモトピー

Hj(v, t) を変換し，1/(s + δ)2 でくくったものを

H̃j(v, s, δ) で表せば

H̃j(v, s, δ) = (s+ δ)(1 + δ)sGj(v)

+δ(s+ δ)(1 − s)Pj(v)

+δ(1 + δ)(1 − s)sP̃j(v)

(j = 1, · · · , 2n)

を得る．これらをまとめてベクトル表現すれば

H̃(v, s, δ) = (s+ δ)(1 + δ)sG(v)
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+δ(s+ δ)(1 − s)P (v)

+δ(1 + δ)(1 − s)sP̃ (v) (11)

H̃(v, 0, δ) = δ2P (v)

H̃(v, 1, δ) = (1 + δ)2G(v)

となり，s = 0 および s = 1 のときの H̃(v, s, δ) = 0

の根は，それぞれ P (v) = 0，G(v) = 0 の根と一致

する．一般的に

H̃j ∈ R[v1, · · · , v2n, δ, s], δ ∈ R, s ∈ [0, 1],

(v1, · · · , v2n) ∈ R2n

より H̃ = 0 は R2n × R × [0, 1] ⊂ R2n+2 内の曲線

群を表す．

これは形式的には，新たなホモトピーを与え，パラ

メータ tを sに置き換えたホモトピーの第 1項（sの

部分）に (s + δ)(1 + δ) を，第 2 項（1 − s の部分）

に δ(s+ δ)を，第 3項（(1− s)s の部分）に δ(1+ δ)

を掛けた形となる．

次に，δ を固定したときの 2つのホモトピー H，H̃

との関係について考察する．これにより，一次分数変

換による効果を確認できる．

はじめに，2つのホモトピー H，H̃ のパラメータ t，

s の 1付近での関係を調べると次の命題が成り立つ．

命題 4.1 ∆t = 1 − t，∆s = 1 − s，δ > 0 を十分

小さな正の数とするとき

∆t = δ∆s (1 +O((δ − ∆s)))

が成り立つ．

［証明］一般に式 (10)から

∆t = 1 − t =
δ − δs

s+ δ
=

δ∆s

1 − ∆s+ δ

=
δ

1 + δ − ∆s
∆s

という関係式が成り立ち，δ，∆s が十分小さいこと

より

∆t =
δ

1 + δ − ∆s
∆s = δ∆s(1− (δ−∆s) + · · ·)

を得る．

一次分数変換は，ホモトピーパラメータのみに適用

しているため，次の命題は簡単な計算により得られる．

命題 4.2 ∀t′ ∈ [0, 1] に対し，α̃ ∈ R2n が

H(α̃, t′) = 0 を満たすならば，H̃(α̃, ψ(t′), δ) = 0

である．同様に，∀s′ ∈ [0, 1] に対し，α̃ ∈ R2n が

H̃(α̃, s′, δ) = 0 を満たすならば，H(α̃, ψ−1(s′)) = 0

である．

［証明］前半部分のみ，示しておく．もし，t′ = 1 で

あれば，式 (9)より G(α̃) = 0 であり，ψ(1) = 1 で

あるから H̃(α̃, ψ(t′), δ) = 0 が得られる．

もし，∀t′ ∈ [0, 1) であれば，H̃(α̃, ψ(t′), δ) を直接

計算することにより，

H̃(α̃, ψ(t′), δ) =
δ2(1 + δ)2

(1 − t′ + δ)2
H(α̃, t′)

が成り立つことが分かり，これより結論を得る．

ゆえに，十分小さな ∆s > 0, δ > 0 に対し，

α̃ ∈ R2n が H̃(α̃, 1 − ∆s, δ) = 0 を満たすとき α̃

は，H(α̃, 1 − δ∆s) = 0 を満たすと考えてよい．

ホモトピーパスは，空間曲線となり命題 2.1で述べ

たように，パスの弧長 θ をパラメータとして，適当な

区間 J ⊂ R において

H(v(θ), t(θ)) = 0 θ ∈ J ⊂ R (12)

H̃(v(θ), s(θ), δ) = 0 θ ∈ J̃ ⊂ R (13)

と表現される．このようなパラメータ表現されたホモ

トピーに関して，次の命題が成り立つ．

命題 4.3 ホモトピーパスが，その弧長 θ をパラ

メータとして式 (12)，(13)のように表現されており，

ある θ1 ∈ J，θ2 ∈ J̃ に関して

H(v(θ1), t(θ1)) = H(α∗, 1) = 0 (14)

H̃(v(θ2), s(θ2), δ) = H̃(α∗, 1, δ) = 0 (15)

を満たし，すなわち α∗ は G(v) = 0 の根の 1つであ

り，H，H̃ に対し

det
∂H

∂v
(α∗, 1) �= 0, det

∂H̃

∂v
(α∗, 1, δ) �= 0 (16)

が成り立つものとする．さらに，(α∗, 1)の近傍での曲

線の様子を調べるため，十分小さな∆θ1 > 0，∆θ2 > 0

に対して

H(v(θ1 − ∆θ1), t(θ1 − ∆θ1)) = 0 (17)

H̃(v(θ2 − ∆θ2), s(θ2 − ∆θ2)) = 0 (18)

t(θ1 − ∆θ1) = s(θ2 − ∆θ2) (19)

が成立しているものとする．

このとき

∆α̃ = ||v(θ2 − ∆θ2) − α∗||
∆α̂ = ||v(θ1 − ∆θ1) − α∗||

とすれば

∆α̃ ≈ δ∆α̂

が成り立つ．ここで，記号 ≈ は，A ≈ B のとき A

と B が近似的に等しいことを意味する（以下，この

論文を通して同様）．

［証明］式 (17)，(18)，(19) に現れる v(θ1 − ∆θ1)，

t(θ1−∆θ1)，v(θ2−∆θ2)，s(θ2−∆θ2)を，それぞれ

v(θ1 − ∆θ1) = v(θ1) + ξ1(−∆θ1)

ξ1 = (v̇1(ξ
(1)
1 ), · · · , v̇2n(ξ

(2n)
1 ))

ξ
(i)
1 ∈ [θ1 − ∆θ1, θ1]

i = 1, · · · , 2n
t(θ1 − ∆θ1) = t(θ1) + ṫ(η1)(−∆θ1)

η1 ∈ [θ1 − ∆θ1, θ1]
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v(θ2 − ∆θ2) = v(θ2) + ξ2(−∆θ2)

ξ2 = (v̇1(ξ
(1)
2 ), · · · , v̇2n(ξ

(2n)
2 ))

ξ
(i)
2 ∈ [θ1 − ∆θ1, θ1]

i = 1, · · · , 2n
s(θ2 − ∆θ2) = s(θ2) + ṡ(η2)(−∆θ2)

η2 ∈ [θ2 − ∆θ2, θ2]

のように級数展開する．ここで，v̇j = dvj/dθ，ṫ =

dt/dθ，ṡ = ds/dθ である．

これらを式 (17)，(18)に代入し，それぞれ v(θ1)，

t(θ1)，v(θ2)，s(θ2) を中心に展開すれば

H(v(θ1 − ∆θ1), t(θ1 − ∆θ1))

= H(v(θ1), t(θ1))

+Hv(v(θ1), t(θ1))ξ1(−∆θ1)

+Ht(v(θ1), t(θ1))ṫ(η1)(−∆θ1)

+ · · · (20)

H̃(v(θ2 − ∆θ2), s(θ2 − ∆θ2), δ)

= H̃(v(θ2), s(θ2), δ)

+H̃v(v(θ2), s(θ2), δ)ξ2(−∆θ2)

+H̃s(v(θ2), s(θ2), δ)ṡ(η2)(−∆θ2)

+ · · · (21)

となる．ただし，Hv，Ht，H̃v，H̃s は，それぞれ

Hv =
∂H

∂v
,Ht =

∂H

∂t
, H̃v =

∂H̃

∂v
, H̃s =

∂H̃

∂s

を意味している．ここで，式 (20)，(21)は仮定の式

(17)，(18)よりともにゼロベクトルであり，右辺の第

1項も式 (14)，(15)よりともにゼロベクトルとなる．

ゆえに，∆θ1 > 0，∆θ2 > 0が十分小さいことから高

次の項を省略して

Hv(v(θ1), t(θ1))ξ1(−∆θ1)

+Ht(v(θ1), t(θ1))ṫ(η1)(−∆θ1) = 0

H̃v(v(θ2), s(θ2), δ)ξ2(−∆θ2)

+H̃s(v(θ2), s(θ2), δ)ṡ(η2)(−∆θ2) = 0

を得る．さらに

H̃v(v(θ2), s(θ2), δ) = (1 + δ)2Hv(v(θ1), t(θ1))

H̃s(v(θ2), s(θ2), δ) = δ(1 + δ)Ht(v(θ1), t(θ1))

であることと，式 (16)より H̃−1
v ，H

−1
v が存在する

こと，および t(θ1 − ∆θ1)，s(θ2 − ∆θ2) を級数展開

した式において t(θ1) = s(θ2) = 1 と式 (19) から

ṡ(η2)(−∆θ2) = ṫ(η1)(−∆θ1) が得られることより

∆α̃ = ||v(θ2 − ∆θ2) − α∗|| = ||ξ2(−∆θ2)||
= ||H̃−1

v (α∗, 1, δ)H̃s(α
∗, 1, δ)ṡ(η2)(−∆θ2)||

= || 1

(1 + δ)2
H−1

v (α∗, 1)δ(1 + δ)Ht(α
∗, 1)

ṫ(η1)(−∆θ1)||
=

δ

1 + δ
||H−1

v (α∗, 1)Ht(α
∗, 1)ṫ(η1)

(−∆θ1)||
=

δ

1 + δ
||ξ1(−∆θ1)||

=
δ

1 + δ
||v(θ1 − ∆θ1) − α∗||

=
δ

1 + δ
∆α̂

を得る．δ > 0 が十分小さいことより δ/(1 + δ) ≈ δ

が成立し，これを上式に代入することにより

∆α̃ ≈ δ∆α̂

となる．

命題 4.3 より

H(α̂, t′) = 0

H̃(α̃, s′, δ) = 0

においてホモトピーパラメータ t′，s′ が 1に十分近

く，t′ = s′ のように t，sが同じ精度で求められてい

るならば，一次分数変換を適用した方が変数 v の座

標値の根からのずれは δ 倍小さくなる．

また，命題 4.1，4.2は，変換された空間でパラメー

タ s の値が 1に十分近く，すなわち ∆s が十分小さ

ければ，そのときの v の値はもとの空間では，パラ

メータ tが δ∆sだけより 1へ近づいたときの値を意

味している．

したがって，もとの空間でいえば，ホモトピーパラ

メータ tの追跡精度が計算桁数以上の分解能を持つ精

度で 1へ近づいたことを表している．

これにより，t ≈ 1 の近くでの振舞いがより正確に

把握でき，近接根や単根の場合に数値的な安定性と計

算精度の信頼性を向上させることができる．

ここで δ の決定法について簡単に述べておく．ホモ

トピーパラメータへの一次分数変換の適用において，

命題 4.1が成り立つ．したがって，追跡したいホモト

ピーパラメータの精度 ∆t = |1− t|が与えられたとき
δ∆s = ∆t (22)

を満たすようにパラメータ δ を決めることにする．

また，座標空間へ一次分数変換を適用した方程式系

は，減次を適用することも可能である11)．減次を適用

した方程式系をホモトピー法で解く場合にも，ホモト

ピーパラメータへの一次分数変換は適用可能である．

本論文では，文献 11) と同じ形式の近接根領域と一

次分数変換を利用しているため，単に，上記の議論の

中の G(v)を減次された方程式系で置き換えるだけで

よい．

次章では，以上の理論を取り入れたホモトピー法の

数値例を示す．実際の計算は，数式処理と数値計算の

ハイブリッド計算として実現している．すなわち，与

えられた連立代数方程式は，はじめに数式処理上で入
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表 1 ホモトピー法の計算結果（上段：Case1，下段：Case3）
Table 1 The results of the calculation of the homotopy method (Above: Case1, Below: Case3).

No. 数値解 ∆t, ∆s

1 ( 0.9901105452243354e-02, 0.3602038871632662e-06) 0.12e-13

( 0.9900990100170386e-02, 0.3495237769460635e-11) 0.12e-13

2 ( 0.9997641536548656e-02, -0.9802040798317101e-02) 0.29e-13

( 0.9998039596064615e-02, -0.9801999608345817e-02) 0.29e-13

3 ( 0.1970200808417726e-01, 0.9610680999219587e-02) 0.10e-13

( 0.1970206631368536e-01, 0.9610764054879114e-02) 0.10e-13

4 ( 0.9998183014334596e-02, 0.9801867608778251e-02) 0.14e-13

( 0.9998039601523191e-02, 0.9801999606593496e-02) 0.14e-13

5 ( 0.1970204520013679e-01, -0.9611369947187651e-02) 0.60e-13

( 0.1970206631404729e-01, -0.9610764061797965e-02) 0.60e-13

力され，座標空間やホモトピーパラメータへの一次分

数変換などの代数的変換を得て，数値計算のための関

数を作成する．作成された関数を使い，数式処理から

数値計算のための手続きを呼ぶ．数値計算部分では，

任意多倍長計算は行わず倍精度実数（8バイト）で計

算をしている．そして，数値計算によるパス追跡の結

果，得られた近似解を再び数式処理に受け取り，もと

の問題の近似解へ変換するため逆の一次分数変換など

の演算を行うようにしている5),9),11)．

また，一次分数変換の適用は，その適用の方法によ

り次の 4通りに分類される．

Case0). 適用なし，すなわち通常のホモトピー法

のみ，

Case1). 座標空間のみ一次分数変換を適用，

Case2). ホモトピーパラメータのみ一次分数変換を

適用，

Case3). 座標空間とホモトピーパラメータ両方に一

次分数変換を適用．

5. 数 値 例

問題 5.1 次の 1 変数代数方程式を考える．

f(x) = x6 − 1.000000007 × 102x5

+0.7000000021 × 10−4x4

−0.21000000033 × 10−10x3

+0.33000000028 × 10−17x2

−0.2800000001 × 10−24x

+1.0 × 10−32 = 0

この問題は 5つの近接根を持ち，それらは

0.0000001, 0.0000001 ± 0.0000001i,

0.0000002 ± 0.0000001i

であるが，この方程式を Case0の方法で解くと，得

られた近似解の精度によっては，近接根が分離されず

紛れることがある．その場合でも，近接根が原点周り

のおおよそ 1.0× 10−6 程度にあることが分かるので，

ε = 1.0×10−6 とする．そこで，f(x)の座標成分 xに

γ = kε = 1.0 × 10−5(k = 10) として，式 (6)で与え

られる一次分数変換を適用する．ただし，この問題は，

1 変数のため式 (6)中の添字 i はなくなり，I = {1}
となる．また，近接根領域の中心は原点とし，α = 0

とおく．変換された多項式は

g(u) = u6 − 0.1069301101927721 × 10u5

+0.7135382225858563 × 10−1u4

−0.2084460784433966 × 10−2u3

+0.3209955067797242 × 10−4u2

−0.2667578523756347 × 10−6u

+0.9327197632250444 × 10−9

となる．このような変換により g(u) = 0の近接根付近

は拡大される．g(u) = 0を式 (9)によるホモトピー法

で解いたものが Case1となる．さらに δ = 1.0×10−5

として式 (11)によりホモトピーパラメータにも一次

分数変換を適用したものが Case3である．このときの

数値解を表 1 に示す．表中の No.は数値解を識別す

るための通し番号であり，各欄は 2 段になっており，

上段が Case1，下段が Case3で解いた場合の近似解

である．なお，表中の (a, b)は，a+ ibを意味してい

る（以下の例を通して同様とする）．

この問題は，もとの問題の真の近接根の値が分かっ

ているので，γ = 1.0 × 10−5 でこれらの近接根を一

次分数変換すると，変換された真の近接根として

1

101
,

51

5101
± 50

5101
i,

41

2081
± 20

2081
i

を得る．

表 1 の結果から，Case1で解いた場合の誤差 ∆α̂

と Case3で解いた場合の誤差 ∆α̃ を計算し，近似解

の精度の向上を確認するために比 δ′ = ∆α̃/∆α̂ を計

算する．計算された δ′ の値を表 2 に示す．

表 2 中の δ′ の値は，命題 4.3によれば δ の近似値

を与える．これらの近似値が，δ = 1.0× 10−5 の十分

良い近似値を与えており，命題 4.3 の正当性が確認さ

れる．
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また，表 1から，Case3のようにホモトピーパラメー

タに一次分数変換を適用して解いたときの ∆s = |1−s|
の値は ∆s = 0.10 × 10−13 ∼ 0.60 × 10−13 の範囲

であることが分かり，これは命題 4.2 にあるように，

Case1 で考えると，∆t = δ∆s = 0.10 × 10−18 ∼
0.60 × 10−18 までパスを 1 へ近づけたことになる

（逆に，終値付近においてホモトピーパラメータが

1.0 × 10−18 程度の分解能で計算されるように，こ

こでは δ = 1.0 × 10−5 とした）．通常倍精度の数値

計算でも 1 + 10−18 = 1 となってしまうため，変換

によってもとの空間での計算限界以上の分解能でパラ

メータを 1へ近づけたことになる．

ここで，Case2 の計算結果について言及しておく．

Case2 では，座標空間への一次分数変換を適用して

いないため，近接根の値自身は数値として拡大されて

いない．そのため，ホモトピーパラメータに一次分数

変換を適用するときは，パラメータをより 1 へ近づ

けることによって，すなわち分解能をより高くするこ

とによって近接根を分離する必要がある．たとえば，

∆s = 1.0 × 10−15 のとき δ = 1.0 × 10−15 とすれば

∆t = δ∆s = 1.0 × 10−30 となり，δ = 1.0 × 10−25

とすれば ∆t = 1.0 × 10−40 となり，もとの問題の追

跡精度以上の分解能でパスを 1へ近づけることが可能

となる．

δ = 1.0× 10−25 のときの Case2における近接根の

近似値の一部を表 3に示す．このような近接根問題で

は，Case0のように直接近似解を求めるとパス追跡の

精度が不十分になるため収束精度が悪くなり，得られ

た近似解の精度を向上させるためにニュートン法を適

用しても根が紛れる場合がある．しかし，Case2のよ

うに δ を小さくとり，パラメータをより終値に近づ

ければ十分な精度で近似解を計算することができ，一

表 2 δ の近似値
Table 2 The approximate values of δ.

No. ∆α̂ ∆α̃ δ′

1 0.37822e-06 0.36829e-11 0.0000097375

2 0.40019e-06 0.40363e-11 0.000010086

3 0.10143e-06 0.10438e-11 0.000010291

4 0.19491e-06 0.19614e-11 0.000010063

5 0.60626e-06 0.60597e-11 0.0000099952

次分数変換が有効であることが分かる．さらに，この

ようにして計算された近似解は十分な精度を持ってお

り，ニュートン法の初期値として使用しても根が紛れ

ることはなかった．もちろん，Case2で計算される数

値の精度を向上させる必要があればさらに δ を小さ

くすればよい．

ところで，この問題は，γ を 1.0 × 10−5 よりも小

さい値とすれば，ホモトピー法のパラメータに一次分

数変換を適用しなくても Case1 のみで近接根を分離

することは可能である．もちろん，パス追跡の精度を

向上させる必要があれば，Case3のようにホモトピー

パラメータに一次分数変換を適用すれば上記のように

近接根を分離したうえで，確実にパス追跡の精度を向

上させることができる．

いい換えると，座標空間に適用する一次分数変換で

使用する近接根領域を表すパラメータの見積りが悪い

場合や，さらにパス追跡の精度を向上させる必要性が

ある場合には，ホモトピーパラメータへの一次分数変

換を利用すれば，より確実に近接根を分離でき計算精

度の信頼性を向上させることができる．

問題 5.2 次の 10 変数連立代数方程式を考える．

f1 = x4
1 − 10x1 + x4

10 − 10x10 + x4
2 − 10x2

+x4
3 − 10x3 + x4

4 − 10x4 + x4
5 − 10x5

+x4
6 − 10x6 + x4

7 − 10x7 + x4
8 − 10x8

+x4
9 − 10x9 + 1.0 × 10−10 = 0

f2 = x2
1 − x1x2 + x2

2 − x2x3 + x2
3 = 0

f3 = x2
2 − x2x3 + x2

3 − x3x4 + x2
4 = 0

f4 = x2
3 − x3x4 + x2

4 − x4x5 − 10x4 + x2
5 = 0

f5 = x2
4 − x4x5 + x2

5 − x5x6 − 10x5 + x2
6 = 0

f6 = x2
5 − x5x6 + x2

6 − x6x7 − 10x6 + x2
7 = 0

f7 = x2
6 − x6x7 + x2

7 − x7x8 − 10x7 + x2
8 = 0

f8 = x2
7 − x7x8 + x2

8 − x8x9 − 10x8 + x2
9 = 0

f9 = x2
10 − x10x9 + x2

8 − x8x9 + x2
9 − 10x9

= 0

f10 = x2
1 − x1x10 + x2

10 − x10x9 + x2
9 = 0

この問題を Case0 のホモトピー法で解き，パスを

|1 − t| ≈ 1.0 × 10−13 まで追跡すると，原点中心の

1.0 × 10−6 程度の領域に 8 本のパスが到達する．そ

して，到達した近似解を初期値として精度を向上させ

るために，ニュートン法を適用すると，近似解の収束

表 3 ホモトピー法の計算結果（Case2）
Table 3 The results of the calculation of the homotopy method (Case2).

No. 数値解 ∆t, ∆s

1 ( 0.1000000002145254e-06, 0.2864254661591077e-15) 0.22e-15

2 ( 0.9999999885722997e-07, -0.1000000002587992e-06) 0.88e-15

3 ( 0.1999999997811629e-06, 0.9999999940376587e-07) 0.33e-15
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表 4 ホモトピー法の計算結果の一部（Case1）
Table 4 A part of the result of the calculation by the homotopy method (Case1).

No. 座標 数値解 ∆t

1 u1 (0.2501365202998926e-05,-0.1443786266216703e-05) 0.144e-13

u2 (0.2496440769299693e-05,-0.1443284623538097e-05)

u3 (0.2499472187146005e-05, 0.1441183519795859e-05)

2 u1 (0.3336184182361535e-05,-0.8991336668068385e-10) 0.157e-13

u2 (0.3332400452178496e-05, 0.2558438422167405e-08)

u3 (0.1665423361967430e-05, 0.2887283217104756e-05)

表 5 ホモトピー法の計算結果の一部（Case3）
Table 5 A part of the result of the calculation by the homotopy method (Case3).

No. 座標 数値解 ∆s

1 u1 (0.2499995846880142e-05,-0.1443368460263711e-05) 0.144e-13

u2 (0.2499995797733301e-05,-0.1443368455370725e-05)

u3 (0.2499991661464651e-05, 0.1443375650891860e-05)

2 u1 (0.3333322250943274e-05,-0.1101863445828534e-14) 0.157e-13

u2 (0.3333322213131680e-05, 0.2580461346966993e-13)

u3 (0.1666661098824608e-05, 0.2886741729095690e-05)

精度が悪いため近接根が紛れることがある．そこで，

まずこれらの方程式に座標空間の一次分数変換を適用

する．Case0のパス追跡の結果から 1.0 × 10−6 程度

の領域に近接根が存在していると判断できるので，近

接根領域を表すパラメータとして，ε = 1.0 × 10−6，

k = 1を採用する．このとき，I = {1}として，上式の
f1, · · · , f10 に式 (6)で与えられる一次分数変換を適用

し，得られた多項式を g1, · · · , g10 とする．ただし，近
接根領域の中心は原点とし，α = 0とおく．g1, · · · , g10
の形は紙面の関係で省略するが，g1 = 0, · · · , g10 = 0

を解くと，表 4 のようになる．

表 4の近似解は，パスを |1− t| ≈ 1.0×10−14 まで

追跡したときの値であり，原点中心の 1.0×10−5 程度

の領域に 8本のパスが到達するが，そのうちの 2つを

示している．また，座標の対応は，(x1, x2, · · · , x10) →
(u1, u2, · · · , u10) であり，得られた (u1, u2, · · · , u10)

成分のうちの u1，u2，u3 成分の近似値を記入して

いる．

この近似解を初期値としてニュートン法を適用すれ

ば，分離性を保ったまま数回の繰返しの後に精度を向

上させることができる．しかし，得られた近似解は，

1.0× 10−5 程度と小さく，近接根の分離という意味で

はさらに分離性を高めた方が好ましい．分離性を高め

るには，Case1において近接根領域をさらに小さくし

てもう一度同様の計算を行えばよい．このような操作

によって近接根を確実に分離することは可能であるが，

ここでは，近接根領域は固定したままで，パスの追跡

精度を向上させるために，ホモトピー法のパラメータ

t に一次分数変換を適用する．

ホモトピーパラメータ t が |1 − t| ≈ 1.0 × 10−19

表 6 命題 4.3 による δ の評価
Table 6 The evaluation of δ by proposition 4.3.

No. δ

1 0.00001004

2 0.00001007

の分解能を満たすまでパスを追跡するものとすれば，

Case3 での ∆s を 1.0 × 10−14 とし式 (22) から

δ ≈ 1.0 × 10−5 を得る．したがって，ここでは，

δ = 1.0 × 10−5 を採用する．ホモトピーパラメータ

に一次分数変換を適用した場合の結果を表 5 に示す．

ここで，近似解の誤差について命題 4.3 を適用し，

一次分数変換が有効であることを確認しておく．た

だし，この問題は，解析的に根を計算することが難

しいため，先に述べたように近接根領域を絞り込み

（ε = 1.0 × 10−8，k = 1 とする），Case1により計算

した近似解にニュートン法を適用した値を一次分数変

換されたときの根とし，その値を基準値として採用す

る．このようにして得られた基準値の値は紙面の都合

上省略するが，この基準値から問題 5.1 と同様に，δ

を計算すると表 6 のようになる．

表 6 から，命題 4.3 による δ の近似値が正確に計

算されていることが分かる．

表 5では，座標空間に一次分数変換を適用した場合

の近似解を示しているが，それらの近似解をもとの問

題へ戻すために，逆の一次分数変換を適用する．そし

て，その値を初期値としてニュートン法を適用すれば，

もとの問題の近似解として表 7 のような結果を得る．

表 7 から，もとの問題では，近接根は 1.0 × 10−11

程度になり，非常に強い近接度を持っているために通

常の計算では，分離が難しいことが分かる．このよう
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表 7 もとの問題の数値解の一部
Table 7 A part of the numerical solutions of the original problem.

No. 座標 数値解
1 x1 ( 0.2499999999999514e-11 , -0.1443375672974666e-11 )

x2 ( 0.2499999999999098e-11 , -0.1443375672973945e-11 )

x3 ( 0.2499999999999862e-11 , 0.1443375672973583e-11 )

2 x1 ( 0.3333333333334259e-11 , 0.3208012382867999e-24 )

x2 ( 0.3333333333333148e-11 , 0.3209741780895422e-24 )

x3 ( 0.1666666666666296e-11 , 0.2886751345948771e-11 )

表 8 ホモトピー法の計算結果の一部（Case2）
Table 8 A part of the result of the calculation by the homotopy method (Case2).

No. 座標 数値解 ∆t

1 x1 ( 0.2500000190217096e-11, -0.1443375696501511e-11 ) 0.10E-14

x2 ( 0.2499999806129783e-11, -0.1443375671178702e-11 )

x3 ( 0.2500000000843050e-11, 0.1443375568544976e-11 )

2 x1 ( 0.3333333374659391e-11, 0.2801017621554906e-20 ) 0.22E-15

x2 ( 0.3333333298048479e-11, 0.4214700494651179e-19 )

x3 ( 0.1666666632975379e-11, 0.2886751336747900e-11 )

な近接根に対して，座標空間およびホモトピーパラ

メータへ一次分数変換を適用すると，確実に近接根を

分離することができ，さらに計算精度の信頼性を向上

させることが可能である．

なお，この問題に対してホモトピーパラメータのみ

に一次分数変換を適用する場合は，問題 5.1と同様に

δ を小さくとればよい．たとえば，∆s = 1.0×10−15，

δ = 1.0 × 10−15 とすれば ∆t = δ∆s = 1.0 × 10−30

の分解能となり，もとの問題の追跡精度以上にパスを

1へ近づけることが可能となる．このときの近似解を

表 8に示す．この表から近接根に対して十分よい近似

値を与えていることが確認され，この近似値をニュー

トン法で修正し精度を向上させれば近接根の近似値が

紛れることなく計算される．

6. お わ り に

連立代数方程式のすべての根を，数値計算で統一的

に計算するための有効な方法にホモトピー法がある．

しかし，近接の度合いが非常に強い根の場合には，パ

ス追跡が不十分になるために，どうしても近似値が

紛れることがある．このような場合にパス追跡の精度

を向上させる目的で，ホモトピー法のホモトピーパラ

メータに一次分数変換を適用する方法を提案した．提

案した方法では，パスの分解能を高めることによりパ

ラメータを終値へより近づけることが可能となり，結

果として近似解の計算精度の信頼性を向上させること

ができる．このことは，数値例に示すように，一次分

数変換に適用するパラメータの見積りが悪い場合など

に，近接根領域の拡大率を上げることなく，近接根へ

向かうパス追跡の精度が向上することから確認できる．

また，ホモトピーパラメータへの一次分数変換が新

たなホモトピーとしても定義され，この新たなホモト

ピーともとのホモトピーとの追跡精度の向上について

比較し，ホモトピーパラメータへの一次分数変換が有

効であることを示した．

ホモトピー法への一次分数変換の適用は，Case0，1，

2，3のように 4つの型に分類される．それぞれの特

徴をまとめると次のようになる．

( 1 ) Case0

通常のホモトピー法の適用であり，近接度の強

い根がある場合には，数値的な計算精度が失わ

れてしまう．そこで，以下のような改良を適用

する．

( 2 ) Case111)

座標空間のみ一次分数変換を適用することは，

近接根を値として拡大し分離することに主眼が

置かれている．しかし，筆者らの方法は単に近

接根付近を拡大するだけでなく，同時に，擬局

所化も可能な方法であるが，詳細は文献 11)な

どを参照されたい．

( 3 ) Case2

ホモトポーパラメータへ一次分数変換を適用す

ることは，パス追跡の分解能を高めることによ

り追跡精度を向上させ近接根を分離する手法で

ある．近接根は，値として拡大されていないた

め，適用する変換に使われる δ は，パス追跡の

要求精度により小さくとる必要がある．また，

この型では，近接根付近が拡大されていないた

め近接根付近のパスの振舞いを，そのまま反映

できる特徴がある．
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さらに，ホモトポーパラメータへの一次分数変

換は，新たなホモトピーとして定義されるため

代数的な処理は，座標空間への一次分数変換に

比べて簡潔になる利点もある．

( 4 ) Case3

従来の座標空間への変換と，今回提案するパラ

メータへの変換は同時に適用することが可能で

あり，近接根を値として拡大しつつパラメータ

をより終値に近づける特徴がある．数値例から

も分かるように，両者を適用すれば，近接根を

非常に安定して分離させることができる．

以上のように，連立代数方程式が近接根を持つ場合

には，座標空間やホモトピーパラメータに一次分数変

換を適用することが有効であることが確認される．そ

して，必要に応じてこれらの手法を組み合わせること

で，さらに数値精度の信頼性が向上する．
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