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ダイナミカルシステムの階層ベイズ的最小埋め込み次元推定

杉 淳 二 郎† 栗 原 貴 之† 松 本 隆†

システムノイズを含むダイナミカルシステムの最小埋め込み次元を推定する．最小埋め込み次元の
推定法は FNN（False Nearest Neighbors）法がよく知られている．本稿は新たな手法として階層ベ
イズ的推定法を提案して具体例に適用し，FNN 法と比してより客観的な推定が可能であり，データ
数が少なく，データにノイズが含まれる場合でも健全に働くことを示す．

Hierarchical Bayesian Estimation of Minimum
Embedding Dimension for Dynamical Systems

Junjiro Sugi,† Takayuki Kurihara† and Takashi Matsumoto†

Given one-dimensional time seires data，estimation of the order of the dyamics behind the
time series is of vital theoretical as well as practical importance. The problem is far from
trivial when (1) the dynamics behind the data is nonlinear and (2) the data is noisy. This
paper proposes a scheme to solve this problem via Hiararchical Bayesian framework, where
Model Marginal Likelihood is used for estimating the order of the dynamics. The algorithm is
tested against noisy chaotic time series data and compared with the conventional algorithm.
The proposed scheme outperforms the conventional scheme at least in the examples tested.

1. ま えが き

1 次元の時系列データ {xt}N
t=0 ⊂ IR からその将来

値 {xt}t>N を予測する問題は，多くの科学技術分野

に現れる根本問題の 1つである．時系列の予測問題の

困難はある時刻の値が「過去の値に依存する」ことに

あり，より具体的には

(A)時刻 t の値 xt を考えるとき，過去何ステップの

値までの依存性を考慮すればよいか？

を考えなければならない．何らかの推定スキームによ

り，たとえば τ ステップの過去までさかのぼれば十分

と推定されたとき，

(B)そのような τ の最小値は何か？

は，理論的にも具体的問題への適用にも重要な問題で

ある．実データは，その数が有限なので “次元の呪い”

（Course of Dimensionality）を避けるため，次元は

小さいことが望ましい．実データの有限性に対する考

慮は予測手法の基本の 1つである．

{xt}N
t=0 の背後に線形ダイナミカルシステムが想定

可能な場合は線形ダイナミカルシステムの次数推定に

相当し，たとえば AIC 1)が広く用いられている．
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一方，時系列の背後に非線形ダイナミカルシステム

が想定される場合，次数推定には大きな困難がともな

う．文献 2)および関連する文献 3)～15)で提案され

た非線形ダイナミカルシステムの再構成と予測手法は

階層ベイズ的なものであり，尤度を階層的に周辺化す

ることにより，いくつかの重要パラメータを推定しよ

うとするものである．本稿の目的は，これらの文献に

述べられた手法を明示的に説明したうえ，よく知られ

た FNN（False Nearest Neighbors）法16) と比較検

討することである．

本稿の結果は以下のようにまとめられる：

( 1 ) FNN法は原理が単純で多くの問題に有効に働

くが，近傍であるか否かを決める「閾値」の適

切な選択が決定的であり，この選択に任意性が

内在している．具体的にはデータに含まれるノ

イズレベルを考慮しながら閾値を選択しなけれ

ばならない．一方，提案手法では原理的にはこ

のような任意性はなく，階層ベイズ構造からノ

イズレベルの推定も自然に組み込まれている．

( 2 ) 少なくとも本稿で検討した具体例においては，

FNN法による推定よりも安定した結果を示し

ている．

( 3 ) 最小埋め込み次元の推定が最終目的ではなく，

それに基づく時系列予測が目的の場合，提案手
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法ではそのまま予測に必要なスキームが含まれ

ているが FNN法自体にはそのような構造は用

意されていない．

( 4 ) アルゴリズム実装の単純さと計算時間では FNN

法が優れている．

遅延座標系への埋め込み（Delay Coordinate Em-

bedding）や FNN法はダイナミカルシステムの分野

ではよく知られた手法であるが，本稿の明快さを期す

ため各々 2 章，3 章で簡単に説明する．また，3 章で

は FNN 法と基本発想は同一であるが，FNN 法では

主観的に決められることの多い閾値を用いない AFN

（Averaged False Neighbors）法17),18) の説明を加え

る．4 章では本稿で提案する階層ベイズ的手法を説明

し，5 章で各手法の比較を行う．6 章は残された問題

点と今後の展望である．

2. 遅延座標系ヘの埋め込み（Delay Coor-
dinate Embedding）

非線形ダイナミカルシステム

�t+1 = F (�t), �t ∈ IRK (1)

とスカラー観測データ

xt = G(�t), xt ∈ IR (2)

を考えるとき，次が知られている19)：

ダイナミカルシステム (1)の不変集合 Y は，IRK の

開部分集合 U のコンパクト部分集合とし，Y の box

counting次元を d とする．このとき，

τ > 2d (3)

であれば，遅延座標系

�t := (xt, xt+1, . . . , xt+(τ−1)) ∈ IRτ (4)

と，�t ∈ Y との関係

�t = Φ(�t) (5)

は，ほとんどすべての滑らかな観測関数 G に対して

次を満たす．

( 1 ) Y 上で，1 : 1

( 2 ) Y 内の滑らかな多様体のコンパクト部分集合上

で，immersion☆.

図 1 に模式図を示す．

この結果から，少なくとも 2つの大切な事実が帰結

する．

(a) Φ が Y 上で 1 : 1 なので，適当なアルゴリズ

ムを準備すれば �t を用いて将来の値を予測で

きる．

(b) Y がカオス的アトラクタのとき一般に不安定多

☆ immersionは局所的な微分構造が保たれることを意味する．た
だし，( 2 ) については，周期点に関する若干の技術的条件が要
請されるが，省略する．

図 1 遅延座標系への埋め込みの模式図
［文献 22) より許可を得て転載］

Fig. 1 Delay coordinate embedding.

様体方向については滑らかなので，上記 ( 2 )か

ら微分構造が保たれ，したがって正の Lyapnov

指数20)を �t から計算することができる．安定

多様体方向は，典型的にはカントール構造を持

つので負の Lyapnov指数の計算は困難である．

上述の結果は離散ダイナミカルシステムに関するも

のであるが，連続ダイナミカルシステムの場合はサン

プリング間隔を η とし，

�t := (xt, xt+η, . . . , xt+(τ−1)η) (6)

を考えると，同様の結果が成立する．

上述の結果は，スカラー時系列データから非線形ダ

イナミカルシステムを再構成し，それに基づいた時系

列予測を遂行する際の，最重要基本原理の 1つといっ

てよいであろう．ただし次の点は注意するべきである：

( 1 ) 条件 τ > 2d は十分条件であって，必要条件で

はない．τ ≤ 2d でも埋め込み可能な場合は多

数ある．ここに最小値の推定問題が生じている．

( 2 ) この結果はダイナミクスおよび観測系にノイズ

がない場合に対するものであり，少なくとも著

者らが知る限りではノイズが含まれる場合の結

果は得られておらず，最先端研究課題である21)．

( 3 ) 与えられた {xt} からどのような間隔でサンプ
ルし，学習・予測に用いるか，はもう 1つの問

題である．これは離散系の場合にも，連続系の

場合にも付随する問題であり，後者に関してい

えば，式 (6)における η である．本稿の主たる

目的は τ の推定であり，5.2.5 項の例以外は τ

の推定のみを考察する．

3. False Nearest Neighbors（FNN）法

この手法16) の考え方は単純である．図 2 はノイズ

を含まない Rössler 系（後述）の x 座標から得られ
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(a) τ = 1 (b) τ = 2

(c) τ = 3

図 2 ノイズを含まない Rössler 系の遅延座標系への埋め込み
Fig. 2 Delay coordinate embedding for noiseless Rössler system.

た時系列を埋め込み次元 τ = 1～3の空間にプロット

したものである．τ = 2 の空間では，τ = 1 で近傍に

あった 2点 A，B間の距離が極端に増大している．ま

た，τ = 3の空間では，τ = 1，2で近傍にあった 2点

B，C間の距離が極端に増大している．このような関

係を「偽近傍」（False Neighbor）と呼ぶ．これに対

し，2点 C，D間の距離は τ = 1～3を通してあまり

増大していない．このような関係を「真近傍」（True

Neighbor）と呼ぶ．

「偽近傍」か「真近傍」かは埋め込み次元を上げた

ときの 2点間の距離の増加率が，あらかじめ決めてあ

る閾値 Rtol を超えるか否かによって判定する．前章

の埋め込み定理から，埋め込み次元 τ を徐々に上げて

いけばいつかは「偽近傍」が消失するはずであり，そ

の最小値を最小埋め込み次元と考える．

データを τ 次元遅延座標空間に埋め込んだとき，�t

と距離基準 Dτ (t, i) に関して最も近い点（最近傍点，

Nearest Neighbor）を �nτ (t) と書くことにする：

Dτ (t, i) = max
0≤m≤τ−1

|xt+m − xi+m| (7)

�nτ (t) = (xnτ (t), xnτ (t)+1, . . . , xnτ (t)+(τ−1))

(8)

nτ (t) = arg min
i

Dτ (t, i) (9)

�t，�nτ (t) の 2点を τ + 1 次元遅延座標空間に埋

め込んだときの距離は，

Dτ+1(t, nτ (t)) = max
0≤m≤τ

∣∣xt+m − xnτ (t)+m

∣∣
(10)

となる．Dτ (t, nτ (t))に比して Dτ+1(t, nτ (t))が極端

に大きいとき，�t と �nτ (t) は「偽最近傍点」（False

Nearest Neighbor）であると考える☆：

☆ 文献 16) の FNN 法では，Dτ (t, i) を

D
2
τ (t, i) =

τ−1∑
m=0

[xt+m − xi+m]
2

(11)

と定義し，基準 1 を[
D2

τ+1(t, nτ (t)) − D2
τ (t, nτ (t))

D2
τ (t, nτ (t))

] 1
2

> Rtol (12)

としているが，著者らの実験の限りでは式 (13)と式 (12) のど
ちらを用いても結果は同等であったので，記述を AFN 法と統
一するために本稿では式 (13) を用いる．
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［基準 1］

a(t, τ) =
Dτ+1(t, nτ (t))

Dτ (t, nτ (t))
> Rtol (13)

基準 1でデータが「完全に stochastic」か「高次元の

力学系から生成された」かを識別するのは困難であ

る．データが stochasticなときには deterministicな

ときと比してアトラクタが比較的大きいため，相当数

のデータがない場合には遅延座標空間でデータの密度

が小さくなって，Dτ (t, nτ (t))が大きな値となりやす

い．この場合，式 (13)の左辺の値が小さくなって，基

準 1では比較的小さな τ で遅延座標空間に埋め込ま

れているかのような様相を呈することがある．

�t，�nτ (t) の 2点は τ 次元遅延座標空間で最近傍

であるから，データがダイナミカルシステムから生成

されていて，τ が十分に大きければその 1ステップ先

の xt+τ と xnτ (t)+τ も十分に近い値となるはずであ

る．これに対してデータが stochasticな要素が強いと

きは xt+τ と xnτ (t)+τ は独立な値をとることが予想

される．この議論をもとに，新たな基準を用意する：

［基準 2］

b(t, τ) =

∣∣xt+τ − xnτ (t)+τ

∣∣
RA

> Atol (14)

ここで，RA はアトラクタの大きさを表す量であり，

たとえばデータの標準偏差を用いる．Atol はあらかじ

め決めてある閾値である．データが stochasticな要素

が強いのであれば基準 2を満たす点が相当数存在する

はずである．基準 1，2のいずれかを満たす点が偽最

近傍点（False Nearest Neighbor）であり，その数が

0になるような最小の次元が最小埋め込み次元であろ

う，というのがこの手法の考え方である．

データ中の偽最近傍点の割合 FNNP（False Near-

est Neighbors Percentage）は埋め込みがどの程度う

まくいっているかを示すと同時に，埋め込み次元を必

要以下にしたときのペナルティの情報も含んでいると

考えられる16)．

この手法は考え方も具体的アルゴリズムも確かに単

純であって，多くの例題においてうまく機能する．し

かし，それは「Rtol，Atol のふさわしい値が選ばれた

とき」であって，「Rtol，Atol をどのように推定する

か」に関しては特にアルゴリズムは提案されておらず，

ad hocといわざるをえない．特にデータにノイズが

含まれる場合はそのノイズレベルを考慮して閾値を選

択する必要が生じる．

一方，AFN（Averaged False Neighbors）法17),18)

の，基本発想は FNN法と同一であるが，「平均化」に

よって閾値 Rtol，Atol を用いずに判定を行う手法で

ある．

まず，式 (13)に対し，次式のように a(t, τ) の平均

値 Ea(τ) を定義する：

Ea(τ) =
1

N − τ + 1

N−τ∑
t=0

a(t, τ) (15)

τ の値を上げていき，埋め込みが成立すると Ea(τ)

の値はほとんど変化しなくなるであろう．そこで，基

準値 E1(τ) を次のように定義する：

［基準 A］

E1(τ) =
Ea(τ + 1)

Ea(τ)
(16)

埋め込み次元を上げていき，E1(τ)が 1に飽和したと

き，埋め込みが成立していると考える．

同様の考えに従って，式 (14)に対しても b(t, τ) の

平均値 Eb(τ)，基準値 E2(τ)を次のように定義する：

Eb(τ) =
1

N − τ + 1

N−τ∑
t=0

b(t, τ) (17)

［基準 B］

E2(τ) =
Eb(τ + 1)

Eb(τ)
(18)

データがたとえば白色雑音であれば，τ によらずに

E2(τ) ≡ 1 になるであろう．

AFN法は上記の基準 A，Bをあわせて埋め込みが

成立しているか否かを判定する．この手法は FNN法

で値の選択が問題となる閾値を用いずに判定を行い，

その意味でかなり客観的な評価基準であるといえる．

しかし noisyなデータに対しては，「埋め込みが成立

しているときは τ を変化させても Ea(τ)がほぼ一定

である」というこの手法の基本原理が成立するとは限

らないであろう．

次章で説明する提案手法は「階層ベイズ的」枠組

み2)∼15),22) から「モデル周辺尤度」を評価基準とし

て最小埋め込み次元を推定しようとするものである．

4. 階層ベイズ的手法

与えられた時系列 {xt}N
t=0 からその将来値を予測す

ることが目的の場合，何らかの関数系，たとえばパー

セプトロン，RBF（Radial Basis Function）などによ

り data fittingを行う手法と，必ずしも関数系を用い

ない手法がある．将来値の予測が目的ではなく，デー

タに内在する何らかの特徴の抽出のみが目的の場合は，

関数系で data fittingを行う必要はないであろう．

以下に略述する「階層ベイズ的」手法の最終目標は

予測であり，その重要ステップの 1つが最小埋め込み
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次元の推定である．

ベイズ統計的枠組みでは，未知パラメータの尤度

（ likelihood）と先験分布（prior）が与えられることで

問題が定式化される．本稿では，中間層素子数 h，出

力関数 1/(1 + e−u) の 3層パーセプトロンで学習・予

測を行うことを考える．入力数を τ とすると，これ

が埋め込み次元に相当する．パーセプトロン以外の関

数族でも同様に機能する．これらをモデル，あるいは

HypothesisH と表現する．
( 1 ) 尤度（ likelihood）：

P
(
{xt}N

t=τ , {xτ−1, . . . , x0} | �, β,H
)

:=

N−τ∏
t=0

1

ZD(β)

exp (−βED(xt+τ | xt+τ−1, . . . , xt;�))︸ ︷︷ ︸
noisy dynamics

× P (xτ−1, . . . , x0 | H)︸ ︷︷ ︸
initial state uncertainty

(19)

ED(xt+τ | xt+τ−1, . . . , xt;�)

:=
1

2
(xt+τ − f(xt+τ−1, . . . , xt;�))2 (20)

ただし f(·) は weightパラメータ � を持つパーセプ

トロン出力，β は不確定性レベル（未知），ZD(β)は

正規化定数である．

( 2 ) � の prior：

P (� | �,H) :=

C∏
c=1

1

ZW (αc)
exp(−αcEWc(�c))

Ewc(�c) :=
1

2
|| �c ||2 (21)

� は部分ベクトルに分割され，

� := (�1, . . . ,�C) (22)

対応する � はベクトル

� := (α1, . . . , αC) , αc ∈ IR (23)

である．各 exp(−αcEWc(�c))/ZW (αc) は，各 �c

がいかに分布しているかの先験情報である．

( 3 ) (�, β)そして Hの prior：P (�, β | H)，P (H)

説明

(i)時系列からダイナミカルシステムの再構成に基づ

いて予測を行う手法では，3つの不確定性が考えられ

る．第 1はシステム雑音，第 2はシステムの初期状態

の不確定性，そして第 3は観測雑音である．再構成・

予測手法により，困難さは異なるのは当然であるが，

カオス的ダイナミカルシステムが関与する場合，どの

不確定性も困難な問題と考えられる23)．本稿ではシス

テム雑音のみを考慮する．したがって，状態変数は誤

差なしで観測可能，そして，初期状態も観測可能と仮

定している．第 2，第 3の不確定性は今後の検討課題

である．

(ii)階層ベイズ的手法は単一の事前分布ではなく，ハ

イパーパラメータによってパラメータ付けされた事前

分布の族を考え，データにハイパーパラメータの分布

を語らせようとする手法である．パラメータ推定，ハ

イパーパラメータ推定，モデル比較に関して，各階層

の分母である「周辺尤度」P (D | �, β,H)，P (D | H)

により統一的に扱うのが要点の 1つである（図 3）．こ

こで D = {xt}N
t=0 である．原理としては周辺化を 2

回遂行すれば P (D | H) を得る．これを最大化する

H を選び，P (�, β | D,H) を最大化する (�, β)を計

算する．これを基に P (� | D,�, β,H) を最大化して

weight の事後モードを計算する．周辺化は一般に解

析表示不可能なので文字どおり思いきった近似が必要

である．

近似の第 1は，log P (� | D,�, β,H) の 2 次近似

である．すなわち，事後モード �MP において 2次関

数で近似して，周辺尤度 P (D | �, β,H) を計算する．

近似の第 2 は，ハイパーパラメータ事後分布

P (�, β | D,H) に関するものである．事後モード

(�MP , βMP )で鋭いピークを持つと仮定し，また，ハ

イパーパラメータの事前分布を一様と仮定し，

P (H | D) ∝ P (D | �MP , βMP ,H) (24)

を考える．

(iii) 具体的な計算の実装は次のようになる．まず

H を複数用意する．各々の H に対して，� に関

する P (� | D,�, β,H) の最大化と �，β に関す

る P (D | �, β,H) の最大化を交互に繰り返して

事後モード �MP，�MP，βMP を計算する．そし

て最終的に，P (D | H) が最大となる H，つまり
P (D | �MP , βMP ,H) が最大となる H を選択し，

Level 1：パラメータの事後分布

P (� | D,�, β,H)=
P (D | �, β,H) P (� | �,H)

P (D | �, β,H)

Level 2：ハイパーパラメータの事後分布

P (�, β | D,H)=
P (D | �, β,H) P (�, β | H)

P (D | H)

Level 3：モデルの事後分布

P (H | D)=
P (D | H) P (H)

P (D)

（H：モデル，�：荷重，�，β：ハイパーパラメー

タ，D：データ）

図 3 階層ベイズ構造
Fig. 3 Hierarchical Bayesian structure.
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それが P (H | D) の事後モード HMP と考える．そ

の埋め込み次元を最小埋め込み次元の推定値とする．

P (� | D,�, β,H) および P (D | �, β,H) の最大化

は，適当な適化手法，たとえば，共役勾配法を用いて

行う．計算は比較的重くなるが，この手法は後述する

問題でも，それ以外の問題12)∼15) でも機能する場合

は少なくない．

(iv) weightパラメータの次元，分割などについて述

べる．遅延座標値 {xt, xt−1, · · · , xt−τ+1}がパーセプ
トロン各入力層素子ごとに入力され，最初の座標 xt

から中間層素子への weight をまとめて �1 とする

（次元 h）．同様に，第 2 座標 xt−1 から中間層素子

への weightをまとめて �2 とする（次元 h）．以下

同様とすれば，τ 個の weightグループができる．ま

た，中間層素子のバイアス項を 1つのまとまりとして

考える．さらに，中間層素子から出力素子につながる

weightとそのバイアスを 1つにまとめると，あわせ

て C = τ + 2 個の weightグループができる．全体と

しての weight � の次元は，h(τ + 2) + 1 となる．各

weightのまとまりごとに，先験分布として平均 0，分

散 1/αc，{c = 1, · · · , τ + 2} の正規分布を仮定する．
たとえば，ある weightのまとまりに関する αc の事

後分布が狭い領域に大きな値で集中していれば，これ

はこの weightのまとまりが原点近くに集中しており，

対応する遅れ座標は予測に対する貢献度が低い，と考

える．実際，後述する数値実験ではこのような考えに

基づき，良好な結果が導かれる．このような考え方は

他の問題でも良好に機能している24)．

(v)具体的関数系（パーセプトロン）が指定されてい

るので，モデル H の自由度は埋め込み次元 τ と中間

層素子数 hである．モデルの priorが一様の場合，最

小埋め込み次元はモデル周辺尤度 P (D | H)が最大に

なるようなモデルを選択することにより推定される．

5. 階層ベイズ的手法と FNN法の比較

代表的なカオス系であるHenon系，Rössler系にシ

ステムノイズを加えた系から得られた 1 次元時系列

データ，および正規白色雑音 {xt}N
t=0 に対して FNN

法，AFN法，階層ベイズ的手法を適用し，最小埋め

込み次元を推定する．具体的には次のようにして得ら

れるデータを用いる：

( 1 ) Henon系

システムノイズを含む Henon系{
xt+1 = yt + 1 − ax2

t + µ1
t

yt+1 = bxt + µ2
t

(25)

(a) σ = 0

(b) σ = 0.02

図 4 Henon アトラクタ
Fig. 4 Henon attractor.

図 5 Rössler 系の遅延座標系への埋め込み（σ = 0.02）
Fig. 5 Delay coordinate embedding for Rössler system

(σ = 0.02).

a = 1.4，b = 0.2，µi
t ∼ i.i.d. N(0, σ2)，i = 1, 2

を考える．図 4 (a)は σ = 0（ノイズがない場合），同

図 (b)は σ = 0.02の場合の (xt, yt)–プロットである．

この系から得られた x 座標 {xt}N
t=0 を用いる．

( 2 ) Rössler系

図 5はシステムノイズ νi
t（i = 1～3）を含むRössler

系 


ẋ = −y − z + ν1
t

ẏ = x + ay + ν2
t

ż = bx − cz + xz + ν3
t

(26)

(a, b, c) = (0.36, 0.4, 4.5)

をステップ幅 δ の Runge-Kuttaで離散化して得られ
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(a)データ数 N = 300

(b)データ数 N = 30000

図 6 ノイズのない Henon 系（σ = 0）に対する FNNP および
E1(τ)，E2(τ)

Fig. 6 FNNP and E1(τ), E2(τ) for noiseless Henon

system (σ = 0).

るダイナミカルシステム


x(t+1)δ = f(xtδ, ytδ, ztδ) + ν1
tδ

y(t+1)δ = g(xtδ, ytδ, ztδ) + ν2
tδ

z(t+1)δ = h(xtδ, ytδ, ztδ) + ν3
tδ

(27)

νi
tδ ∼ i .i .d . N(0, σ2), i = 1, 2, 3

の時系列 {xtδη} を τ = 3 の遅延座標空間に埋め込

んだものである．ここに，δ = 0.01 は Runge-Kutta

ステップサイズ，したがって δη はサンプリング間隔

を意味している（η = 70，σ = 0.02）．既出の図 2

は σ = 0 の場合である．この系から得られた x 座標

{xt}N
t=0 を用いる．

( 3 ) 正規白色雑音

xt ∼ i.i.d.N (0,1) (28)

から得られたデータ {xt}N
t=0 を用いる．

5.1 FNN法，AFN法

FNN 法では 2 つの閾値 Rtol，Atol をあらかじめ

選択する必要があるが，16)では経験的に適切な値とし

て Atol = 2.0 を用いており，著者らが行った実験の

限りでも Atol の選択はデータの種類にはほぼ依存せ

ず，Atol = 1.5～2.5 程度で基準 2（式 (14)）は良好

(a)データ数 N = 300

(b)データ数 N = 5000

(c)データ数 N = 30000

図 7 Noisy な Henon 系（σ = 0.02）に対する FNNP および
E1(τ)，E2(τ)

Fig. 7 FNNP and E1(τ), E2(τ) for noisy Henon system

(σ = 0.02).

に機能した．したがって本稿では Atol = 2.0 に固定

して Rtol のみを変化させ，Rtol の選択が結果に与え

る影響を調べた．また，同じデータに対して AFN法

も適用した．

5.1.1 Henon系

図 6，図 7はそれぞれ σ = 0，0.02のHenon系から

得られたデータ {xt}N
t=0に対して FNN法，AFN法を

適用したものである．ノイズを含まない場合（σ = 0，

図 6），FNN法ではデータ数，閾値 Rtol の値によら

ずに FNNPが埋め込み次元 τ = 2で 0に飽和してお

り，最小埋め込み次元は 2と推定される．
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(a)データ数 N = 500

(b)データ数 N = 5000

(c)データ数 N = 30000

図 8 ノイズのない Rössler 系（σ = 0）に対する FNNP および
E1(τ)，E2(τ)

Fig. 8 FNNP and E1(τ), E2(τ) for noiseless Rössler

system (σ = 0).

AFNでもデータ数によらずに E1は τ = 2で 1に

飽和しており，最小埋め込み次元は 2と推定される．

σ = 0 のときの最小埋め込み次元は式 (25)より解析

的に 2であることが示せ，FNN法，AFN法による推

定結果と一致している．

noisyな信号の場合（σ = 0.02，図 7），FNN法は

FNNPがデータ数，閾値 Rtol の値に大きく依存して

おり，Rtol の適切な値の選択は困難で，かなり主観

的に Rtol を選択しないと機能しないように思われる．

また，AFN法ではノイズの影響で埋め込み次元 τ ≤ 7

では E1 が 1に飽和していない．

(a)データ数 N = 500

(b)データ数 N = 5000

(c)データ数 N = 30000

図 9 Noisy な Rössler 系（σ = 0.02）に対する FNNP および
E1(τ)，E2(τ)

Fig. 9 FNNP and E1(τ), E2(τ) for noisy Rössler system

(σ = 0.02).

5.1.2 Rössler系

図 8，図 9はそれぞれ σ = 0，0.02の Rössler系か

ら得られたデータ {xt}N
t=0に対して FNN法，AFN法

を適用したものである．ノイズを含まない場合（σ = 0，

図 8），FNN法はデータが少ないとき（N = 500）は

τ = 2 で FNNPがほぼ 0となっているが，データが

多いとき（N = 30000）は τ = 3 で FNNPが 0と

なっている．図 2 (b)よりRössler系は実際には τ = 2

では埋め込みが成立しないことは明らかであり，FNN

法はかなり多くのデータが必要であると推察される．

また，データ数を考慮して閾値を選択する必要がある．
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(a)データ数 N = 300

(b)データ数 N = 30000

図 10 正規白色雑音 i.i.d.N(0, 1) に対する FNNP および
E1(τ)，E2(τ)

Fig. 10 FNNP and E1(τ), E2(τ) for gaussian white

noise.

AFN法では E1が 1に飽和したときに埋め込みが

成立していると考えるが，図 8から最小埋め込み次元

を 3～5のどの次元と考えるかは主観的判断が必要で

ある．

noisyな信号の場合（σ = 0.02，図 9）は Henon系

の場合と同様に FNN 法，AFN 法ともに最小埋め込

み次元の推定が困難である．

5.1.3 正規白色雑音

図 10 は式 (28)の正規白色雑音 {xt}N
t=0 に対して

FNN法，AFN法を適用したものである．FNN法で

は τ を上げても FNNPは 0にはならない．AFN法で

は τ によらずに E2(τ) = 1 になっている．したがっ

て，FNN法，AFN法ともに白色雑音と deterministic

な信号を識別できているといえる．

5.2 階層ベイズ的手法

5.2.1 noisyな Henon系（σ = 0.02）

図 11は σ = 0.02の Henon系から得られたデータ

{xt}100
t=0 に対して 4章で述べたアルゴリズムを適用し，

埋め込み次元 τ，中間層素子数 hに対してハイパーパ

ラメータ対数周辺尤度 log P (D | �MP, βMP,H) をプ

ロットしたものである．(τ, h) = (2, 2) で log P (D |

図 11 ハイパーパラメータ対数周辺尤度（σ = 0.02 の Henon

系，データ数 N = 100）
Fig. 11 log P (D | αMP, βMP,H) against τ and h for

Henon system with σ = 0.02, N = 100.

図 12 各遅延座標に対応する EWc（σ = 0.02 の Henon 系，
データ数 N = 100）

Fig. 12 EWc against each delay coordinate for Henon

system with σ = 0.02, N = 100.

�MP, βMP,H) は最大となり以後は飽和しており，最

小埋め込み次元は 2と推定される．

図 12は各モデルに関して各遅延座標につながる事

後モード �MP における二乗和 EWc = 1
2
||�cMP ||2

をプロットしたものである．事後モード �MP の計

算は前述のように，共役勾配法を用いている．Monte

Carloも可能であるが，これについては別の論文で報

告する予定である．図 12はスケールの都合上，xt に

対応するプロットの大部分がグラフの上にはみ出して

いる．複数プロットはモデル（遅延座標の数と中間層

素子数）が複数あることによる．xt−i, i ≥ 2につなが

る荷重はほぼ完全に 0になっており，埋め込み次元は

2で十分であるという推定結果を裏付けている．

また，データを作成する際の初期値，つまり式 (25)

の (x0, y0) を 20種類用意し，その各々に対して同様

の手法で最小埋め込み次元の推定を行った．すべての

データセットに対して図 11 と同様に (τ, h) = (2, 2)

でハイパーパラメータ対数周辺尤度がほぼ飽和してい

ることが確認された．ハイパーパラメータ対数周辺尤

度が最大となる埋め込み次元のヒストグラムを図 13

に示す．3つのデータセットに対しては埋め込み次元

が 2よりも大きい場合に周辺尤度が最大となったが，
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図 13 Henon 系のデータセットを 20 セット用意して階層ベイズ
的手法を適用したときの，ハイパーパラメータ対数周辺尤度
が最大となる埋め込み次元のヒストグラム

Fig. 13 Histogram of embedding dimensions with maxi-

mum hyperparameter marginal likelihood for 20

different data sets of the Henon system.

図 14 ハイパーパラメータ対数周辺尤度（σ = 0.02 の Rössler

系，データ数 N = 500）
Fig. 14 log P (D | αMP, βMP,H) against τ and h for

Rössler system with σ = 0.02, N = 500.

そのモデルでは xt−i, i ≥ 2 の入力につながる荷重は

ほぼ 0であることが確認できた．したがって，すべて

のデータセットに対して最小埋め込み次元が 2と推定

されたと考えることができ，周辺尤度の評価と荷重値

の評価を組み合わせて推定を行うことの有効性を示し

ている．

5.2.2 noisyな Rössler系（σ = 0.02）

図 14 は σ = 0.02 の Rössler系から得られたデー

タ {xt}500
t=0 に対して 4 章で述べたアルゴリズムを適

用し，埋め込み次元 τ，中間層素子数 h に対してハ

イパーパラメータ対数周辺尤度をプロットしたもので

ある．(τ, h) = (4, 5) で周辺尤度は最大となりそれ以

後は各々ほぼ飽和していると考えられ，最小埋め込み

次元は 4と推定される．

図 15は各遅延座標系につながる荷重の二乗和 EWc

をプロットしたものである．x(t−i)δη, i ≥ 4 につなが

る荷重は極端に小さく推定されており，埋め込み次元

は 4で十分であるという推定結果を裏付けている．

また，上述の Henon 系と同様に複数のデータセッ

トを準備した．式 (27)の (x0, y0) を 20種類用意し，

その各々に対して同様の手法で最小埋め込み次元の推

図 15 各遅延座標に対応する EWc（σ = 0.02 の Rössler 系，
データ数 N = 500）

Fig. 15 EWc against each delay coordinate for Rössler

system with σ = 0.02, N = 500.

図 16 Rössler 系のデータセットを 20 セット用意して階層ベイズ
的手法を適用したときの，ハイパーパラメータ対数周辺尤度
が最大となる埋め込み次元のヒストグラム

Fig. 16 Histogram of embedding dimensions with maxi-

mum hyperparameter marginal likelihood for 20

different data sets of the Rössler system.

定を行った．ハイパーパラメータ対数周辺尤度が最大

となる埋め込み次元のヒストグラムを図 16 に示す．

階層ベイズ的手法は計算時間は長いが（FNN 法，

AFN法の 100倍程度），データがノイズを含み，デー

タ数が少ない場合でも最小埋め込み次元が良好に推定

されていると思われる．

5.2.3 正規白色雑音

図 17 は式 (28)の正規白色雑音 {xt}500
t=0 に対して

4 章のアルゴリズムを適用し，各遅延座標系につな

がる荷重の二乗和 EWc をプロットしたものである．

すべての遅延座標につながる荷重が 0になっており，

xt+1 は xt, xt−1, ..., xt−τ+1 とは独立である可能性が

高いことが分かる．したがって，階層ベイズ的手法で

は deterministicな信号と白色雑音の識別が可能であ

るといえる．

5.2.4 階層ベイズ的手法の限界

データ数が少なくなっていった場合，提案手法がど

の程度うまく働くかを調べるのは興味深いことであろ

う．図 18は，5.2.1 項で行った Henon系の実験に対
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図 17 各遅延座標に対応する EWc（正規白色雑音）
Fig. 17 EWc against each delay coordinate (gaussian

white noise).

 
 

 
 

  

 

 

 

 

 
 

図 18 ハイパーパラメータ対数周辺尤度（σ = 0.08 の Henon

系，データ数 N = 50）
Fig. 18 log P (D | αMP, βMP,H) against τ and h for

Henon system with σ = 0.08, N = 50.

 

図 19 各遅延座標に対応する EWc（σ = 0.08 の Henon 系，
データ数 N = 50）

Fig. 19 EWc against each delay coordinate for Henon

system with σ = 0.08, N = 50.

してデータ数をさらに少なくし，σ = 0.08 の場合，

Henon系から得られたデータ {xt}50
t=0 に対して 4 章

のアルゴリズムを適用してモデル周辺尤度をプロット

したものである．この場合でも推定アルゴリズムは機

能しているように思われる．図 19は各遅延座標に接

続している荷重の二乗和をプロットしたものである．

次に，σ = 0.08 は同様とし，データ数を 20 点と

した場合を調べた．周辺尤度は計算不能となり，重み

二乗和は，図 20 で示されたようになり，すべての遅

延座標につながる荷重が 0となった．これは 5.2.3 項

の正規白色雑音に対するものと同様の結果となってい

る．アルゴリズムの限界を示すものと思われる．

 

図 20 各遅延座標に対応する EWc（σ = 0.08 の Henon 系，
データ数 N = 20）

Fig. 20 EWc against each delay coordinate for Henon

system with σ = 0.08, N = 20.

図 21 xt = sin(xt−4π) + µt から得られるデータの
(xt, xt−4) の遅延座標空間でのプロット

Fig. 21 Delay coordinate plot (xt, xt−4) from

xt = sin(xt−4π) + µt.

5.2.5 サンプリング間隔の考察

上述の例ではサンプリング間隔が既知とし，最小埋

め込み次元の推定のみを行った．次に述べる例は単純

ではあるが，サンプリング間隔の考察も必要とする問

題である．提案手法が機能することを述べる．

離散ダイナミカルシステム

xt = sin(xt−4π) + µt (29)

µt ∼ i.i.d.N (0, 0.52)

から得られる時系列データ {xt}N
t=0 を (xt, xt−4)空間

にプロットすると図 21 のようになる．

図 22 はデータ数 N = 200，時間遅れの大きさを

1，埋め込み次元 τ = 4 として 4節で説明した階層ベ

イズ的手法を適用し，各遅延座標につながる荷重の二

乗和をプロットしたものである．xt，xt−1，xt−2 の

座標につながる荷重はほぼ 0になっており，時間遅れ

の大きさを 4とすれば最小埋め込み次元は 1になるこ

とを意味している．

各遅延座標につながる荷重の値を評価することで埋

め込み次元と時間遅れの大きさの選択が可能であり，

階層ベイズ的手法には図 3の階層構造の中に自動的に

埋め込み次元と時間遅れの大きさの選択を行うような
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図 22 各遅延座標に対応する EWc（xt = sin(xt−4π) + µt）
Fig. 22 Squared weight norm associated with each delay

coordinate for xt = sin(xt−4π) + µt.

構造が用意されていると考えられる．

6. ま と め

Henon系，Rössler系の x–時系列から階層ベイズ的

手法，FNN法，AFN法の各手法で最小埋め込み次元

を推定した．FNN法は原理の簡易さ，計算時間におい

て優れているが，特にデータがノイズを含む場合「閾

値をどのようにして決定するのか」という根本問題が

あり，客観的な決定は困難である．AFN法では閾値を

用いずに最小埋め込み次元の推定を行い，その意味で

客観的な基準であるといえるが，noisyなデータの最

小埋め込み次元を推定することは困難である．階層ベ

イズ的手法では現れるパラメータはすべてデータに語

らせることを基本原理としており，FNN法での問題

が克服されているといえる．また，FNN法，AFN法

と比してノイズに対して頑健であると推察される．文

献 16)に指摘されているように，大きなノイズを含む

データに FNN法を用いるときは何らかのフィルタを

用いてノイズを軽減させる必要があり，これは AFN

法でも同様である．

FNN法，AFN法は計算時間が非常に短く，最小埋

め込み次元の目安を推定するには強力な手法である．

階層ベイズ的手法は FNN 法，AFN 法と比して計算

時間は長いが，データ数が少ない場合でも安定して埋

め込み次元を推定できると同時に，ダイナミカルシス

テム再構成・時系列予測までを一貫して行うことが可

能である．したがって FNN法，あるいは AFN法で

最小埋め込み次元の目安を推定し，その結果をふまえ

て階層ベイズ的手法で最小埋め込み次元の推定・時系

列予測などを行うことは有効な手法であろう．

推定モデルの複雑さに関して，MDL原理がある．こ

の枠組みでは事象の生起確率の代わりに，メッセージ

を誤りなく転送するために必要なビット長を考察する．

単純化していえば，確率モデルの事象 X に関して，

L(X) = − log2 P (X) (30)

で定義される量に注目する．モデル選択について考え

るため，どのモデル Hを用いるかを宣言するメッセー
ジと，このモデル H を用いてデータ D を転送する

ことを考える．これは，次のようなメッセージ長を定

義する：

L(D,H) = L(H) + L(D | H) (31)

異なるモデル H に対するメッセージ長 L(H) はモ

デルの prior（先験情報）を定義し，L(D | H) はモ

デル周辺尤度 P (D | H) に対応する．パラメータ数

の少ないモデル H はモデルに関するメッセージ長は
短いが，データフィットの度合いが低いため，データ

長が増加する．一方，データ長が短くてすむようにす

ると，パラメータ数が多いモデルを用いる必要が生じ

る．両者の兼ね合いから，最もふさわしい複雑度を持

つモデルを選択することができるであろう．このよう

に，本稿で述べたベイズ的手法は，基本的に MDL原

理との対応付けが可能である．

メッセージを送る際の精度の問題があるが，これに

関してはここではこれ以上触れないほうが賢明と思わ

れる．

残された問題としては，次のようなものがある：

( 1 ) モデル周辺尤度 P (D | H) の計算に対する近

似式 (24)が働かない場合，いかにして計算す

るか．

( 2 ) 4 章の定式化はシステムノイズのみを考慮して

いる．観測ノイズを含めた定式化はカオスの初

期値依存性のために技術的にきわめて困難であ

るが，非常に興味深い問題である．

( 3 ) もともと Takens埋めこみ定理の理論的背景は，

ダイナミカルシステム全体を記述する関数空間

における埋めこみ写像の，適当な位相に関する

genericity（開，かつ稠密な集合）に基づくも

のである．文献 21)は確率的ダイナミカルシス

テムに対応する埋め込み定理を，このような考

え方の延長線上でとらえている．当然であるが

確率過程全体を記述する空間に何らかの位相的

概念を持ちこみ，そこで genericityを考える必

要がある．本稿で扱っているモデルや関連する

多くの論文で使用されているモデルに対して厳

密に文献 21)の定理 6あるいは定理 7が適用

されるわけではない．理由は，ノイズ過程の標

本を 1つ固定するごとに埋め込み写像が存在す

ることが保証されているのであって，ノイズへ

の滑らかな依存性は保証されていないからであ

る．本稿の結果を含め，いくつかの数値実験結
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果は理論家に対して興味深いチャレンジを提起

しているといってよいであろう．

謝辞 2人の査読者から建設的コメントを多数いた

だき，論文の趣旨をより明確にすることができた．
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