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概 要
本研究では，従来数式で記述されている初等力学の教科書を，

プログラミング言語で書き換えることを目標としている．これ

が可能であれば，力学の諸概念を柔軟に表現できる上，数式で

は扱えないダイナミクスを計算により取り扱うことができる．

しかし，数式の代わりにプログラミング言語を用いるためには，

知識体系の整理が必要であり，ここでは，ニュートン力学に対

する公理系と推論の規則を ������言語で与える．

� はじめに
物理現象をアルゴリズムにより表現することは，もと

より広く行われている．しかし，それはほとんど数式モ

デルに基づき計算を行うということであって，プログラ

ミング言語を数式の代替にすることではない．数少ない

例として，����������	らは，�
����言語を用いて解

析力学の体系を記述し，これを用いてＭＩＴで力学の講

義を行っている 
��．本稿では，初等力学 �質点系のニュー

トン力学�を対象にその公理系を ������を用いて表現す

ることを試みる．

周知のように，質点系の力学の法則は �������	の「プ

リンピキア」で与えられたとされているが，現在の運動

方程式による形は�����	から ���年後，�������によっ

て，微積分学の確立とともに与えられたようである 
���

しかしながら，初等力学では，力の因果的定義など，微

分方程式に還元されることにより隠蔽されてしまった直

観的知識が多く含まれるので，�����の定式化は知識の

体系としては不十分であると考えられる．単に質点の軌

道を計算するだけでなく，その幾何学的性質や保存量な

どに対する知識ベースの構築を視野に入れると，質点の

力学に対する論理的な知識構造をまず用意することが必

要である．

� 力学の公理系
力学の公理系は，古くから多くの研究が行われており，

��������による質点の力学に関する公理系が代表的なも

のである．
 �．これらは，�������の微分方程式による

体系を論理式により再構築したものに過ぎず，衝撃力が

扱えないこと，観測に対する考察が全くなされていない

ことなど，多くの点で不十分である．他方，運動のプロ

セスを計算過程として記述する立場からは，差分スキー

マを用いた離散的な力学系として公理化を行うことが考

えられる 
!�．この場合，たとえばエネルギーなどの保存

量が素朴な差分スキーマでは不変にはならないといった

問題がある．本研究では，観測によっては区別されない

非標準の量 �無限小�を導入し，これに基づいて離散化さ

れた力学の公理系を与える．

��� 観測命題
一般に観測命題は集合族 � " �� � � � を決めて，物

理量 �に対し，� � �の形で与えられる．�の性質によっ
て，対応する論理 �例えば，第１階述語論理であるか否

か�が決まる．ここでは，これと異なり，物理量 �� �に対

し述語 � � �を導入する．� � �は �� �が観測によって
は区別されないとき真である命題である．従って，����

を任意の標準的な物理プロセス �観測装置�としたとき，

� � � � ���� � ����が成り立つ．従って，� � � なら
ば �� � � �# すなわち，�� �は実質的には無限小であ
る 
$�．

��� �����	
���の公理系
� を質点の集合，�	
��� �% ��� 
����� �% ��をそれぞれ質

点 �が時刻 �に於いて �の位置にあり，速度が �である

ことを示す述語とする．�� �は３次元ベクトルである．

すなわち，時刻 �における質点 �の位置を �����とする

とき，�	
��� �% �� � ���� � ��
また，������ �� �% ��� ������ �% ��を時刻 �に質点 �から

�に内力 �が働いていること，および質点 �に外力 �が

働いていることを表す述語とする．さらに，� を単位時

間を表す定数とする．普通は � � �である．以下では，

言語 	��� � % �	
� 
��� ���� ������"�を用いる．但し，等

号"はその両辺が相互に常に置き換え可能であることを

意味しており，定義に用いる．

質点系の運動学の公理系を言語	において以下のように
与える．

&�' �	
��� �% �� '( �	
��� �% �� ��� 
����� 
% ��� � " �) 
� #

&�' �	
��� �% �� �� '( �	
��� �% ��� 
����� 
% ��� � " �� 
� �
��
 ���	����の公理系
*+	��,
�の公理として�����	の第 �#第  法則を与

える．

*�' ������ ���� % �� '( ������ �� � % ��#
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ここで，
は外積であり，*�は作用，反作用の力が，�� �

を結ぶ線上で働くことを示している．

* � 
����� �% �� '( 
����� �% �� ��� ����� � % ���
����� �� " �� �

ここで ����� � % �� は �に働く力の総和である# すなわち#

����� � % �� '( ������ ��� ��% ��� ������ �% ���

� " �� ) �� ) � � �) ��
質点の位置については連続性

� � � � ���� � ���� ��
を仮定する．速度は必ずしも連続ではない．この点で

�����の公理系より一般な体系である

��� 運動量保存則
すべての � � � について，������ �% ��がなりたつシス
テムは孤立系と呼ばれる．孤立系では，運動量は保存さ

れる� 例えば，� " ��� ��とすると，

����� ��% �� '( 
����� 
�% �� ������� " ��
� ) ����


����� ��% �� '( 
����� 
�% �� ������� " ��
� ) ����

作用反作用の法則より，��� " ���� であるから，
���� )���� " ��
� )��
��

��� 
�	���
���

質点の軌道は，各時点における位置座標のリストであ

る．すなわち，

������� 
��% �� '( �	
��� �% ���� � � ��#
������� 
����% �� '( �	
��� �% ��� ������� �% �� ���

� 例

�� 自由落下
１個の質点の自由落下運動を考える．すなわち

� " ���� -�
�は外力 ���������% �� および初期条件
�	
��� �% ���� 
����� �% ���である．また，運動方程式は，


����� �% �� '( 
����� 
% �� ��� � " 
 � �� %
で与えられる� 質点 �のエネルギー関数 ������ �% ��を

������ �% �� '( 
����� �% ��� �	
��� �% ��� �	
��� �% � � ���
� " ��� ) ���) ��

により定義する� エネルギーの保存は時間対称性に依存

するので，�% �を �と � の対称式とすることにより，差

分方程式の保存量になる 
.�� 実際，�	
��� �% �� ���とす

ると，����� ���� �� " ���� � 
�� ) ���� ��
" ��� �������
 ) ����� " �

従って，問い合わせ /( �	
��� �% ���� �	
��� 
% ��に対して

即座に 
 � 

���が得られる．


�� 面積速度一定の定理
定点 �に向かう一定の大きさの求心力が働く場で，質

点が描く軌跡（図 �）を考える．一定の単位時間 � の間隔

で移動する質点の軌跡を � � � � � �  とする．ま

た求心力は各点で離散的に変化するものとし．簡単のた
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図 �' 面積定理

め質量は� " �とする．点�における�に向かう求心力

を !"，�から�への移動の速度を !
，�から�への移動

の速度を!
�とすると，!
� " !"�)!
から���
�� " �!"�)!
��

となる．これらから，
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�
�
� � ���� " ���� となる．

同様の方法で���� " ���� " ��� " � � �となる
ことがいえるので，� を頂点とする三角形の面積は一定

となることがわかる．

質点 � " ���があるとし，� を原点にとる．時刻 ��
で質点は点 �にある（下記）とする．

'( �

�����	
��� �% ���� 
����� 
% ����#

このとき問い合わせ

/( �	
��� �% ���� 
����� 
% ���� ������ " % �� ) ���
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によりただちに面積速度が一定であることが証明できる．
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