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概 要

本発表は，修正不完全コレスキー分解とマルチ
パラメータ修正不完全コレスキー分解との比較を
行い，数値実験によりその有効性を示す．

1 はじめに

不完全コレスキー分解 (IC分解)[1]は，共役勾
配法 (CG法)に対する前処理として広く使用され
ており，大規模な正定値対称行列を係数行列とす
る連立１次方程式を解く際の重要な前処理と考え
られている．前処理行列は，係数行列と似た性質
のものが適しており，係数行列の固有値分布を改
善し，CG法の収束を改善する手法である．しか
し，完全なコレスキー分解を前処理として用いる
と，fill-inが起こることで，分解後の行列が密行
列となり，計算量が増える．そのため，fill-inを棄
却し，計算量を節約するために IC分解が用いら
れている．
本稿では，最初に IC分解について報告し，次

に，従来のHuangら [2]によるMIC分解とYong

ら [3]によるマルチパラメータMIC分解について
述べる．最後に，数値実験の結果について述べ，マ
ルチパラメータMIC分解の有効性を示す．

2 不完全コレスキー分解

最初に，コレスキー分解について簡単に述べる．
コレスキー分解は，n×nの正定値対称行列Aを，
下三角行列 Lとその転置行列 LT の積に分解する
ことである．

A = LLT (1)

よって，コレスキー分解を行うと，分解後の行列
において，元の行列 Aで要素が 0であった所に，
非ゼロ要素が入ることがある．これを fill-inが起
こるという．fill-inが起こることで，行列Lは密行
列となることがある．これを避けるために，コレ

スキー分解に fill-inの棄却についての条件を加え
た IC分解について考える．IC分解において，行
列Aは

A = LLT +R (2)

と分解される．ただし，RはAと IC分解の差を表
す行列である．基本的な IC分解では，aij = 0 ⇒
lij = 0という条件下でコレスキー分解を行う．こ
の条件下では，fill-inは全て棄却され，行列A，L
は同じ疎なパターンを持つ．しかしこの IC分解
では，AとLLT が大きく異なり，前処理行列とし
て機能しないことがある．

3 修正不完全コレスキー分解

3.1 従来の修正不完全コレスキー分解

MIC分解では，fill-inの棄却を二段階で行うこ
とになる．まず，droppingによる棄却を行い，次
に，現在計算している列の各要素の絶対値を取り，
値の大きな要素から順に指定した要素数を残し，
残りの要素を棄却することで fill-inのコントロー
ルを行う．MIC分解のアルゴリズムは以下のよう
に表せる．

［修正不完全コレスキー分解 MIC(p, τ)］
1. for j = 1, · · · , n
2. ljj =

√
ajj

3. w1:j = 0, wj+1:n = aj+1:n,j

4. for k = 1, · · · , j − 1

5. for i = j + 1, · · · , n
6. wi = wi − likljk

7. end for

8. end for

9. for i = j + 1, · · · , n
10. wi = wi/ljj

11. end for

12. τj = τ∥w∥2
13. for i = j + 1, · · · , n
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14. wi = 0 when |wi| < τj

15. end for

16. An integer array I = (ik)k=1,··· ,pcontains

indices of the first largest p entries of |wi|, i =

j + 1, · · · , n
17. for k = 1, · · · , p
18. likj = wik

19. end for

20. for i = j + 1, · · · , n
21. aii = aii − l2ij
22. end for

23.end for

アルゴリズム中のパラメータ p，τ はそれぞれ，各
列の最大の非ゼロ要素数，droppingの閾値を決定
している．

3.2 マルチパラメータMIC分解

MIC分解では各列の要素数を決定するパラメー
タ pは一定であったが，パラメータ pを列ごとに
変更する手法について述べる．この手法では，計
算中の列の要素のノルムと計算済みの列の要素の
ノルムの平均を比較し，各列の要素数を決定する．
行列 Lの j 列目の非ゼロ要素数を qとすると，q

を以下のように定める．

q =

max(pmin, p+
[
c log10

∥lj∥
gj

]
) (∥lj∥ < gj)

min(pmax, p+
[
c log10

∥lj∥
gj

]
) (∥lj∥ ≥ gj)

ただし，cは qの変化の割合に関するパラメータ
で，pmin，pmaxもパラメータで，pmin ≤ q ≤ pmax

を満たす．さらに，次式が成立する．

gj =

(
j∑

k=1

∥lk∥2

)
/j　 (j = 1, · · · , n)

上記のステップを追加し，各列毎に非ゼロ要素
数を決定するMIC分解をマルチパラメータMIC

分解という．マルチパラメータMIC分解の利点は，
MIC分解よりも非ゼロ要素数を少なくし，PCG

法での計算を高速化出来る点である．MIC分解と
マルチパラメータMIC分解による下三角行列を
それぞれL，L̃とする．この時，L，L̃の非ゼロ要
素数はそれぞれ

nnz(L) ≈ np

nnz(L̃) ≈ np+

n∑
j=1

[
c log10

∥lj∥
gj

]

表 1: 非ゼロ要素数の比較
行列名 p MIC マルチパラメータ
bcsstk14 80 126276 124231

s2rmt3m1r 160 603696 602640

となる．ここで，関数 f(x) = log10 xについて考え
る．この関数の傾きは，xが増加するにつれ減少す
る．よって，∥lj∥/gj(j = 1, · · · , n)が 1に関して対

称な分布であると仮定すると，
∑[

c log10
∥lj∥
gj

]
<

0となり，nnz(L) > nnz(L̃)となる．

4 数値実験

数値実験として，MIC分解とマルチパラメータ
MIC分解を行い，それぞれの行列Lの非ゼロ要素
数を比較した結果を表 1に示した．ただし，パラ
メータは以下のように設定した．pmin = p − 30，
pmax = p+ 30，c = 6，τ = 10−6．これらの結果
から，確かに非ゼロ要素数を減少出来ていること
が分かる．分解時間，PCG法の反復回数，実行時
間については当日の発表で報告する．

5 おわりに

本発表では，マルチパラメータMIC分解を提
案し，その有効性について考察した．適切なパラ
メータは，係数行列の性質に依存しており，一般
性の高いパラメータの設定法を考案するのが今後
の課題である．また，異なる非ゼロ要素数の変化
方法，非対称行列に対する応用などについても検
討する．
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