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次数制約のあるグラフ有向化問題の計算複雑さについて

朝廣 雄一1,a) ジャンソン ジェスパー2,b) 宮野 英次3,c) 小野 廣隆4,d)

概要：無向グラフに対するオリエンテーション（グラフ有向化）とは，各辺に対して向き付けを行うことで
ある．オリエンテーションによる結果として得られる有向グラフにおいて，各頂点の出次数が事前に指定

された下界あるいは上界を満たす場合に，それを次数制約オリエンテーションと呼ぶ．本稿では，次数制

約オリエンテーションを求める問題の一種である，2つのお互いに関連するMin W -Light 問題とMax

W -Heavy問題について考える．任意の固定された非負整数W に対して，Min W -Light（または Max

W -Heavy）問題は，入力された無向グラフ G のオリエンテーションのうち，出次数 W 以下（または W

以上）の頂点数を最小化（または最大化）するものを発見することを目的とする．これらの問題の計算複

雑さは W の値によって変化する．本稿では，これらの問題の計算複雑さ（主に近似可能性）に関するいく

つかの結果を示す．

1. はじめに

無向グラフ G = (V,E) を考える．G の頂点集合と辺

集合をそれぞれ V (G)と E(G)で表す．グラフ Gのオリ
エンテーションとは，各無向辺 {u, v} ∈ E(G) に対して，

2 種類の向き付け (u, v) と (v, u) のどちらかを割り当て

る関数である．グラフ G = (V,E)のオリエンテーション

Λ に対して，Λ(E) =
⋃

e∈E{Λ(e)} と定義し，Λ(G) が，

Λを Gに適用して得られる有向グラフ (V,Λ(E))を表す.

任意の頂点 u ∈ V に対して u の Λ における出次数を
d+Λ (u) = |{(u, v) : (u, v) ∈ Λ(E)}|，すなわち，Λ(G)中で

uから出ている辺の数と定義する．任意の非負整数W と

グラフGのオリエンテーション Λに対して，Λ(G) 中で頂

点 uの出次数 d+Λ (u)が d+Λ (u) ≤ W である時，uはW -light

であると言い，また d+Λ(u) ≥ W である時にはW -heavy

であると言う．任意の U ⊆ V について，U の全ての頂点

が W -light（または W -heavy）であるとき，U はW -light

（またはW -heavy）であると言う．完全グラフのオリエン

テーションに関して，以下の結果が知られている．

主張 1 ([3]) 完全グラフ K2W+1 には，すべての頂点の
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出次数と入次数がちょうどW になるようなオリエンテー

ションがある．

著者らの論文 [2] において，4 つの組合せ最適化問

題 Max W -Light，Min W -Light，Max W -Heavy，

Min W -Heavy が考えられている．各問題の入力は無

向グラフ G = (V,E) であり，目的は以下の条件を満

たす G のオリエンテーション Λ を求めることである：
Max W -Light:

∣

∣{u ∈ V : d+Λ(u) ≤ W}
∣

∣が最大

Min W -Light:
∣

∣{u ∈ V : d+Λ(u) ≤ W}
∣

∣が最小

Max W -Heavy:
∣

∣{u ∈ V : d+Λ(u) ≥ W}
∣

∣が最大

Min W -Heavy:
∣

∣{u ∈ V : d+Λ(u) ≥ W}
∣

∣が最小
入力グラフ Gに対して，n = |V | と m = |E| とする．

頂点 uの次数を d(u)で表し，∆ = max{d(u) | u ∈ V }と

定義する．

2つの問題 Min W -Light と Max (W + 1)-Heavy は

補問題の関係にある．すなわち，一方の問題に対する厳密
アルゴリズムは，他方に対しても厳密アルゴリズムである．

ただし，多項式時間による近似については，そのような関

係にはないかもしれない．同様の観察がMax W -Light

とMin (W + 1)-Heavyについても成り立つ．

これらの問題 Max W -Light，Min W -Light，Max

W -Heavy，Min W -Heavyに対する計算複雑さについて

は，色々な W について文献 [2]と [3] で研究されている．

本稿では，これらの問題に対するいくつかの新しい結果を

示す．以下では P 6= NP を仮定する．

得られた結果
以下で，文献 [2]と [3]による既知の結果と，本稿で得ら

れた結果について簡単にまとめる（表 1）.

c© 2014 Information Processing Society of Japan 1

Vol.2014-AL-150 No.19
2014/11/21



情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

表 1 文献 [2] と [3] による既知の結果と本稿で新たに得られた結果

Table 1 Summary of the results from [2] and [3], and the new results in this paper.

W Max W -Light Min (W + 1)-Heavy

= 0 Maximum Independent Setと同一 [2] Minimum Vertex Coverと同一 [2]

≥ 1 木は多項式時間で最適解を得られる [2] 木は多項式時間で最適解を得られる [2]

(n/(2W + 1))-近似可能 [3] log(∆−W )-近似可能 [3]

(n/W )1−ε-近似不可能 [3] 1.3606-近似不可能 [3]

W Min W -Light Max (W + 1)-Heavy

= 0 多項式時間で最適解を得られる [2] 多項式時間で最適解を得られる [2]

≥ 0 外平面グラフは多項式時間で最適解を得られる [2] 外平面グラフは多項式時間で最適解を得られる [2]

≥ 1 (ln(W + 1) + 1)-近似可能（定理 2） 平面グラフは 2-近似可能 [2]

(W + 2)-近似可能 [2]

≥ 2 平面グラフはNP 困難 [2] 平面グラフはNP 困難 [2]

十分 (ln(W + 1)−O(log logW ))-近似不可能（系 8） (n/W )1/2−ε-近似不可能（定理 9）

大きい W 1−ε-近似不可能（系 10）

• Max W -Light: Max 0-Light はMaximum Inde-

pendent Setと同一の問題であるので，多項式時間

n1−ε-近似アルゴリズムは存在しない [2], [23]．ここ

で ε は任意の正定数である．また，各 W ≥ 1 に対し

て，Max W -Light には 多項式時間 (n/W )1−ε-近似

アルゴリズムが存在しない [3]．一方で，多項式時間

(n/(2W + 1))-近似アルゴリズムが存在する [3]．

• Min W -Heavy: Min W -Heavy には，多項式時間

1.3606-近似アルゴリズムは存在しない [2], [3], [8]．一

方で，多項式時間 log(∆−W + 1)-近似アルゴリズム

が存在する [3]．

• Min W -Light: 多項式時間 (W + 1)-近似アルゴリズ

ムが文献 [2]で与えられている．また，Min 0-Light

はクラス P に属し，2以上の W に対しては Min W -

LightはNP-困難となることが文献 [2]に示されてい

るが，Min 1-Lightの計算複雑さについては未知であ

る．本稿では，2節の定理 2において，W ≥ 1に対して

多項式時間 (ln(W+1)+1)-近似アルゴリズムを与える．

また系 8において，十分大きなW に対してMin W -

Lightには，多項式時間 (ln(W +1)−O(log logW ))-

近似アルゴリズムが存在しないことを示す．つまり，

本稿で提案する (ln(W + 1) + 1)-近似アルゴリズムの

近似度はほぼ最良である．

• Max W -Heavy: 文献 [2]においてMax 1-Heavy は

クラス P に属するが，3以上のW に対しては，Max

W -Heavyは NP-困難となることが示されている．4

節の定理 9では，十分大きいW に対して，多項式時間

(n/W )1/2−ε-近似アルゴリズムが存在しないことを示

している．ここで ε は任意の正定数である．さらに，

4節の系 10では，W = Θ(n1/3)について多項式時間

W 1−ε-近似アルゴリズムが存在しないことを示す．な

お，多項式時間 (W +1)-近似アルゴリズムが知られて

いる [2]が，（Min 1-Light と同様に）Max 2-Heavy

の計算複雑さについては未知である．

動機
無向グラフのオリエンテーションについて，得られる有

向グラフに関する目的関数を最適化する，あるいは，ある

種の特徴，例えば非巡回性や k 辺連結性 [7], [16], [18] な

どを満たすものを発見することは，グラフ理論，組合せ最

適化，スケジューリング（負荷分散），資源割り当て，効

率的なデータ構造などに応用がある．例えば，最大出次数

を最小化するオリエンテーション [4], [6], [9], [21]は，グ

ラフの各辺が接続する 2頂点のうち一方の隣接リストにの

み辺の情報を保存することで隣接リストの長さを短くし，

隣接情報に関する高速な問い合わせを実現することに役立

つ [6]．他にも，オリエンテーションに対する色々な目的

関数がある（例えば，文献 [1]や，文献 [19]の 61章を参照

されたい）．

一方，次数制約のあるオリエンテーションについても研
究されている [10], [11], [14], [15]．これらにおいては，グ

ラフ中の各頂点 v に対して，次数に関する下界W l(v)と

上界Wu(v)が与えられ，オリエンテーションにより得ら

れる有向グラフ中で，v の出次数がW l(v), . . . ,Wu(v) の

範囲に入っていることが要求される．そのようなオリエ

ンテーションは，必ずしも存在しない．そこで，ある種の

次数制約にできるだけ従うようなオリエンテーションを

求めるという問題設定が考えられる [1], [2]．全頂点 v に

ついて，非負整数 W に対して W l(v) = 0，Wu(v) = W

という制約が与えられ，その出次数の制約を満たす（また

は制約に違反する）頂点数を最大化（または最小化）する
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ことを目的とする問題が，Max W -Light（または Min

(W + 1)-Heavy）である．同様に，全頂点 v に対して，

W l(v) = W と Wu(v) = ∞ とすると，Max W -Heavy

と Min (W − 1)-Light に対応することになる．

2. Min W -Light に対する貪欲法

まずはじめに，Min W -Lightに対する貪欲法の主な方

針について述べる．このアルゴリズムは V から 1頂点ず

つ選び，集合 S に追加していく．S は，アルゴリズムの開

始時点では空集合である．この手続きは，V \ S に属する

すべての頂点が (W +1)-heavyであるようなオリエンテー

ションを Gが持つようになるまで繰り返される．この各

繰り返しにおいて，どの頂点を選んで S に追加するかは，

次の問題の解により定義される．

問題 Attainment of (W + 1)-Heavy Orienta-

tion (P1(G,W, S)):

以下の値を出力せよ．

max
Λ∈O(G)

∑

v∈V \S

min{W + 1, d+Λ(v)}. (1)

ここで，O(G) はGのオリエンテーション全てを含

む集合である．

補題 3で後に示されるように，問題 P1(G,W,S)は，最大

フロー問題を利用することで，多項式時間で厳密解を得ら

れる．そこで，Sに対して，評価関数 g1(S)を P1(G,W,S)

の解の値に |S| · (W +1) を加えたものと定義する．ここで

容易に確認されるように，g1(S) = g1(V ) = n(W +1) とな

る必要十分条件は，V \ S に属する全ての頂点が (W + 1)-

heavyとなっていることである．さらに，補題 5で示され

るように，g1 は非減少劣モジュラ関数である．補題 3と 5

が成立することを仮定すると，以下の定理を示せる．

定理 2 Min W -Light に 対 し て ，O((mn +

m1.5 min{m0.5, logm logW})n) 時 間 で 動 作 す る

(ln(W + 1) + 1)-近似アルゴリズムが存在する．

証明 minS⊆V {|S| : g(S) = g(V )} により定義される

最適化問題に対する以下の貪欲法は，関数 gが非減少劣モ

ジュラである場合に，近似度H(maxi∈V {g({i})− g(∅)}) ≤

ln(maxi∈V {g({i}) − g(∅)}) + 1 を持つことが知られてい

る [22]．ここでH(i)は i番目の調和数を意味する．

( 1 ) S := ∅とする．

( 2 ) もし g(S) = g(V ) なら，S を出力して停止

する．

( 3 ) g(S ∪ {i})− g(S)を最大化する i ∈ V \ S を

探し，S := S ∪{i}として，ステップ（２）に

戻る．

評価関数 g1 をこのアルゴリズムの g として用いると，

ln(maxi∈V {g1({i}) − g1({∅})}) ≤ ln(W + 1) であるので，

(ln(W + 1) + 1)-近似アルゴリズムが得られる．

計算時間について，特に主要なステップ（３）について詳

しく述べる．ステップ（３）は，高々 n回繰り返され，1回

あたりO(m1.5 min{m0.5, logm logW})+O(mn) 時間で実

行される．ここで，O(m1.5 min{m0.5, logm logW}) の部

分は，補題 3により，g1(S)に対して最大フロー問題を解く

のに必要な時間である．また，O(mn)の部分は，g1(S) か

ら g1(S∪{i})を求める際に増加道を n回求めるために必要

な時間である．ステップ（１）は定数時間で実行される．ス

テップ（２）は g1(S)を求めるために，ステップ（３）と同様に

最大フロー問題を1度だけ解く必要がある．以上により，合

計の計算時間はO((mn +m1.5 min{m0.5, logm logW})n)

となる． 2

本節の残りの部分では，定理 2 の証明に必要な補題の証

明を与える．まず，P1(G,W, S) が多項式時間で解けるこ

とを示す．

補題 3 P1(G,W, S)はO(m1.5 min{m0.5, logm logW})

時間で厳密解を得られる．

証明 問題 P1(G,W, S) は，次の通り最大フロー問題

に帰着できる．まずネットワーク N1(G,W, S) を構成す

る．このネットワークの頂点集合は {s, t} ∪ E(G) ∪ V (G)

であり，枝集合は {(s, e) : e ∈ E} ∪ {(e, u), (e, v) : e =

{u, v} ∈ E(G)}∪{(u, t) : u ∈ V (G)} とする．ネットワー

ク N1(G,W,S)の頂点数 n1 は n1 = m + n+ 2，枝数m1

はm1 = 3m+ n となる．各枝の容量は次の通り定める．

e ∈ E(G)に対して， cap((s, e)) = 1

u ∈ e ∈ E(G)に対して， cap((e, u)) = 1

u ∈ S に対して， cap((u, t)) = 0

u ∈ V (G) \ S に対して， cap((u, t)) = W + 1

図 1 (i) と (ii) に，W = 2 の場合のネットワークの構成

例を示している．なお図 1 (ii)中では，枝の容量は tに入

る (u, t)の形式で表される枝に対するものしか記載してい

ない．

ネットワーク N1(G,W,S) の最大フローの大きさが

P1(G,W, S)の解の値に対応することを次のように観察で

きる．グラフ G 中の各辺 e(= {u, v}) ∈ E(G)に対して，

もしネットワークN1(G,W, S)中で，大きさ 1のフローが

sから eに流れているとすると，u か v の正確にどちらか

一方にだけこのフローが流れていることが，フローの整数

性から仮定できる．この状況は次のように理解できる：も

し eを出た大きさ 1のフローが uを通る場合，G中の辺

e = {u, v}は，(u, v)，すなわち uから vの方へ向き付けさ

れる．そうでない場合は (v, u)と向き付けされる．ネット

ワーク N1(G,W, S)中で頂点 uを通るフローの大きさは，

W +1と，対応するオリエンターションによるG中での出

次数のいずれか小さい方となる．このように P1(G,W, S)
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図 1 (i) グラフ G と集合 S = {1, 2}; (ii) 構成されたネットワーク

N1(G, 2, {1, 2})と最大フロー; (iii) 最大フローに対応する G

のオリエンテーション．ここで辺 a = {1, 2} は任意に向き付

けしてよい．

Fig. 1 (i) A graph G and a set S = {1, 2}; (ii) The constructed

network N1(G, 2, {1, 2}) and a maximum flow; (iii) An

orientation of G corresponding to the maximum flow,

where the direction of the edge a = {1, 2} can be deter-

mined arbitrarily.

の最適値は，N1(G,W,S)に対して最大フロー問題を解くこ

とにより得られる．例として，図 1 (ii)中では，最大フロー

（大きさ 6）を太線で示してあり，それに対応する Gのオ

リエンテーション (P1(G,W,S)の解を与える)が図 1 (iii)

に示してある．

計算時間について述べる．ネットワークN1(G,W,S)の

枝数m1について m1 = O(n
16/15−ε
1 ) であるので，[17]に示

された最大フローを求めるアルゴリズムを利用できる．この

アルゴリズムの計算時間は O(n1m1)であり，ネットワーク

N1(G,W, S)においては，n1 = O(m) であり m1 = O(m)

であるので，O(m2)時間で最大フローを求めることができ

る．別の最大フローを求めるアルゴリズム [13]も利用でき，

この計算時間は O(min{n
2/3
1 ,m

1/2
1 }m1 log(n

2
1/m1) logU1)

である．ここで U1 はネットワーク中にある枝が持つ容量

の最大値である．ネットワーク N1(G,W,S) 中の枝の容量

の最大値は O(W )であるので，このアルゴリズムを用いた

場合の計算時間は O(m1.5 logm logW ) になる．まとめる

と，P1(G,W, S) は，O(m1.5 min{m0.5, logm logW}) 時間

で厳密解を得られることになる． 2

最大フローの最適性により，最適オリエンテーションに

ついての特徴が分かる．次の補題は，ある種の道について

の観察に基づいている：もし V \ S 中の (W + 2)-heavyで

ある頂点または S 中の頂点から，V \ S 中のW -lightであ

る頂点への有向道が存在する場合，その有向道の辺の向き

を反転させることにより，P1(G,W, S)に対するより良い

オリエンテーションを得ることができる．

補題 4 ΛがP1(G,W, S)に対する最適オリエンテーショ

ンである時，またその時に限り，Λ(G)において，V \ S 中

の (W +2)-heavy である頂点または S 中の頂点から V \ S

中のW -lightである頂点への有向道は存在しない．

証明 （⇐）対偶について証明する．すなわち，もし Λ

が最適でなかったら，V \ S 中の (W + 2)-heavyである頂

点または S 中の頂点から V \S 中のW -lightである頂点へ

の有向道が存在することを示す．最適オリエンテーション

Λ∗ を考える．オリエンテーションΛは最適でない，つま

り Λ 6= Λ∗ であるので，Λ(G)中には，Λ∗(G) 中とは向きの

異なる有向道 P が存在するはずである．ここで，Λ(G)中

の P の始点を u，終点を v とする．ここで P は，単に 1本

の辺かもしれないことに注意する．簡単のために，Λ と Λ∗

の違いは，P の部分だけだと仮定する．最適オリエンテー

ション Λ∗ は，Λ中での P の辺の向きを逆にすることで得

られるので，d+Λ∗(u) = d+Λ(u)− 1 と d+Λ∗(v) = d+Λ(v)+ 1 と

いう関係があることが分かる．

オリエンテーション Λ は最適ではない，つま

り
∑

v∈V \S min{W + 1, d+Λ (v)} <
∑

v∈V \S min{W +

1, d+Λ∗(v)} であるので，次の 2 つの条件 (i)(ii) のうちの

1つが成立している：(i) u, v ∈ V \S, d+Λ(u) ≥ W +2 かつ

d+Λ(v) ≤ W ; (ii) u ∈ S, v ∈ V \ S, かつ d+Λ(v) ≤ W . （も

し u と v の両方が S に属している場合は，P の辺の向き

を逆にしたとしても
∑

v∈V \S min{W +1, d+Λ (v)} の値は変

化しない．）よって V \ S 中の (W + 2)-heavyである頂点

または S 中の頂点から V \S 中のW -lightである頂点への

有向道が存在すると言える．オリエンテーション Λと Λ∗

が，2個以上の道について違う場合の議論も同様である．

（⇒）先ほどと同様に，対偶を証明する．すなわち，も

し V \ S 中の (W + 2)-heavyである頂点または S 中の頂

点から V \ S 中のW -lightである頂点への有向道があった

とすると，Λは最適でないことを示す．そのような有向道

の始点と終点をそれぞれ u と vとする．ここで，その有向

道の向きを逆にして，残りの部分は Λと同じであるような

オリエンテーション Λ′ について考える．すると，上記の

（⇐）部分の証明と同じように，d+Λ′(v) = d+Λ (v) + 1 かつ

d+Λ′(u) = d+Λ (u)−1 となる．ここで，u が V \Sに属し，か

つ (W + 2)-heavyである場合には，min{W + 1, d+Λ(u)} =

min{W + 1, d+Λ′(u)} = W + 1 となる．さらに Λ(G) 中

で v は W -light であるので，d+Λ (v) < d+Λ′(v) ≤ W + 1

である．これにより，
∑

v∈V \S min{W + 1, d+Λ(v)} <
∑

v∈V \S min{W + 1, d+Λ′(v)} が言える．すなわち Λ は最

適ではない． 2

最後に g1 が，非減少劣モジュラ関数であることを示す．

補題 5 g1 は非減少劣モジュラ関数である．すなわち

g1 は，以下の 2 つの性質を満たす：(非減少性) 任意の

S ⊆ V と i ∈ V \ S に対して，g1(S ∪ {i}) − g1(S) ≥ 0

である; (劣モジュラ性) 任意の S, T ⊆ V に対して，
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g1(S) + g1(T ) ≥ g1(S ∩ T ) + g1(S ∪ T )である．

証明 任意の互いに素な 2個の集合 S, S′ ⊆ V について，

α(S, S′)

= min
Λ∈OptO(P1(G,W,S))

{
∑

v∈S′

min{W + 1, d+Λ(v)} (2)

と定義する．ここで，OptO(P1(G,W, S)) は P1(G,W,S)

の最適オリエンテーション全てを含む集合である．まず，

任意の S, S′ ⊆ V について，等式

g1(S ∪ S′)− g1(S) = |S′| · (W + 1)− α(S, S′) (3)

が成立することを示す．値 α(S, S′) を実現する G のオ

リエンテーションを ΛS,S′ とする．補題 4 と ΛS,S′ の

P1(G,W,S)に対する最適性により，V \ S 中の (W + 2)-

heavyである頂点または S 中の頂点から，ΛS,S′(G)中の

W -lightである頂点への有向道は存在しないことが分かる．

さらに，S′中の頂点から V \(S∪S′)中のW -lightである頂

点への有向道も存在しない．なぜならば，もしそのような

有向道が存在すると，ΛS,S′ が
∑

v∈S′ min{W + 1, d+Λ(v)}

を最小化するという仮定に矛盾するからである．これらの

事実により，ΛS,S′ が P1(G,W,S ∪ S′)に対する最適オリ

エンテーションであることが分かる．よって，以下の等式

を得る．

g1(S) = |S| · (W + 1) +
∑

v∈V \S

min{W + 1, d+ΛS,S′
(v)}

= (|S ∪ S′| − |S′|) · (W + 1)

+
∑

v∈V \(S∪S′)

min{W + 1, d+ΛS,S′
(v)}

+
∑

v∈S′

min{W + 1, d+ΛS,S′
(v)}

= g1(S ∪ S′)− |S′| · (W + 1)

+
∑

v∈S′

min{W + 1, d+ΛS,S′
(v)}

以上により (3)が示された．ただし，ここで最初の等式は

ΛS,S′ の最適性により導き出され，2個目の等式は，S と

S′ が互いに素である事実に基づいている．そして，(2)と

(3)を組み合わせることにより，任意の i ∈ V \ S に対して

g1(S ∪ {i})− g1(S) = (W +1)−α(S, {i}) ≥ 0が成立する

こと，すなわち，g1 の非減少性が示される．

次に g1 の劣モジュラ性について示す．劣モジュラ性

の定義は，次のようにも説明される：任意の S ⊆ V と

i, j ∈ V \ S に対して以下が成立する．

g1(S ∪ {i})− g1(S)

≥ g1(S ∪ {i, j})− g1(S ∪ {j}) (4)

上記の (3)により，以下の 3個の等式を得られる．

g1(S ∪ {i})− g1(S) = (W + 1)− α(S, {i})

g1(S ∪ {j})− g1(S) = (W + 1)− α(S, {j})

g1(S ∪ {i, j})− g1(S) = 2(W + 1)− α(S, {i, j})

これらを組み合わせることで，以下を得る．

g1(S ∪ {i})− g1(S) + g1(S ∪ {j})− g1(S ∪ {i, j})

= −α(S, {i})− α(S, {j}) + α(S, {i, j})

この式と α の定義により，α(S, {i}) + α(S, {j}) ≤

α(S, {i, j})が成立することが容易に分かる．よって，条件

(4)，すなわち g1 の劣モジュラ性が示された． 2

3. Min W -Lightの近似困難性

本節ではMin W -Lightの近似困難性を示す．以下の証

明で用いる B-Set Cover 問題は Set Cover 問題にお

いて，インスタンスに含まれる各部分集合が高々 B 個し

か要素を含まないように制限した問題である [5], [12], [20]．

近似不可能性に関する次の定理を Min W -Lightに対し

て示すことができる．

定理 6 任意の固定された各 W ≥ 1について, もしMin

W -Light に対する多項式時間 f -近似アルゴリズムが存在

するならば，(W + 1)-Set Coverに対する多項式時間 f -

近似アルゴリズムも存在する．

証明 (W + 1)-Set Coverの判定問題版を Min W -

Light の判定問題版に帰着する．ここで (W + 1)-Set

Coverの判定問題版とは，台集合 U = {1, 2, . . . , n}と U

の部分集合 S1, S2, . . . , Sm ⊆ U の族 F（ただし各 Si につ

いて |Si| ≤ W +1），正の整数 kが与えられ，|F ′| ≤ k かつ
⋃

Si∈F ′ Si = U となるような F の部分族 F ′ が存在するか

どうかを問う問題である．また，Min W -Lightの判定問

題版とは，入力グラフGと正の整数 k が与えられ，W -light

である頂点数が高々 kとなるようなGのオリエンテーショ

ンが存在するかどうかを問う問題である．以下では，簡単

のために，“の判定問題版”を省略し，単に”(W + 1)-Set

Cover”と”Min W -Light”と呼ぶ．

(W + 1)-Set Coverのインスタンス I から，Min W -

Light のインスタンス Gを構成する（図 2）．まず，台集

合 U と族F に対応する 2つの頂点集合 {u1, u2, . . . , un} と

{s1, s2, . . . , sm}を用意する．さらに完全グラフK2W+3 を

用意し，この頂点を v1, v2, . . . , v2W+3とする．辺として，ま

ず各 i ∈ U と i ∈ Sj となっている各 j について {ui, sj}を

作る．次に各 i ∈ {1, 2, . . . , n}に対して，W 本の辺 {ui, vl}

（l ∈ {1, 2, . . . ,W}）を作る．最後に各 j ∈ {1, 2, . . . , m}に

ついて，もし |Sj | ≤ W であるならば，W +1− |Sj|本の辺

{sj , vl}（l ∈ {1, . . . ,W +1− |Sj |}）を作る．以上がグラフ

Gの構成方法である．ここで，各頂点 sj の次数は W + 1

となっている．

以上の帰着の正しさは，以下の補題 7において示す．2
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図 2 (W + 1)-Set Cover からMin W -Light への帰着．見やす

さのために {ui, vk} の型の辺は記載していない．

Fig. 2 Reduction from (W +1)-Set Cover to Min W -Light.

For clarity, edges of the form {ui, vk} are not shown.

補題 7 W -lightである頂点が高々 k 個となるようなオ

リエンテーションをグラフ Gが持つ時，かつその時に限

り，(W + 1)-Set Coverのインスタンス I に対する答え

は yes となる．

証明 （⇒）オリエンテーション Λにより，Λ(G)中の

W -light である頂点の集合が Lとなり，|L| ≤ k であると

する．ここで，LはK2W+3の頂点を含まないと仮定する．

なぜならば，もしK2W+3 の頂点を含んでいると仮定する

とK2W+3 内の辺のオリエンテーションを主張 1で与えら

れるオリエンテーションに置き換えることで，K2W+3 の

全頂点の出次数をW + 1にすることが出来て，W -lightで

ある頂点数を減らすことが可能だからである．また，一般

性を失わずに，K2W+3 内の頂点に外部から接続している

辺については，Λ中ではK2W+3 の方に向き付けされてい

ると仮定できる．

ここで，{u1, u2, . . . , un} ∩ L 6= ∅ と仮定する．すなわ

ち，ui ∈ {u1, u2, . . . , un} ∩ L となる頂点 ui が存在すると

する．この ui と K2W+3 の間のW 本の辺は，K2W+3 の

方に向き付けられるので，この時点で ui の出次数は W と

なり，ui と {s1, s2, . . . , sm}の各頂点の間の辺は ui の方に

向き付けられることになる．この ui と {s1, s2, . . . , sm}間

の辺を 1本だけ向きを変えることにより，ui を (W + 1)-

heavy にすることができる．このような手続きを，そう

いった頂点 ui全てに適用することにより，{u1, u2, . . . , un}

をすべて (W + 1)-heavy にすることができる．よって，

{u1, u2, . . . , un} ∩ L = ∅ かつ L ⊆ {s1, s2, . . . , sm} と仮定

して良い．この仮定のもとでは，各 ui ∈ {u1, u2, . . . , un}

について，1本以上の辺 {ui, sj}が (ui, sj)と向き付けられ

ている．頂点 sj の次数はW +1なので，このことは sj を

(W +1)-heavyには出来ないことを意味しており，sj は L

に属している．この状況を，要素 i ∈ U が F 中の Sj によ

りカバーされることに対応すると考える．よって，Lに基

づいて，(W +1)-Set Coverのインスタンス I に対する，

大きさ高々 kの集合カバーを得られる．

（⇐）インスタンス I に対する答えが yesと仮定する．す

なわち，族F の部分族 F ′が，|F ′| ≤ kかつ
⋃

Si∈F ′ Si = U

であると仮定する．この F ′に基づいて，Gのオリエンテー

ション Λを次のように構成する．まず，K2W+3 内の辺に

ついては，主張 1で与えられるオリエンテーションを適用

することで，K2W+3 中の全ての頂点の出次数がW + 1と

なる．そして，各 i ∈ {1, 2, . . . , n}に対して，uiとK2W+3

の間にあるW 本の辺すべてをK2W+3 の方に向き付けす

る．また，各 j ∈ {1, 2, . . . ,m}に対して，sjとK2W+3間の

W +1− |Sj | 本の辺すべてをK2W+3の方に向き付けする．

この時点で，向きの決まっていない辺は {u1, u2, . . . , un}と

{s1, s2, . . . , sm} の間のものである．各 uiに対して，i ∈ Sj

となっている Sj ∈ F ′ を一つ選び，辺 {ui, sj} を (ui, sj)

と向き付けする．ここで，
⋃

Si∈F ′ Si = U であるので，そ

のような Sj が必ず一つは存在することが言える．最後に，

まだ向きが決まっていない辺 {ui, sj} については (sj , ui)

と向き付けする．

以 上 に よ り 構 成 さ れ た Λ に よ り ，K2W+3 と

{u1, u2, . . . , un}，{sj : Sj 6∈ F ′} に属する全ての頂点

の出次数はW + 1である．また，{sj : Sj ∈ F ′}の頂点

については，出次数が高々W である．つまり，Λ(G)中で

W -lightである頂点の数は，高々 k である． 2

B-Set Coverに関する既知の近似困難性，すなわち近

似度の下界：

• 3-Set Cover：100/99[5]

• 4-Set Cover：53/52[5]

• B-Set Cover：lnB −O(log logB)[20]

を定理 6とともに利用することで以下の系を得る．

系 8 Min 2-Light とMin 3-Light に対する，それぞ

れ近似度 100/99と 53/52を持つ多項式時間近似アルゴリ

ズムは存在しない．さらに，十分大きなW に対して，Min

W -Lightに対する多項式時間 (ln(W +1)−O(log logW ))-

近似アルゴリズムは存在しない．

4. Max W -Heavyの近似困難性

本節ではMax W -Heavyの近似困難性を示す．

定理 9 任意の固定されたW = Ω(n1/3)について，Max

W -Heavy に対する多項式時間 (n/W )1/2−ε-近似アルゴリ

ズムは存在しない．ここで，ε > 0は任意の定数である．

証明 Maximum Independent Set 問題から Max

W -Heavy問題への帰着を行う．

G = (V,E)を∆ ≤ W を満たすような，Max Indepen-

dent Setのインスタンスとする．この条件 ∆ ≤ W が常

に成立することを保証するために，以下ではW ≥ |V |を仮
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定する．Max W-HeavyのインスタンスG′ = (V ′, E′)は

以下のように構成される（図 3）．ある正の整数 hに対して，

グラフ Gの h 個のコピー Gi = (Vi, Ei)（i = 1, 2, . . . , h）

を用意する．この h の値については，後で決定する．

各頂点 v ∈ V に対して，Vi 中の v のコピーを v(i) で

表す．また，頂点 {u1, u2, . . . , u2W+1} からなる完全グラ

フ K2W+1 も用意する．このように G′ の頂点集合 V ′ を

{u1, . . . , u2W+1} ∪
⋃h

i=1 Vi とする．V ′ 中の頂点数 |V ′|は

|V ′| = h · |V |+2W +1である．次に，各 i ∈ {1, . . . , h}と

v ∈ V に対して，v(i) と uj（j = 1, 2, . . . ,W − d(v)）間に

W−d(v)本の辺を用意し，これをE(i,v) で表す．そして，辺

集合 E(G′)は，
⋃

1≤i≤hEi，E(K2W+1)，
⋃

1≤i≤h,v∈V E(i,v)

の和集合とする．よって，G1, G2, . . . , Gh 中の各頂点の次

数はW となる．もし hの大きさが，Gのサイズの多項式

で抑えられるならば，G′ の構成は多項式時間で実行でき

る．Gに対するMaximum Independent Setの最適解

の値を OPT (G)で表し，G′ に対するMax W -Heavyの

最適解の値を OPT ′(G′) で表すことにする．n = |V (G)|

とする．P = NP でない限り，Maximum Independent

Setに対しては，多項式時間 n1−ε-近似アルゴリズムが存

在しないことが知られている [23]（ここで εは任意の正定

数である）．

後で示される補題 11により，次の 2つの条件が成立し

ている．

(i) もしOPT (G) ≥ kならばOPT ′(G′) ≥ hk+ 2W + 1．

(ii) もしOPT (G) < k/n1−ε ならば，任意の正定数 εに対

して OPT ′(G′) < hk/n1−ε + 2W + 1．

上記 (ii)の OPT ′(G′)の上界について，以下のように理解

される．

OPT ′(G′)

<
hk

n1−ε
+ 2W + 1

=
hk + 2W + 1

n1−ε

(

1 +
(n1−ε − 1)(2W + 1)

hk + 2W + 1

)

ここで h = Wnと設定すると，以下の不等式が成り立つ．

(n1−ε − 1)(2W + 1)

hk + 2W + 1
<

3Wn1−ε

Wnk
< 3

つまり，OPT ′(G′) < (hk + 2W + 1)/(n1−ε/4) が言える．

G′中の頂点数 |V ′|は hn+2W +1 = Wn2+2W +1である

ので，ε′を適切に選択することで，n1−ε/4 = (|V ′|/W )1/2−ε′

となる．すなわち，近似下界の (|V ′|/W )1/2−ε′ を得たこ

とになる． 2

上の定理により，以下の系を得る．文献 [2]により多項

式時間 (W + 1)-近似アルゴリズムが提案されているので，

この系はほぼ厳密な近似下界を与えていると言える．

系 10 W = Θ(n1/3)について，Max W -Heavy に対

する多項式時間W 1−ε-近似アルゴリズムは存在しない．こ
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図 3 Maximum Independent Set から Max W -Heavy への帰

着．与えられたグラフ G が左図で，構成されるグラフ G′ が

右図．

Fig. 3 Reduction from Maximum Independent Set to Max

W -Heavy. The given graph G is on the left and the

constructed graph G′ is on the right.

こで εは任意の正定数である．

証明 適当な定数 c ≥ 1についてW = cnとすると，定理

9の証明中の帰着におけるG′の頂点数 |V ′|は cn3+2cn+1

になる．これにより， W = Θ(|V ′|1/3) となり，適切な ε′

を選択することにより，近似ギャップが n1−ε/4 = W 1−ε′

になる． 2

補題 11 OPT (G) ≥ k である時，かつその時に限り

OPT ′(G′) ≥ hk + 2W + 1 である．

証明 （⇒）Gがサイズ k以上の独立集合 I ⊆ V を持つ

と仮定し，G′ のオリエンテーションΛを構成する．まず，

K2W+1 内の辺を主張 1に従って向き付けする．これによ

り，K2W+1中の頂点すべての出次数がW になる．さらに

i = 1, 2, . . . , hに対して，Gi中で v ∈ I かつ v′ 6∈ I である

ような辺 {v(i), v′(i)}を v(i) から v′(i) へ向かうように向き

付けする（I の独立性から，この手続きは常に可能である

ことが言える）．そして，Gi 中の他の辺は，任意の向きに

向き付けする．最後に，Gi（i = 1, 2, . . . , h）と K2W+1 間

の辺は，Gi からK2W+1 へ向かうように向き付けする．

もし v ∈ I であるならば，Λ(G) 中では，全ての

i = 1, 2, . . . , hについて，v(i)の出次数はW になる．また，

K2W+1 中の全頂点の出次数がW なので，Λ(G)中でW -

heavyである頂点の数は少なくとも |I|·h+(2W+1) ≥ hk+

(2W +1)である．これにより，OPT (G′) ≥ hk+(2W +1)

であることが言えた．

（⇐）Λ を，W -heavy である頂点数が少なくとも

hk + 2W + 1 となるような G′ のオリエンテーションと

し，この W -heavy である頂点の集合を S で表す．ここ

で，V (K2W+1) ⊆ S と仮定する．なぜならば，もしそう

でないならば，W -heavyである頂点数を減らすことなし

に，K2W+1 内の辺に対するオリエンテーションを主張 1

により与えられるものに置き換える（K2W+1 の全頂点が

W -heavy になる）ことが出来るからである．この仮定に

より |S \ V (K2W+1)| ≥ hk が成立し，さらに少なくとも

1個以上の Gi が k 個以上のW -heavyである頂点を含む，

c© 2014 Information Processing Society of Japan 7
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すなわち |Vi ∩ S| ≥ kとなることが言える．G′の構成法に

より，Vi 中の各頂点は正確にW 本の辺と接続している．

よって，Vi ∩ S に属する頂点 v に接続する全ての辺は，Λ

中では，v から出る方向に向き付けされねばならない．こ

のことは，Vi ∩S 中の頂点の組で隣接しているものはなく，

Vi ∩ S が Gi 中で独立集合となっていることを意味する．

また，Vi ∩ Sに対応する G中の頂点集合も独立集合となっ

ており，結果として，OPT (G) ≥ |Vi ∩ S| ≥ kを得る．2

上記の定理 9の証明は，Maximum Independent Set

の困難さに依存している．この証明中で重要なのが，Max-

imum Independent Setのインスタンスの最大次数に関

する条件W ≥ ∆である．Maximum Independent Set

は，∆ ≥ 3のとき NP 困難であり，上記の証明は任意の

固定された W ≥ 3に対するMax W -Heavyの NP 困難

性を示している．Max W -HeavyのNP 困難性自体は文

献 [2]でも与えられているので，上記の証明は近似困難性

を与えるものではあるが，既知の NP 困難性を示す別の

証明にもなっていると言える．しかしながら，この証明は

Maximum Independent Setの困難性に基づいているた

め，W ≥ 3の場合のみに有功で，W = 2の場合について

の知見を何も与えておらず，Max 2-Heavyの計算複雑さ

については未知である．

5. おわりに

本稿ではMin W -LightとMax W -Heavyの近似（不）

可能性について，いくつかの新しい結果を示した．興味深

い未解決問題としては，Min 1-Light と Max 2-Heavy

がNP 困難かどうかが分からないことが挙げられる．本稿

で扱っている問題は，重みなしグラフについて定義されて

いる．自然な拡張として頂点または辺（あるいは両方）が

重みを持っている問題を考えることができる．これらの問

題においては，各頂点に対して，頂点の重み，または外向

きの辺の重み，あるいはその合計を出次数として定義する

ことになり，一般的にはアルゴリズムを設計することが困

難になる．
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