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概要

平面上の多角形と様々な図形との交点を高速に求める新たな手法を提案する。今回提案する手法は多角形にたった
一つのデータ（辺の最大辺長）を付加するだけで実現できる。多角形と直線との交点を求める際には非常に有力な方
法と言える。多角形と多角形の交点を調べる場合には平面走査法が大変有力で、残念ながら平面走査法より提案手法
は速い結果は出せなかった。ただ、提案手法は平面操作法よりメモリ消費を削減できる点、また実装が簡潔である点
は優れている。

1 始めに

図形と多角形の交点を求める問題はグラフィック

スの分野では一般的な問題と考えられる。例えば、

内点が多角形に内包されているかどうかは内点から

半直線をひき多角形と交差する回数で判断する。ま

た、筆者はトーセーシステムズで、半導体の割れた

ワークと切削線の交点を求めるアルゴリズムを開発

した。このような問題を解く場合、従来は平面操作

法 [1]が用いられていた。今回、多角形の最大辺長
を利用して、多角形と図形の交点を求める方法につ

いて考察した。また、グラフィックからは離れるが

第 5章では探索する配列の隣り合うキーの値の最大
値をを利用してデータ探索をするアルゴリズムを考

察した。

2 多角形と直線の交点

2.1 アルゴリズムの概略

まず、多角形と直線の交点を求める方法を考察す

る。これは多角形と多角形の交点を求める際にも基

本になる方法である。素朴な方法は全ての多角形の

辺と直線とが交わるかと調べる方法である。この方

法の計算量は多角形の辺の数を mとすると O(m)で

ある。この方法でも今のコンピューターならかなり

の速さで計算できるが、多角形の辺の数が多かった

り、複数の直線と交点を求めると遅くなってしまう。

素朴な方法を応用して、交点を直線から遠い辺につ

いては粗く探し、近い点に関しては密に探す方法は

簡単に考えることができるだろう。今回提案する手

法では多角形の辺の長さの最大値 (これを lとおく)
を用いてそのような方法を実現する。すぐに分かる

ことだが、多角形の辺の長さの最大値が既知でない

場合辺の長さの最大値を求めるのにO(m)の計算量が
かかる。よって、多角形の辺の長さの最大値が分かっ

ていない場合かつ、交点を一つの直線と多角形のみ

から求める場合は提案手法は適さない。さて、多角

形の点が配列 aに格納されているとする。すると、多
角形の各辺は (a[j],a[j+1])で表される。素朴な方法で
はこの jを全て走査して、直線との交点を求めること
になる。今回の提案手法では jの値を飛び飛びに増加
させる。その増加幅の適切な方法を求めるのが今回

の手法の目玉である。飛び飛びに求めるといっても

辺が直線を完全に飛びこえてしまっては意味がない。

図 1でいえば、(a[j],a[j+1])が (a[j+k1],a[j+k1+1])に
移動するのは大丈夫だが、(a[j+k2],a[j+k2+1])に移
動するとまずい。適切な移動量 kを求めるのが重要
である。ここで、点 a[j+1]と直線との距離を求め、
これを y1とする。配列の添字が jから j+kへ移ると
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図 1:

き、直線の方向に垂直に y1以上すすむと飛び越え
てしまうことになる。この時垂直方向の移動量を y2
とすると明らかに

y2 ≤ kl (1)

が成り立つ。等号は飛び越える全ての辺の長さが辺

の長さの最大値と一致してかつ、直線に対して、垂

直になる時である。我々は y2 ≤ y1となるようにし
たいので、飛び越えないようにするには kを

k = by1/lc (2)

で設定すればよい。実際には一つ飛び越える場合は

交わっているということで大丈夫なので

k = by1/lc + 1 (3)

が我々が求めたい kである。（浮動少数点の誤差など
を考えると式 (3)でなく (2)を使ったほうがいいと考
えるかもしれない。しかし、実際問題式 (1)が等号
になることは少ないので式 (3)を使っても問題ない
と考えられる。しかし、万一ということはあるので

(2)を使った法がいいかもしれない。その場合、kが
0になってしまう可能性があるので、kが 0の時は 1
に変えなければならない。)

2.2 アルゴリズムの速さの測定

今回、素朴な方法と、提案手法で正一万角形と一

万本の直線との交点を求め、その時間とループの回

数を測定した。素朴な方法では時間は 2.27 秒かか
りループの回数は 100000000、提案手法では時間は
0.25秒かかりループの回数は 298842だった。これ
を見ると分かるように提案手法はかなりの高速化を

図ることができることが分かる。

3 多角形と円の交点

図 2:

多角形と円との交点を求める手法も多角形との直

線を求める方法とほとんど変わらない。円は中心か

ら距離が半径 rの点の集合であるから、点 a[j+1]と
円との距離 mは a[j+1]と中心の距離を hとすれば
m = |h − r|となる。直線と多角形の交点を求めた時
と同様に、hの変位は移動量を kとすると

δh ≤ kl (4)

よって飛び越えない（または一つだけ飛び越える)た
めには

k = b|h − r|/lc + 1 (5)

を使えばよい。正一万角形と一万個の円との交点を

素朴な方法で求めたところ、時間は 9.50秒、ループ
の回数は 100000000回、提案手法で求めたところ時
間は 0.19 秒、ループの回数は 434708 回かかった。
提案手法は円との交点算定でもかなりの高速化を図

れる。
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4 多角形と多角形との交点

多角形と多角形との交点を高速算出するアルゴリ

ズムについて述べる。これは直線と多角形との交点

を求めるアルゴリズムの応用と言える。片方の多角

形の辺を線分とみなし、それにもう片方の多角形に

提案手法を適用すればよい。提案手法を適用する多

角形は辺の数が多いほうを選ぶのが望ましい。ここ

図 3:

までに述べた方法でも十分に高速化を図ることが可

能だが、実際にはさらに、多角形を囲むX軸と Y軸
に平行な最小の長方形を用いることでさらに高速化

を図ることができる。(図 3)明らかに二つの多角形
を囲む長方形同士が重ならなければ二つの多角形は

交わらない。これはわずか四つの不等式で判定可能

である。さらに、辺の数が少ないほうの多角形の辺

と長方形に対して提案手法を適用すれば、さらなる

高速化を図れる。提案手法と平面走査法で正一万角

形同士の交点を 100回求めたところ、提案手法で時
間は 3.08秒、ループ回数は 8243054回、平面走査法
で時間は 0.92秒、ループ回数は 1002106かかった。
残念ながら提案手法では平面走査法を上回ることは

できなかった。しかし、提案手法と平面走査法で正

一万角形と正千角形とで交点を百回もとめたところ、

提案手法で時間は 0.28秒,ループ回数は 829914回、
平面走査法は 0.58秒、ループ回数は 408630回かか
り提案手法のほうが高速であった。これは提案手法

の計算回数が辺の少ない多角形の辺の数に比例する

のに対し、平面操作法は、両方の多角形の辺の数の

合計に計算量が比例するからである。よって、二つ

の多角形の辺の数が大きく違う時には提案手法が活

用できる。

5 提案手法の探索への応用

5.1 アルゴリズ厶

この章では提案手法を配列のデータ探索に応用す

る方法について考察する。提案手法を探索に応用す

るには配列のデータのキーが”整っている”必要があ
る。ここでは探索する配列はソートされているとし、

隣り合うキーの値の差が１から１０００の一様離散

分布にしたがうとする。データの個数は百万とする。

基本的なアルゴリズムの流れは多角形と直線との交

点を求める時に使った流れと同じであるが、一応も

う一度考察する。隣合うキーの値の差の最大値を n
とする。調べている配列のキーの値を m探している
キーを oと求めたいデータを飛び越えないためには
移動量 kは

k = b|m − o|/nc (6)

となる。しかし、これだと kが 0になってしまう可
能性があるので実際には

k = max(b|m − o|/nc, 1) (7)

となる。

5.2 アルゴリズ厶の評価

線形探索と、2分探索と、提案手法を配列に一万
回適用した場合のループ回数と時間は、線形探索

は 767239859回で、20.61秒、2分探索は 205577回
で,1.27秒、提案手法は 189286回で 1.27秒だった。
これを見ると提案手法は 2分探索と同等の性能を示
していると言える。これについて考察する。隣り合

うデータの差は一様離散分布に従うので、平均は n/2
である。よって配列の添字の移動量の平均 kは現在
調べている配列の添字を p目的のデータの配列の添
字を qとすると
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k ≈ |p − q| ∗ (n/2)/n = |p − q|/2 (8)

よって計算量は配列全体の大きさを rとすると平均
計算量は O(log2(r))となる。これは 2分探索と同等
の性能である。もっとも配列がソートされているか

らといって、配列間のキーの値の差が一様離散分布

になっているとは限らない。例えば、一つの配列間

の値の差が極端に大きいものがあれば計算量は O(r)
になってしまう。さらに、提案手法は配列をソートす

る手間だけでなく隣り合う配列間のキーの最大値を

取得する手間もかかる。よって、ソートされている

データに対して、単純に提案手法を適用するメリッ

トはないと考えられる。しかし、提案手法は必ずしも

完全にデータがソートされている必要はなく、”整っ

ている”データであれば適用できる点、さらに、デー
タを逆行する必要がない点は優れている。

6 提案手法の長所と短所

6.1 提案手法の長所

原理が単純で簡単、実装も容易

提案手法ではいっさい難しいアルゴリズムを使

用していない。線分の距離の公式など初等的な

方法のみで構成されている。さらに、素朴な方

法を発展させたような形になっているため、既

存のシステムに組み込むことも容易である。

メモリ消費量が非常に小さい

提案手法は多角形に対してたったひとつのデー

タ（辺の最大長）しか付加していない。よって

メモリの消費量は他の手法に比べて非常に少な

くなっている。

6.2 提案手法の短所

高速化の度合いが多角形の形状に依存している

提案手法は図 4のように、一辺が極端に長い多
角形や、図 5のように”整っていない”多角形に
は適用しても高速化が図れない。図 4のような

図 4:

図 5:

多角形にはダミー頂点を追加して問題を回避す

ることが可能であるが、図 5のような多角形に
は他の手法を考えるしかない。

7 提案手法の課題

三次元への応用

提案手法を三次元の多面体へ応用することは不

可能ではないが二次元の多角形に適用するよう

に単純ではない。多面体の頂点の配列への格納

の仕方が、多角形に格納するように一意ではな

いからである。多面体の頂点をどのように格納

すればいいかはさらなる研究が待たれる。

計算量の定量的な評価

今回提案手法で探索アルゴリズムを適用する際
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の計算量の平均が O(log2r)になることを示した
が、多角形と図形の交点を計算する場合の計算

量の定量的な評価は行っていない。こちらもさ

らなる研究が待たれる。
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