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1. はじめに 

 自然現象のビジュアルシミュレーションは，

コンピュータグラフィックスの分野において重

要な研究課題の 1つである．その中でも氷は映画

や CM など様々な場面において使用されており，

より写実的な表現が求められている．水道水な

どを凍らせてできる氷では，氷結時に膨張し変

形や亀裂を生じる．このような不均一な変形や

亀裂は氷を特徴付ける重要な要素である． 

 Seipel ら[1]は，亀裂や気泡を考慮した氷のリア

ルタイムレンダリング手法を提案している．こ

の研究では，亀裂や気泡を表すテクスチャを前

計算しておくことにより，亀裂や気泡を表現し

ている．しかしながら，氷結アニメーションに

適用することはできず，氷結時の体積膨張や変

形についても考慮していない．  

 一方，O'Brien ら[2][3]は有限要素法を用いた破

壊シミュレーション手法を提案している．この

研究では弾塑性体変形シミュレーションを行い，

物体内部における応力を計算することで，破壊

が発生する箇所や破面の方向を決定している． 

 そこで本研究では，破壊シミュレーションを

用い，氷結による亀裂の生成アニメーションを

得る手法を提案する． 

 

2. 弾塑性体変形シミュレーション 

 氷結中の氷では，氷によって閉じ込められた

水が氷結する際に膨張し，既に氷結した部分を

押し出すため変形が発生する．このとき氷は容

器から圧力や摩擦力の影響を受けるため，不均

一に変形する．このような現象をシミュレーシ

ョンするために，本研究では有限要素法による

弾塑性変形シミュレーションを用いる． 

 

2.1 有限要素法 

 有限要素法は対象モデルを多面体の要素に分

割し，その変形を連続体力学に基づいて計算す

る手法である．要素の境界には節点が配置され

ており，要素内部の物理量は各節点における値 

 
 

 

 

として計算される．モデル全体としての物理量

は，要素ごとに計算された物理量を，共有する

節点について足し合わせることで得ることがで

きる．本研究では要素として四面体を用い，そ

の頂点を節点とする． 

 

2.2 弾性力計算 

 弾性力は力を加えられて変形している物体に

おいて，反作用として生じる力である．各要素

の節点𝑖における弾性力𝒇[𝑖]は，以下のように計算

される．  
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𝑣𝑜𝑙
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ここで𝑣𝑜𝑙は四面体要素の体積，𝒖は節点の変位，

𝛽は要素の初期形状によって定義される形状関数，

𝝈は応力であり，以下のように計算される． 

𝝈 = 2𝜇𝜺 + 𝜆Trace(𝜺)𝑰 (2) 

ここで𝜺はひずみ，𝜇および𝜆は弾性係数であるラ

メ定数，𝑰は単位行列である． 

 

2.3 塑性変形 

 塑性変形は外力を取り去っても残る変形であ

る．塑性変形は以下の手順によって表現するこ

とができる． 

まず，合計のひずみ𝜺から累積していた塑性ひ

ずみ𝜺𝑝を差し引き，以下のように弾性成分のみ

のひずみ𝜺𝑒を計算する． 

𝜺𝑒 = 𝜺 − 𝜺𝑝 (3) 

次に，弾性ひずみには体積膨張成分が含まれて

いるので，以下のようにこれを除去する． 

𝜺′ = 𝜺𝑒 −
Tr(𝜺𝑒)

3
𝑰 (4) 

最後に，弾性ひずみの大きさ‖𝜺′‖が弾性限界𝛾を

超えていたならば，この超過分を塑性ひずみと

して以下のように累積保存する． 

∆𝜺𝑝 =
‖𝜺′‖ − 𝛾

‖𝜺′‖
𝜺′  if   𝛾 < ‖𝜺′‖ (5) 

以上の計算をタイムステップごとに行うことで，

塑性変形を初期形状に変更を加えずに扱うこと

ができる． 
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2.4 膨張 

 強制変位を用いずに膨張を扱うために仮想変

位を導入する．仮想変位𝒖𝑣𝑖𝑟𝑡𝑢𝑎𝑙は通常の変位と

異なり形状の変化には反映させず，以下のよう

に通常の変位から差し引き，弾性力計算にのみ

用いる． 

𝒖′ = 𝒖 − 𝒖𝑣𝑖𝑟𝑡𝑢𝑎𝑙 (6) 

このようにすることで，仮想変位を打ち消すよ

うに弾性力が生じるため，要素ごとの連続性を

損なうことなく膨張を表現することができる． 

 

2.5 圧力 

 氷と容器，および氷と氷の接触応答にはペナ

ルティ法[4]を用いる．これは接触が発生したと

き，物体同士の貫入量に応じて反力を与えると

いう手法である．この手法は計算が容易である

ものの要素の貫入を許容するため，亀裂が正し

くレンダリングされない可能性がある．このよ

うな問題を解決するため，要素の貫入が発生し

ている亀裂には，微小な隙間を与えてレンダリ

ングを行う． 

 

2.6 摩擦力 

 氷と容器，および氷と氷が接触している際に

発生する摩擦力には様々な現象が関係している

が，本研究ではクーロンの摩擦法則に従うもの

とする．したがって，摩擦力𝐹は垂直荷重𝑃に比

例する力として以下のように計算される． 

𝐹 = 𝛼𝑃 (7) 

ここで𝛼は摩擦係数である． 

  

3. 破壊シミュレーション 

 分割に無関係な力を除いた弾性力の分散であ

る分割テンソルを，節点ごとに以下のように計

算する． 

         𝛓 =
1

2
(−𝐦(𝑭+) + ∑ 𝐦(𝒇)

𝒇∈{𝒇+}

+ 

(8) 

                     𝐦(𝑭−) − ∑ 𝐦(𝒇)

𝒇∈{𝒇−}

) 

ここで𝒇+は節点に対して引張方向に働く力，𝒇−

は圧縮方向に働く力，𝒇 ∈ {𝒇+}は節点を共有する

全ての要素で得られた𝒇+を表しており，𝑭+はそ

の和である．また関数𝐦は自己相関行列を計算し

ている． 

 式(8)で得られた分割テンソルの最大の固有値

v+が物体の靭性𝜏より大きいとき，その節点で破

壊が発生すると考えることができる．またその

際の破面の法線は，v+に対応する固有ベクトル

�̂�+として与えられる．このようにして決定され

た破面で四面体を分割することで，破壊を表現

する． 

 

4. 結果とまとめ 

 提案手法によるシミュレーション結果を図 1に

示す．このシーンは，内寸 10cm の容器内の水が，

周囲から一様に氷結していく状態を想定してい

る．氷のラメの第一定数は8.64 × 1010(𝑁 𝑚2⁄ )，

第 二 定 数 は 3.70 × 1010(𝑁 𝑚2⁄ ) ， 密 度 は

916(𝑘𝑔 𝑚3⁄ )，靭性は3.00 × 106(𝑁 𝑚2⁄ )とした．  

初期要素数は 205，(a)のシーンでは要素数 215，

破面ポリゴン数 35，(d)のシーンでは要素数 238，

破面ポリゴン数 74 である．氷結が進むに従って

亀裂が増加している様子のほか，塑性変形によ

って上部が不均一に変形している様子も見て取

れる． 

今後の課題としては，温度や圧力によって変

化する氷の物性の考慮，氷結シミュレーション

との連携による精度向上，並列処理による高速

化などが挙げられる． 

  
(a) 1200フレーム目 (b) 1600フレーム目 

  
(c) 2000フレーム目 (d) 2400フレーム目 

図 1: 提案手法によるシミュレーション結果 
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