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代数方程式に対する高次Nourein法の収束特性

鈴 木 智 博† 杉 浦 洋††

一変数代数方程式に対する反復法について，次数の高い反復法ほど初期値に最も近い根が得られる
という傾向がある．本論文では，任意次数の反復法が構成できる Nourein 法についてこの経験則に
理論的な根拠を与える．この目的のために，反復法の近似解がそれに最も近い根に収束するような初
期値の集合が議論される．しかし，一般にこのような集合の形状は複雑である．そこで，代数方程式
の根を定点とする Apollonius円からなる領域（Apollonius領域）をこの集合に対する表現として与
え，この領域の広さを評価する．具体的に，Nourein 法について Apollonius 領域を導出し，次数と
領域の広さについて考察した．また，この領域と代数方程式の根を母点とした Voronoi 領域との関
係についても言及する．

Convergence Property of Higher Order Nourein’s Method
for Algebraic Equations

Tomohiro Suzuki† and Hiroshi Sugiura††

In general, an iterative method of higher order has a tendency to find a solution which is
the nearest to the initial value. The purpose of this paper is to give the theoretical basis to
this empirical rule with Nourein’s method of arbitrary order of convergence. We discuss a set
of such initial values for this purpose. Though the shape of such the set is ordinarily compli-
cated. To investigate the problem we treat a region of easier shape as alternated. That is the
region made from Apollonius circles which fixed points are solutions of the algebraic equation.
Furthermore the relation between this region and Voronoi region would be mentioned.

1. は じ め に

一般に，非線形方程式を解くためには数値的な反復

法が必要である．特に 5次以上の代数方程式に関して

は，これを解くための代数的解法が存在しないため，

古くから多くの数値的，近似的な解法について研究が

なされてきた．

いま，解くべき非線形方程式を f(z) = 0 とする．

なんらかの反復法を ϕ で表し，z を初期値とした反

復列を {ϕν(z)} (ν = 0, 1, 2, . . .) で表す．ただし，

ϕ0(z) := z, ϕ1(z) := ϕ(z), ϕ2(z) := ϕ ◦ ϕ(z), . . . で

ある．f(z) の真の解を ξ とし，ζ(ν) := ϕν(z)− ξ と

する．p ≥ 1 に対して，

|ζ(ν+1)| = O(|ζ(ν)|p) (1)

ならば，その反復法は p 次収束であるという．たと

えば Newton法（ϕ(z) = z − f(z)/f ′(z)）は ξ の近
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傍で二次収束である．二次収束は実用的な問題に対し

ては十分な速度であるとされている．また，Newton

法は反復式が単純なため 1反復あたりの計算量が少な

い．これらの理由から Newton法は用いられる機会が

多い反復法である．しかし，初期値に対する依存性が

強く，良い初期値を選ばなければ所望の性能が得られ

ないこと，ある程度次数の高い代数方程式に対しては

反復回数が増大してしまうことなどが知られている．

さらに，比較的簡単な代数方程式でも数値解が得られ

ないことがある．たとえば，ある範囲に初期値をとっ

た反復列が根とは無関係で安定な周期軌道に収束して

しまい，反復を繰り返しても根が得られない多項式が

ある11),12)．

このような Newton 法が失敗する問題に対して

三次収束の解法である Halley 法1)（ϕ(z) = z −
f(z)/{f ′(z)− f(z)f ′′(z)/(2f ′(z))}）を適用すると数
値解が得られることがある．この方法は，実根のみを

持つ多項式に対し実軸上に初期値をとった場合，ほと

んどいたるところで初期値に最も近い根に収束するこ

とが分かっている6)．

四次収束の反復解法にKiss法4)がある．さらにPo-
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mentale法7)，Nourein法5) は任意次数の反復法であ

る．国内では，櫻井ら8)，五十嵐2) の任意次数の反復

法がある．このような単独型の高次反復法を代数方程

式に適用した場合，一般に根と無関係な周期軌道に収

束してしまうことが少なく，数値解を得るまでの反復

回数が初期値や方程式の次数に影響され難いという性

質を持つ．また，初期値に最も近い根に収束する傾向

があることが経験的に知られている．ただし，高次の

反復法ほど 1反復あたりの計算量は多くなる．

本論文では，単根のみを持つ代数方程式

f(z) = zn + a1z
n−1 + · · · + an (an �= 0)

=

n∏
i=1

(z − zi) (2)

について考察する．p 次収束の反復法による反復列が

実質的に p 次収束 (1)を示すのは根の近傍においてで

あり，根から離れた領域での反復列の振舞いは複雑で

ある．そのような反復列の大域的な振舞いを 2章で概

観する．3章では，大域的な収束状況を定量化するた

め，根に対する近似根の相対距離を導入する．相対距

離が等比的に減少する領域を単調一次収束領域として

定義する．これは，その根に対して反復法が安定な収

束を示す初期値の集合である．また，その部分領域と

してApollonius領域を導入する．4章ではNewton法

の Apollonius領域を評価する．5章では Nourein法

の Apollonius領域を評価し，それが次数 p → ∞ で

根を母点とする Voronoi領域に収束することを示す．

以上の結果は，Nourein法の単調一次収束領域が次

数 p → ∞ でVoronoi領域に収束するとを意味し，先

に述べた経験則が正しいことを証明する．

2. 収 束 領 域

佐藤9)に従って，反復法の収束領域について概観す

る．反復法 ϕ による反復列が根 zi に収束するような

初期値の集合 U(zi) = {z | limν→∞ ϕν(z) = zi} は開
集合であり，zi の収束領域と呼ばれる．その連結成分

で zi を含むものを直接収束領域 U0(zi) という．直接

収束領域内の点を初期値とした反復列は直接収束領域

内を動き，根 zi に収束する．

U(zi)−U0(zi) を間接収束領域という．ここに初期

値をとると反復列は有限回の反復で U0(zi) に入るが，

その回数は有界ではない．

収束領域の境界はすべて一致することが知られてお

り，Julia集合

E′ = ∂U(z1) = ∂U(z2) = · · · = ∂U(zn)

と呼ばれる．Julia集合上に初期値をとると反復列は

この集合上を動きまわり根に収束しない．Julia集合

に近接した初期値でもなかなか根に収束しない．ま

た，初期値の小さな変化で反復列の収束先が変わって

しまう．

ある整数 m ≥ 2 に対して ϕk(w) �= w (0 < k <

m)，ϕm(w) = w となる点 w を，周期 m の循環点

（周期点）という．w は ϕm の不動点である．方程式

によっては，循環点 w が ϕm に関する収束域を持つ．

これを循環域という．循環域に初期値をとると反復法

は m 周期軌道に漸近し，根に収束しない．循環域の

境界もまた E′ である．

根の直接収束領域の外部や Julia集合近傍に初期値

をとると反復列の振舞いは不安定で予期しがたく，周

期軌道に落ちて根に収束しないこともある．そのため

我々は次章以降で安定な収束を保証する初期値の集合

として，直接収束領域の部分集合である単調一次収束

領域を定義し，それを解析する．

以上の具体例として図 1 を示す．この図は f1(z) =

z4 − 6z2 − 11 に Newton 法を適用し，根 z1 =√
3 + 2

√
5 に収束した反復列の初期値をプロットし

たものである．計算には倍精度演算を用い，停止条件

を |f1(ϕ
ν(z))| < 1.0E-10（ただし，ν < 30）とした

（以降の収束領域の図も同様）．

この図において，z1 を含む大きな連結成分が直接収

束領域 U0(z1) であり，間接収束領域 U(z1)−U0(z1)

は複雑なフラクタル図形となっている．

収束領域 U(z1) の境界は Julia 集合 E′ で，他の

根 z2 = i
√

2
√

5 − 3，z3 = −i
√

2
√

5 − 3，z4 =

−
√

3 + 2
√

5 の収束領域の境界でもある．したがっ

て，これらの収束領域も陰画として見ることができる．

zi (i = 2, 3, 4) を含む白抜きの大きな連結成分が直接

収束領域 U0(zi) (i = 2, 3, 4) である．

この例では，±1（図中の ◦）が周期 2の循環点（周

期点）となり，これらを中心とする白抜きの領域を直

接収束領域とする循環域を持つ．

結局，全複素平面は直接収束領域 U0(zi) (1 ≤ i ≤ 4)

とそれらの補集合 X = C − ⋃4

i=1
U0(zi)（図中の大

きな X字状の図形）に分割される．X はフラクタル

構造を呈し，そこに初期値をおいた反復列の振舞いは

不安定である．

以上より，代数方程式に対する反復法が安定に収束

するような初期値の範囲を評価するにはその境界近傍

を除いた直接収束領域を評価することが妥当である．

3. 単調一次収束領域とApollonius領域

ここでは，反復列の安定な収束を保証する初期値の
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図 1 Newton 法による f1(z) の根 z1 の収束領域
Fig. 1 Region of convergence of z1 (Newton’s method).

集合として単調一次収束領域を定義する．簡単のた

め反復のインデックスを省略し，ζi := ϕν(z) − zi，

ζ̃i := ϕν+1(z) − zi (i = 1, . . . , n) と書く．

まず，いくつかの定義を示す．

定義 3.1（相対距離）

点 z の根 zi に対する相対距離を以下で定義する．

di(z) = max
j �=i

|z − zi|
|z − zj | (3)

定義 3.2（Apollonius円，Apollonius比）

ある根 zi，zj (j �= i) と α (0 ≤ α ≤ 1) に対して，

集合

A(zi, zj , α) =

{
z :

|z − zi|
|z − zj | < α

}
(4)

を根 zi，zj を定点とした Apollonius円という．また

α を Apollonius比という．

定義 3.3（Apollonius領域）

集合

A(zi, α) =
⋂
j �=i

A(zi, zj , α) (5)

を zi の Apollonius領域という．

以上の定義より，

A(zi, α) = {z : di(z) < α} (6)

である．

定義 3.4（単調一次収束領域）

式 (7) を満たす収束率 c (0 ≤ c < 1) が存在する点

z ∈ U0(zi) 全体の集合を，根 zi の単調一次収束領域

D(zi) ⊂ U0(zi) という．

di(ϕ
k+1(z)) ≤ cdi(ϕ

k(z)) (k ≥ 0) (7)

つまり，z ∈ D(zi) を初期値とする反復列について，

根 zi に対する相対距離は等比的に単調減少する．

また，領域 A(zi, α) が単調一次収束領域に含まれ

るための十分条件は，任意の j (1 ≤ j ≤ n, j �= i) と

α′ (0 ≤ α′ < α) に対し，c (0 ≤ c < 1) が存在して，

z ∈ A(zi, α
′) ⇒ |ζ̃i/ζ̃j | ≤ c|ζi/ζj | (8)

が成立することである．

4. Newton法

最も簡単な例としてNewton法におけるApollonius

領域について考える．これについて以下の定理が成り

立つ．

定理 4.1 n ≥ 2 に対して，

αN =
1

2n − 3

とすると，A(zi, αN ) は根 zi に対する Newton法の
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単調一次収束領域に含まれる．

証明 式 (8)を i = 1，j = 2 について示す．任意の

i，j (i �= j) についても同様に証明できる．

z ∈ A(z1, α
′) (0 < α′ < αN ) とする．式 (2)より，

f ′(z)

f(z)
=

n∑
i=1

1

z − zi
=

n∑
i=1

ζ−1
i (9)

よって，

ζ̃1 = ζ1 − f

f ′ = ζ1 − 1∑
i
ζ−1

i

=
ζ1(1 + ∆) − ζ1

1 + ∆
(10)

ただし，

∆ =

n∑
i=2

ζ1

ζi
(11)

である．同様に，

ζ̃2 =
ζ2(1 + ∆) − ζ1

1 + ∆
(12)

これらから，

ζ̃1

ζ̃2

=
ζ1(1 + ∆) − ζ1

ζ2(1 + ∆) − ζ1
=

∆(ζ1/ζ2)

1 + ∆′ , (13)

∆′ =

n∑
i=3

ζ1

ζi
(14)

を得る．仮定 z ∈ A(z1, α
′) より，

|∆| ≤
n∑

i=2

∣∣∣∣ ζ1

ζi

∣∣∣∣ < (n − 1)α′ (15)

|∆′| ≤
n∑

i=3

∣∣∣∣ ζ1

ζi

∣∣∣∣ < (n − 2)α′ < (n − 2)αN

=
n − 2

2n − 3
< 1 (16)

これらを用いて，∣∣∣∣ ζ̃1

ζ̃2

∣∣∣∣ <
(n − 1)α′

1 − (n − 2)α′

∣∣∣∣ζ1

ζ2

∣∣∣∣ = c

∣∣∣∣ζ1

ζ2

∣∣∣∣ , (17)

c =
(n − 1)α′

1 − (n − 2)α′ (18)

そして，0 < α′ < αN より，

0 < c =
(n − 1)α′

1 − (n − 2)α′

<
(n − 1)αN

1 − (n − 2)αN
= 1 (19)

である． （証明終）

図 2 にNewton法における f1(z) の根 z1 の収束領

域とApollonius領域を示す．z1 のApollonius領域は，

図 2 Newton 法の収束領域と Apollonius 領域
Fig. 2 Region of convergence and Apollonius region of z1

(Newton’s method).

3つの Apollonius円（A(z1, z2, αN )，A(z1, z3, αN )，

A(z1, z4, αN )）の交差部分（斜線部分）となる．これ

を見ると収束領域の中でも反復列の一次収束が保証さ

れる「良い」初期値は根の近傍の比較的狭い領域にあ

ることが分かる．

Newton法の収束特性に関しては多くの研究がある．

その中で，反復列の二次収束を保証するような初期値

をテストする方法（α-test）がある3),10)．Newton法

が二次収束する領域を調べるために α-test は各初期

値において f の高階導関数値が必要なのに対し，定

理 4.1 は代数方程式の次数のみで単調一次収束領域を

扱えるという違いがある．

5. Nourein法

この章では，Nourein法について前章のNewton法

と同様の解析を行い，次数と Apollonius領域の関係

について議論する．

はじめに，1/f(z) を z0( �= zi, i = 1, . . . , n) でTay-

lor展開する．

1

f(z)
=

1∏
i
(z − zi)

=

n∑
i=1

{
1

f ′(zi)

1

z − zi

}

=

n∑
i=1

{
1

f ′(zi)

−1

zi − z0

∞∑
k=0

(
z − z0

zi − z0

)k

}

=

∞∑
k=0

ck(z0)(z − z0)
k (20)

ただし，

ck(z) =

n∑
i=1

{
1

f ′(zi)

−1

(zi − z)k+1

}
(21)
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である．代数方程式に対する Nourein法は

ϕ(z) = z +
cp−2(z)

cp−1(z)
(p ≥ 2) (22)

で定義される p 次収束の反復法である．反復式 (22)

は，p = 2 のとき Newton 法，p = 3 のとき Halley

法，p = 4 のとき Kiss法にそれぞれ等しい．

いま，n ≥ 2，p ≥ 2，Γ を正定数として，以下の方

程式を考える．

(n − 1)Γαp−1 =
1 − α

1 + 3α
(23)

これについて，以下の補題が成り立つ．

補題 5.1 方程式 (23) は区間 [0, 1) に唯一の実解

αp を持つ．また，0 ≤ α < αp で，

(n − 1)Γαp−1 <
1 − α

1 + 3α
(24)

である．αpは pについて単調増加で，limp→∞ αp = 1．

証明 方程式 (23)の左辺は，α = 0 で 0，α = 1 で

(n− 1)Γ > 0，0 ≤ α ≤ 1 で単調増加である．また右

辺は，α = 0 で 1，α = 1 で 0，0 ≤ α ≤ 1 で単調減

少である．したがって [0, 1) にただ 1つの実根 αp を

持つ．また，不等式 (24)が成立する．

α ∈ [0, 1) を固定すると，式 (24)の左辺は p につい

て単調減少で p → ∞ で 0である．したがって，αp は

p について単調増加であり，任意の α ∈ [0, 1) に対し

て αp > α となる p が存在する．すなわち α∞ → 1

である． （証明終）

ここで Voronoi領域の定義を示す．

定義 5.1（Voronoi領域）

以下を満たす領域 V (zi) を zi を母点とした Voronoi

領域という．

V (zi) = {z :
|z − zi|
|z − zj | < 1 , j �= i} (25)

次の定理は，p 次 Nourein 法と，それに対応する

Apollonius比 αp の関係を示す．

定理 5.1 Γ = Γi := maxj �=i |f ′(zi)/f ′(zj)| とし
た方程式 (23)の区間 [0, 1] における唯一の実解を αp

とすると，A(zi, αp) は根 zi に対する p 次 Nourein

法の単調一次収束領域に含まれる．また，

A(zi, α2) ⊂ A(zi, α3) ⊂ · · ·
⊂ A(zi, 1) = V (zi) (26)

かつ，
∞⋃

p=2

A(zi, αp) = V (zi) (27)

である．

すなわち，Nourein法の次数 p の増加により，根 zi

に対する Apollonius領域 A(zi, αp) は単調に拡大し，

zi を母点とする Voronoi領域 V (zi) に近づく．

証明 式 (8)を i = 1，j = 2 について示す．任意の

i，j (i �= j) についても同様に証明できる．

z ∈ A(z1, α
′) (0 < α′ < αp) とする．式 (21)より，

cp−1(z) =

n∑
i=1

{
1

f ′(zi)

−1

(−ζi)p

}

=
1

f ′(z1)

−1

(−ζ1)p
·{

1 +

n∑
i=2

f ′(z1)

f ′(zi)

(
ζ1

ζi

)p
}

=
−(1 + ∆p)

f ′(z1)(−ζ1)p
(28)

cp−2(z) =
−(1 + ∆p−1)

f ′(z1)(−ζ1)p−1
(29)

を得る．ただし，

∆k =

n∑
i=2

f ′(z1)

f ′(zi)

(
ζ1

ζi

)k

(30)

である．これより，

ζ̃1 = ζ1 +
cp−2(z)

cp−1(z)
= ζ1 − 1 + ∆p−1

1 + ∆p
ζ1 ,

ζ̃2 = ζ2 +
cp−2(z)

cp−1(z)
= ζ2 − 1 + ∆p−1

1 + ∆p
ζ1 ,

ζ̃1

ζ̃2

=
(∆p − ∆p−1)(ζ1/ζ2)

(1 + ∆p) − (1 + ∆p−1)(ζ1/ζ2)

補題 5.1の不等式 (24)で，Γ = Γ1 とし，0 < λ < 1

を，

(n − 1)Γα′p = λ
α′(1 − α′)
1 + 3α′

で定める．これにより，

|∆p| ≤
n∑

i=2

∣∣∣∣f ′(z1)

f ′(zi)

∣∣∣∣
∣∣∣∣ ζ1

ζi

∣∣∣∣
p

≤ (n − 1)Γα′p

= λ
α′(1 − α′)
1 + 3α′ <

α′(1 − α′)
1 + 3α′ , (31)

|∆p−1| ≤
n∑

i=2

∣∣∣∣f ′(z1)

f ′(zi)

∣∣∣∣
∣∣∣∣ ζ1

ζi

∣∣∣∣
p−1

≤ (n − 1)Γα′p−1

= λ
(1 − α′)
1 + 3α′ <

(1 − α′)
1 + 3α′ (32)
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図 3 Nourein 法の次数と Apollonius 比
Fig. 3 Order of convergence and Apollonius ratio

(Nourein’s method).

と評価できる．式 (31)，(32)より，

|1 − (ζ1/ζ2) − ∆p − (ζ1/ζ2)∆p−1|
> (1 − α′) − |∆p| − α′|∆p−1|
>

(1 − α′)(1 + α′)
1 + 3α′ > 0

これらを用いて，∣∣∣∣ ζ̃1

ζ̃2

∣∣∣∣ ≤ |∆p| + |∆p−1|
1 − α′ − |∆p| − α′|∆p−1|

∣∣∣∣ζ1

ζ2

∣∣∣∣
≤ λα′(1−α′)

1+3α′ + λ 1−α′
1+3α′

1 − α′ − λα′(1−α′)
1+3α′ − λα′(1−α′)

1+3α′

∣∣∣∣ζ1

ζ2

∣∣∣∣
≤ (1 + α′)λ

1 + 3α′ − 2α′λ

∣∣∣∣ ζ1

ζ2

∣∣∣∣ = c

∣∣∣∣ ζ1

ζ2

∣∣∣∣ (33)

ここで，

c =
(1 + α′)λ

1 + 3α′ − 2α′λ

である．そして，0 < λ < 1 より，

0 < c =
(1 + α′)λ

1 + 3α′ − 2α′λ
<

1 + α′

1 + 3α′ − 2α′ = 1

である．

後半部分は，補題 5.1 より明らか． （証明終）

図 3 に f1(z) の根 z1 に対する Nourein 法の次数

とApollonius比の関係を示す．この図より，Nourein

法の次数の増加にともなう Apollonius比の変化の様

子が分かる（計算機上でこの図にあるような高い次数

で Nourein 法を実行した場合に修正量の計算が破綻

するか否かはここでは考慮していない）．

図 4 に f1(z) に対する p = 4，8，16 のNourein法

における z1 の収束領域，Apollonius領域，Voronoi領

域の境界を示す．実際の Nourein法の反復は式 (21)，

(22)の定義による．

z1 の Apollonius領域とそれを含む直接収束領域は

図 4 各次数における収束領域，Apollonius 領域と Voronoi 領域
Fig. 4 Region of convergence, Apollonius region and

Voronoi region of Nourein’s method (p = 4, 8, 16).

次数の増加にともなって Voronoi 領域に近づいてい

る．それにともない，間接収束領域や Julia集合から

なるフラクタル部分が狭くなり，Voronoi領域の境界

に張り付いていく．

図 5 には次数を変化させた（p = 2，4，8，16）と

きの f1(z) の根 z1 の Apollonius領域の境界を示す．

太線は f1(z) の根を母点とするVoronoi領域の境界で

ある．この図の背景には Newton法（二次の Nourein

法）による z1 の収束領域が描かれている．次数の増

加にともなって Apollonius 領域が広くなり，高次の

Nourein法の Apollonius領域は Newton法の収束領

域のフラクタル部分の一部を覆っていることが分かる．

表 1 に実部 [2.0, 3.0]，虚部 [2.5, 3.5] の範囲をそれ

ぞれ 40等分した点を初期値として p 次Nourein法を

適用し，z1 に収束した初期値について，反復回数の平

均と分散，データ数（z1 に収束した初期値の数）を示

す．これより，次数を増やすに従って反復回数は少な

くなり，そのばらつきも少なくなることが分かる．こ

れははじめに述べた，高次の反復法ほど反復回数が初

期値に影響され難いという事実を示す結果である．ま

た，直接収束領域が Voronoi領域に近づくにともなっ
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図 5 f1 に対する Nourein 法（p = 2，4，8，16）の
Apollonius 領域

Fig. 5 Apollonius region of Nourein’s method

(p = 2, 4, 8, 16) for f1.

表 1 Nourein 法の次数と反復回数
Table 1 The relation between the order of convergence p

and the number of iterations.

p 2 4 8 16

average 14.7 8.3 4.8 3.9

variance 9.21 0.85 0.50 0.29

number of data 75 29 250 566

て，最も近い根 z1 に収束する初期値の数が多くなる

こともはじめに述べた性質を裏付ける結果である．

Voronoi 領域が閉領域となる例として，f2(z) =

z5 − iz4 + 3z3 + 41iz2 + 132z − 90i の根 z1 = i

の Apollonius領域，Voronoi領域の境界を図 6 に示

す．この図の背景には p = 2 の Nourein法（Newton

法）における z1 の収束領域がプロットされている．

また，z1 を囲む 4つの Apollonius領域の境界は，内

側から p = 2，4，8，16の Nourein法のものである．

6. ま と め

一変数代数方程式に対する反復法について，収束次

数の高い解法ほど初期値に最も近い根が得られると

いう経験則がある．我々は，これを相対距離に関する

単調一次収束領域が次数の増加にともない拡大する現

象であるととらえた．そして，単調一次収束領域の部

分領域である Apollonius領域が，Nourein法におい

ては収束次数の増加にともない拡大し，極限において

図 6 f2 に対する Nourein 法（p = 2，4，8，16）の
Apollonius 領域

Fig. 6 Apollonius region of Nourein’s method

(p = 2, 4, 8, 16) for f2.

Voronoi領域に一致することを示した．これは上の経

験則を理論的に証明するものである．

根の Apollonius領域は，その根の直接収束領域の

部分集合でもあるので，直接収束領域も次数の増加に

よりVoronoi領域に漸近することになる．複素平面か

ら全根の直接収束領域を除いた集合は，間接収束領域，

循環域や Julia集合からなる複雑なフラクタル構造を

呈し，そこに初期値をとると根への収束さえ保証でき

ない．このような集合がVoronoi領域境界近傍に極限

されてゆくことも，次数の高い Nourein 法が安定化

することを保証するものだと考えられる．

Apollonius 領域の解析は反復式の絶対値評価に基

づいているので，同じ次数の解法でもより複雑な形式

の修正量を持つ解法の領域の方が狭く評価される傾向

がある．具体的には，定理 4.1より，f1(z) に対する

Newton 法の Apollonius 比は αN = 0.2 となるが，

実際には等価な k = 2 のNourein法のApollonius比

は，定理 5.1 より，α2 = 0.102 となる．

今後，重複根を持つ多項式や他の反復法への適用す

ることを考えている．
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