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量子2準位系での固有値推定での量子効果

林 正 人†,††

量子 2準位系での状態の密度行列の固有値を推定する問題を，まったくエンタングルメントを用い
ない測定による推定と，2 つの系間の相関を用いた測定による推定とを比較する．その結果，純粋状
態に近い場合については，Hendrych ら (2003) が行った量子相関を用いた実験による推定が，ある
種のまったく相関を用いない場合での最適な実験による推定よりもより高い精度を与えることを示し
た．Hendrych らの実験では推定精度について十分に検討していなかったが，改めて，推定精度に注
意して同種の実験を行えば，量子相関による推定精度の向上を，実験的に実証できることと思われる．

Quantum Effect on Eigen-value Estimation
in Quantum Two-level System

Masahito Hayashi†,††

Concerning the estimation problem of the eigen-value of the density in the quantum two-
level system, I compare the accuracy of a estimator based on a quantum measurement with
quantum correlation in measuring apparatus with that of the optimal estimator based on
a measurement without quantum correlation. It is proven that the estimator realized by
Hendrych, et al. (2003) is better than the optimal case without quantum correlation when the
true state is closed to a pure state. Although Hendrych, et al. did not discuss the accuracy of
their estimation sufficiently, it is expected to be able to be realized to perform an estimation
whose accuracy is better than the optimal case without quantum correlation.

1. は じ め に

量子計算をはじめとして量子暗号など様々な量子情

報処理が提案されている．これらの情報処理では（量

子力学的に相関を持つ）状態が重要な役割を果たすこ

とが少なくない．エンタングルした状態は量子系にの

み存在するもので，量子力学的な効果を有効に発揮す

るには必要であることが多い．一方，量子情報処理の

1つである量子系での統計的推測では複数の状態が独

立に準備されている状況を想定するため，エンタング

ルした状態を想定することは少ない．しかし，状態が

エンタングルしていない場合でも，すなわち，量子力

学的に相関を持っていない場合でも，量子力学的な相
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関（量子相関）を持つ測定を行った方が，そうでない

測定を行う場合よりも推定精度が良くなる場合がある．

量子相関を持つ測定は量子系特有のものであるので，

それを持たない測定との推定精度の差が量子効果を表

していると考えることができる．本論文では，最も簡

単な量子系である量子 2準位系での密度行列の固有値

の推定問題に注目し，実現可能な量子相関を持つ測定

で明確に量子効果が表れるものを提案する．もちろん，

量子相関を持つ測定が重要な役割を果たすのは量子系

の統計的推測に限ったことではない．量子系での通信

路符号化でもそれを用いることで通信路容量が向上す

ることが理論的には確かめられている．それゆえ，量

子相関を持つ量子測定の効果に関する研究は量子情報

理論での 1つの重要なテーマである．本論文では推定

論の枠組みでこのような量子効果を実験的に検証する

枠組みを提案する．

量子推定理論は Helstrom 1),2) によって始められ，

Holevo 3)によって，その数学的基礎が与えられた．そ

の後，量子推定論は長岡をはじめとする多くの研究者

によって数多くの貢献がなされ4),6)，量子情報理論の

他の研究テーマにも影響を与えている7). 本論文では

量子 2 準位系での密度行列の固有値を推定する問題
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を扱う．我々の設定では固有値だけでなく，撹乱変数

と見なせる固有ベクトルまでも未知である設定で，固

有値だけを推定することにとした．そして，この問題

を漸近論の枠組みで論じた．漸近論は極限操作が現れ

るため，非専門家の間ではとかく敬遠されがちである

が，問題を著しくシンプルにするという特徴があるの

で，実際のデータ操作や実験を行う前に，取り扱う問

題の大まかな枠組みを理解し論じるためにはきわめて

有効である．このようにユニタリ方向を撹乱パラメー

タとしてとらえ固有値推定を漸近論の枠組みでとらえ

る研究は Keylら8) や松本13) によってなされている．

彼らは表現論的な構造を用いた測定によって，その固

有値を推定する方法を提案し，その漸近的性能がきわ

めて優れていることを示した．彼らの提案した測定は

理論的に優れてはいるものの，その実装には相当の量

子相関の利用が必要であるため，実現は困難であると

思われる．一方で，本研究では比較的実装可能性が高

い測定のクラスに限って推定のための測定を最適化を

行った．このような設定を採用することで，比較的実

装が容易な量子相関を用いた測定であっても，それを

まったく用いない測定の範囲で最適な測定を，推定効

率の面で上回ることが可能であることを示した．そし

て，このような測定の 1つが，Hendrychら10)によっ

てすでに実装されているものであることを示した．こ

れは，先にも述べたように量子相関の重要性を示唆す

るとともに，それが十分利用可能なものであることも

同時に強く示唆している．ただ，Hendrychらの実験

では，この方法での推定可能性のみ指摘した実験であ

り，推定効率までは意識されていない．

一方で，このようにクラスを制限した最適化問題に

は，上述の理論的最適限界の導出にない取扱いの難し

さが存在する．これを厳密に取り扱うために，本論文

では撹乱変数についてミニマックス法や Bayes 法を

漸近論の枠組みで適用した．Keyl ら8) や松本13) が

用いた手法は，ある意味で非漸近的な枠組みでのミニ

マックス法や Bayes 法と見なすことができ，本論文

での議論とは異なる．本論文で採用した手法の詳細は

付録 A.3 で述べることになるが，この手法を採用す

ることで，撹乱変数に依存しない推定性能を保証する

議論が可能となった．だが，通常はミニマックス法や

Bayes法は未知の推定すべきパラメータに関して用い

ることが多いので注意を要する．

以下本論文の構成について説明する．最初に 2.1 節

ではこの問題を扱うために必要な，量子系の数学的な

定式化を説明する．そして，2.2節と 2.3節ではそれぞ

れ最低限の予備知識の範囲で，確率分布族のパラメー

タ推定と量子状態推定の基本的事項を解説する．次に

3 章では量子 2準位系での密度行列の固有値を推定の

数学的定式化を行い，4 章では，密度行列の固有ベク

トルが既知であり，（すなわち撹乱変数がない場合）そ

の固有値のみを推定する問題を扱う．この場合の問題

はある意味で古典的な場合に帰着できる．一方，固有

ベクトルが未知である場合では，既知である場合より

も推定精度が低下するが，その程度は，本論文で論じ

るように問題設定に依存する．5 章と 7 章ではすべ

てのサンプル系に対して，推定のためのデータ抽出過

程のための測定を個別的に行う設定を考える．特に，

5 章では，これまでに得られたデータに応じた逐次的

な測定の改良をまったく許さない設定の下で，推定の

ための測定の最適化を行った．これは測定過程におい

て，サンプル系の間の相関をまったく使わなかった設

定である．一方，測定過程において，サンプル系の間

に相関を用いることも可能である．その例として，測

定そのものは各サンプル系に対して個別に行うが，逐

次的に測定を改良する手法が考えられる．これはある

意味で古典的な相関を用いた設定であり，7 章で扱わ

れる．逆に，量子系であるので，測定過程においてサ

ンプル系の量子的な相関を用いることも可能である．

このような設定は 6 章で扱われる．ただし，本論文で

扱った問題では，推定のために用いる相関は 2つのサ

ンプル系の間だけであり，3つ以上のサンプル系にま

たがる相関はいっさい用いない設定を採用している．

なぜなら，本論文の目的が物理的に実装が容易であり，

かつ，量子力学的な相関の効果が明示的に現れる実験

を提案することにあるからである．そのため，実装の

ための難易度が上がると思われる，3つ以上のサンプ

ル系にまたがる相関を用いた設定は扱わなかった．な

お，本論文で扱う問題では情報源である未知の量子状

態には古典的なものも含め，いっさいの相関がないと

仮定している．それゆえ相関があるのは，あくまでも

我々が推定のために行う操作のみである．

そして，付録 A.1 では本論文で必要となる Jensen

の不等式と，その量子的な設定でのある種の拡張につ

いて述べる．続いて，付録 A.2 では確率分布の漸近

理論について既知の成果を要約する．本論文で扱う問

題では推定すべきパラメータが 1つであるが，撹乱変

数がある設定扱うため，推定すべきパラメータが複数

存在する場合や撹乱変数がある場合での確率分布族の

パラメータの推定についてもここでは扱った．さらに

付録 A.3 では，群対称性がある場合での推定の漸近

理論について扱った．すなわち，撹乱変数が群の作用

に関して共変的であり，推定すべきパラメータが群の
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作用に関して不変である場合を扱った．先行研究とし

て Holevo 3) により群共変的モデルの推定論が得られ

ているが，彼が扱った場合は，撹乱変数がなく，推定

すべき変数が共変的である場合であった．ここで扱っ

た議論は Holevoの議論とは手法に類似した点がある

が，本質的に異なった問題を扱っている．この部分の

ポイントは直接平均 2乗誤差に対しては，Holevoの

議論との類似を考えず，むしろ Fisher 情報量に注目

したことである．

2. 準 備

2.1 量子系の数学的記述と推定の定式化

ここでは量子系を記述するために，基礎的な事項を

説明する．以下に述べられることはきわめて基本的で

あるが，標準的な量子力学の教科書には必ずしも十分

に記述されていないので注意を要する．量子力学では

注目する物理系（量子系）は Hilbert空間（系の表現

空間，以下 H と記す）で記述され，状態は Hilbert

空間 H 上の密度行列で記述される．H 上の密度行列
とは H から H へのエルミートな行列で半正定値か
つその Traceが 1となるものである．このような密度

行列の全体を S(H) で表す．

測定は H 上の単位行列 I の positive semi-

definite行列による分解 {Mi}で記述される．この分解
{Mi}はPOVM（正作用素値測度Positive Operator-

Valued Measure）と呼ばれる．系が密度行列 ρ ∈
S(H) に対応する状態にあるとき POVM {Mi}ki=1 に

対応する測定を行うとその測定値 i = 1, . . . , k は確率

分布

PMρ (i) := Tr ρMi (1)

に従う．これが確率になるために，ρ および M の

positive semi-definiteであることが効いていることに

注意されたい．この定式化では状態と測定の再現性が

暗に仮定されている．そうでなければ，式 (1)を実験

により検証することが不可能である．

2 つの量子系 H1，H2 の合成系はテンソル積空間

H1 ⊗ H2 で記述される．特に各系の状態の密度行列

がそれぞれ ρ1，ρ2 で与えられており，相互作用がな

いときには，合成系上の状態の密度行列は ρ1 ⊗ ρ2

で与えられる．量子力学系におけるパラメータ推定

では，状態に対応する未知の密度行列が密度行列族

S = {ρθ ∈ S(H)|θ ∈ Θ ⊂ R} に含まれていること
が既知のうえで，測定値から未知のパラメータ θ を

推定することになる．本論文ではパラメータが 1つの

量子状態族 {ρθ ∈ S(H)|θ ∈ Θ ⊂ R} のパラメータ
推定について考えることになる．この場合は測定に対

応する POVM M = {Mi} の選択の自由度があるわ
けである．それゆえ，M に応じて決まる確率分布族

{PMρθ
|θ ∈ Θ} のパラメータ推定に帰着できる．

2.2 確率分布族の推定の漸近論

古典的な場合，すなわち確率分布族の推定での場合

には，この議論の一般論がすでに確立している．パラ

メータが 1つの確率分布族 {pθ(ω)|θ ∈ Θ ⊂ R} のパ
ラメータ推定では，未知の分布 pθ に独立に従う n 個

のデータ �ωn := (ω1, . . . , ωn) から，未知パラメータ

を決定するという設定がしばしば採用される．この場

合，誤差の基準として平均 2乗誤差（MSE）

vθ(θ̂n) :=

∫
Ωn

(θ̂n(�ωn) − θ)2pnθ ( d�ωn)

を用いることが多い．そして，推定方法として最尤推

定 θ̂ML,n(�ωn) := argmaxθ∈Θ pθ(ω1) · · · pθ(ωn) を用
いることが多い．データ数 n が大きいとき，最尤推

定 θ̂ML,n の平均 2乗誤差は漸近的に 0に収束するが，

その早さが問題となり，次の漸近的な近似式

vθ(θ̂ML,n) ∼= J−1
θ

1

n

Jθ :=

∫ (
d

dθ
log pθ(ω)

)2

pθ(ω) dω (2)

が成り立つ．なお，Jθ は Fisher 情報量とよばれ

る．逆に推定量の列 {θ̂n(�ωn)} に対して，極限値
limn→∞ n vθ(θ̂n) が θ ∈ Θ についてある意味で一

様収束するのであれば，

lim
n→∞

n vθ(θ̂n) ≥ J−1
θ (3)

となる．それゆえ，漸近一次の議論の範囲では最尤推

定量が最適となり，Fisher情報量の値に注目すること

が多い．ここで確率空間 Ω から確率空間 Ω′ への写

像 f を考えると，自然に確率空間 Ω′ 上の分布 p′θ を

p′θ(B) := pθ(f
−1(B))（B は Ω′ の部分集合）で定義

できる．この分布 p′θ のなす分布族の Fisher情報量を

J ′
θ で表すと，以下の Fisher情報量の単調性とよばれ

る不等式が成り立つ．

J ′
θ ≤ Jθ (4)

この不等式が成り立つことは，Fisher情報量の持つ意

味（式 (2)および不等式 (3)）を考えれば容易に確認

できる．確率分布族 {p′θ} に対する推定量 θ̂′ は推定

量 θ̂(ω) := θ̂′(f(ω)) を考えることで自然に，確率分

布族 {pθ} に対する推定量と見なすことができる．両
者の平均 2乗誤差は等しいので，分布族 {p′θ} の平均
2乗誤差の限界は分布族 {pθ} の平均 2乗誤差の限界

より大きいことが分かる．これより，不等式 (4)が確

認できる．しかし，極限値 limn→∞ n vθ(θ̂n) が J−1
θ
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と一致する推定量は最尤推定量だけではない，漸近的

に最適な推定量は他にも複数存在する．それらの中で

優劣を扱うには，その次のオーダの係数を議論するこ

とが多い．

2.3 量子系での推定の漸近論

次にパラメータが 1つの量子状態族 {ρθ ∈ S(H)|θ ∈
Θ ⊂ R} のパラメータ推定について考えてみよう．以
下では M に応じて決まる確率分布族 {PMρθ

|θ ∈ Θ}
の Fisher情報量を JMθ で表す．未知のパラメータ θ

に応じて決まる，同一の状態 ρθ が n 個独立に準備

されている状況を考えるわけであるが，この場合そ

の表現空間は H⊗n になる．たとえば個々の系に対し

て，同一の測定 M を行い，確率分布族 {PMρθ
|θ ∈ Θ}

に対する最尤推定量 θ̂ML,n を適用した場合の平均

2 乗誤差は vθ(M × n, θ̂ML,n) ∼=
(
JMθ
)−1 1

n
とな

る（M × n で H⊗n の各量子系 H に対して独立に
POVM M を行うという測定を表すこととする）．し

かも，先と同様に推定量の列 {(Mn, θ̂n)} に対して，
極限値 limn→∞ n vθ(M

n, θ̂n) が θ ∈ Θ について

一様収束するのであれば，limn→∞ n vθ(θ̂ML,n) ≥
minM (JMθ )−1 となることが示せる．それゆえ，JMθ
を最大にする測定 M を行い，最尤推定量を用いる方

法が漸近一次の議論の範囲では最適となる．しかし，

この戦略には JMθ を最大化する最適な測定 M が一

般には θ に依存するという致命的な欠陥がある．し

たがって，推定精度は minM (JMθ )−1 1
n
より小さくな

ることはない．実は，この限界は適応的に測定を改良

することで漸近的に達成可能であることが知られてい

る15),16)．一方，適応的な測定の改良を許さない設定

では，argminM (JMθ )−1 が未知パラメータに依存する

場合は達成しない．

なお，この値の導出であるが，以下に定義する SLD

Fisher情報量1),2) Jθ の逆数と一致することが知られ

ている：

Jθ := TrL2
θρθ,

dρθ
dθ

=
1

2
(Lθρθ + ρθLθ)

ここで Lθ は対称対数微分（SLD）とよばれ，エル

ミート行列である．また，Jθ = JMθ となる測定は対

称対数微分 Lθ のスペクトル分解に対応する測定で与

えられる5)．すなわち，Lθ の対角化が Lθ =
∑

k
lkEk

（lk は固有値，Ek は射影行列）で与えられるとする

と，M が射影行列による単位行列の分解 {Ek} から
なる POVM と等しいとき，Jθ = JMθ となる．それ

ゆえ，このような測定 {Ek} が未知パラメータに依存
しないモデルであれば，解析がきわめてやさしい．

3. 量子 2準位系の固有値推定

量子系 C
2 は量子 2準位系とよばれ，最も基本的な

量子系である．この系の密度行列は 2× 2 のエルミー

ト行列で表されるが，以下のようなパラメータをとる

ことが可能である．0 ≤ θ1 ≤ π
2
, 0 ≤ θ2 ≤ 2π:

ρr,θ :=
1

2

(
1 + r cos θ1 r sin θ1e

iθ2

r sin θ1e
−iθ2 1 − r cos θ1

)
,

この場合，r が固有値に対応し，θ = (θ1, θ2) が固

有ベクトルに対応する．以下では，パラメータ r のみ

を推定する問題を考える．すなわち，推定すべきパラ

メータは r 1 つのみであるが，撹乱変数として θ が

ある．この問題では θ を推定する必要がないが，これ

が未知であれば，平均 2乗誤差が SLD Fisher情報量

の逆数となる推定量を構成する測定は θ に依存する．

そのため，そのような精度を持つ推定のためには測定

を適応的に改良する必要がある．実際の実験では，適

応的に測定を改良することが困難である場合が多い．

それゆえ，以下では未知状態 ρr,θ にある量子系 C
2 を

2m 個，独立に準備し，各系に独立に同一測定 M を

行い r を推定する場合と，未知状態 ρ⊗2
r,θ にある量子

系 (C2)⊗2 を m 個，独立に準備し，各系に独立に同

一測定 M を行い r を推定する場合を比較する．前者

で最適な場合の平均 2乗誤差と，後者で最適な場合の

平均 2乗誤差の差が，量子相関を用いることのメリッ

トと見なすことができる．

4. 基底が分かっている場合の固有値の推定

ここでもし，θ が既知であるならば，

|θ〉 := cos θ1|+〉 + eiθ2 sin θ1|−〉
|θ⊥〉 := sin θ1|+〉 − eiθ2 cos θ1|−〉
|+〉 :=

(
1

0

)
, |−〉 :=

(
0

1

)
とおくと，ρr,θ = 1+r

2
|θ〉〈θ| + 1−r

2
|θ⊥〉〈⊥θ| となる．

それゆえ，θ に対応する基底 |θ〉，|θ⊥〉 を用いて測定
すると，固有値に対応する二項分布 1+r

2
，1−r

2
が得ら

れる．実際，θ を固定したときに得られる量子状態族

{ρr,θ|0 < r < 1} の SLD Fisher 情報量は 1
1−r2 で

あり，n 個の同一状態 ρr,θ にある量子系にこの測定

を行い，θ に対応する測定値が k 個得られた場合は，
k
n

= 1+r̂n
2
と推定値 r̂n を定めると，その平均 2乗誤

差は 1−r2
n
となる．

5. 量子相関を用いない場合の最適化

ここでは量子相関を用いない場合での 1 次漸近論
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の最適化を行う．最初に，測定 M を用いて推定する

場合を考えよう．すると，収束に関する一様性を満た

す推定量 r̂n を用いると仮定すると，その平均 2乗誤

差は

lim
n→∞

n vr,θ(M × n, r̂n) ≥ (JMr,θ;r)
−1 (5)

となる．ここで，JMr,θ;r は θと測定M に依存した rが

未知パラメータである確率分布族 {PMr,θ|0 < r < 1}
の Fisher情報量である．不等式 (5)は θ が未知であ

る場合は 2.2 節の議論から直接導かれる．それゆえ，

θ が既知である場合も成り立つ．さらに，付録 A.2.3

で述べるように，適切な古典的な推定量 r̂n を選ぶと

式 (5)で等号が成立する．

このモデルではパラメータ r を固定すると，パラ

メータ θ のなす空間は 3次元球面になり，ユニタリ群

の作用は，球面上の回転に相当する．すなわち，SU(2)

の要素 U に対して，Uρr,θU∗ = ρr,O(U)θ となる 3次

元空間上の回転 O(U) が対応する．そのような θ に

関する対称な構造に注目し，θ についての最悪な場合

すなわち maxθ limn→∞ n vθ(M × n, r̂n) に注目し，

これを最適化する問題を考える．この手法はミニマッ

クス法とよばれ，統計学などでもしばしば用いられる．

ただし，通常はミニマックス法は推定したいパラメー

タについて最悪の場合を考えるので，注意を要する．

ここでパラメータ θ のなす空間に全測度が 1 とな

る回転に関して不変な測度 µ( dθ) を考える．

µ( dθ) :=
sin θ1 cos θ1

π
dθ1 dθ2

すると，付録 A.2.3 で示すように，不等式

max
θ

lim
n→∞

n vr,θ(M × n, r̂n)

≥
(∫

JMr,θ;rµ( dθ)

)−1

(6)

が成立し，測定 M がある種の対称性を持ち，r̂n が

最尤推定であるとき，等号が成り立つ．

そして，この問題は付録 A.2.3 で示すように，より

一般的な設定の下で，群共変的測定とよばれるある種

の対称性満たす測定M に限った場合の
∫
JMr,θ;rµ( dθ)

の最大化問題に帰着させることができる（群共変的測

定では JMr,θ;r は θ に依存しないので，JMr,θ;r を最大化

させる問題とみることもできる）．しかも，付録 A.3.3

で示すように，後の式 (8) で与える測定 Mopt につ

いて，∫
JMr,θ;rµ( dθ) ≤ J

Mopt

r,θ;r (7)

が成り立つ．JMopt

r,θ;r は後に計算で確かめるように θ に

依存しない．それゆえ，測定 Mopt はある種の対称性

を満たすので，付録 A.3.1の補題 1最尤推定量 r̂ML,n

について，

max
θ

lim
n→∞

n vr,θ(Mopt × n, r̂n)

= lim
n→∞

n vr,θ0(Mopt × n, r̂n) =
(
J
Mopt

r,θ0;r

)−1

が成り立つ．この式は，今考えている設定では測定

Mopt を行い，最尤推定を行う推定方法が漸近的に最

適であることを示している．なお，測定 Mopt は以下

で与えられる．

Mopt( dθ) = 2|θ〉〈θ|µ(dθ) (8)

ここで式 (8)の係数 2は空間の次元に対応するもので

ある．これをかけないと全測度が単位行列にならない．

このほかに統計学では未知パラメータに事前分布を

仮定し，その事前分布についての平均値に注目する

という方法は Bayes 法とよばれ，しばしば採用され

る．この問題に先の不変測度 µ( dθ) を事前分布とし

て Bayes法を適用すると，

lim
n→∞

n

∫
vr,θ(M × n, r̂n)µ( dθ)

に注目することになる．なお，統計学で Bayes法を指

す場合，推定すべきパラメータについて平均化を意味

することが多い．ここでは，撹乱変数について平均化

しているので注意を要する．そして，先の議論から積

分と極限を入れ替えると，不等式

lim
n→∞

n

∫
vr,θ(M × n, r̂n)µ( dθ)

≥
∫

(JMr,θ)
−1µ( dθ) ≥

(∫
JMr,θµ( dθ)

)−1

≥
(
J
Mopt

r,θ;r

)−1

が成り立つ．なお，2 つの不等式では関数 x 	→ 1/x

が下に凸であることに注目し Jensen の不等式（付

録 A.1）を用いた．それゆえ，双方の問題設定では，

測定 Mopt を行い，最尤推定を用いる方法が最適と

なる．

次に，

〈θ|ρr,0|θ〉 =
1

2
(1 + r cos 2θ1)

と計算できることから，

J
Mopt

r,θ;r =

∫ 2π

0

∫ π/2

0

(
d

dr
log (1 + r cos 2θ1)

)2

× (1 + r cos 2θ1) 2 sin θ1 cos θ1
2π

dθ1 dθ2

=
1

2

(
− 2

r2
+

1

r3
log
(

1 + r

1 − r

))
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と計算できる．

なお，ここで得られた最適測定が単にユニタリ方向

の情報しか与えていないようにみえることに違和感を

持つ読者もいるであろう．確かに，このような測定で

はデータ 1つでは固有値に関する情報はまったく情報

を与えない．また，どんな測定を行っても，1回の測

定だけからは，ある意味で固有値に関する情報を引き

出すことは不可能である．これは，どんな固有値の場

合でもユニタリ方向に平均化すれば完全混合状態にな

ることから明らかであろう．

それゆえ，固有値に関するなんらかの情報を得るに

は，最低 2つのデータが必要である．そしてこの章で

は n 個のデータから最尤法を用いて推定する方法を

提案している．この手法では得られたデータのばらつ

き具合で固有値を推定することになる．たとえば，特

定の方向に偏ったデータが得られば，純粋状態に近い

状態であると推定できる．逆に，あまり偏りなく，一

様に近ければ，完全混合状態に近いと推定できる．こ

のようにデータ 1つではまったく固有値に関する情報

を持たないデータであっても，複数のデータを集める

ことで効率的な推定が可能となる．

6. 量子相関を用いる場合の最適化

はじめに一度のみ相関を使う場合との比較を行う．

量子系 C
4 = (C2)⊗2 上の状態族 {ρ⊗2

r,θ} における，
パラメータ r を推定する問題を考える．この場合群

SU(2) の要素 U による，作用 U⊗2 の下でこの状態

族は閉じていることが示せる．それゆえ，先の章と同

種の議論により，群共変的測定の中で，JMr,θ;r を最大

化する問題に帰着できる．詳しくは付録 A.3.2 を参照

のこと．なお，先の場合と異なり，JMr,θ;r を最大化す

る共変的測定 M は r に依存すると思われる．

(C2)⊗2 は
{
|+,+〉, 1√

2
(|+,−〉 + |−,+〉), |−,−〉

}
で張られる空間 Hs と 1√

2
(|+,−〉− |−,+〉) で張られ

る 1次元空間 Ha の直和 Hs⊕Ha に既約分解できる．

たとえば，きわめて簡単な群共変的測定として，Hs

と Ha への射影 Ps，Pa からなる 2値測定 M1 があ

る．この測定の場合，Ps に対応する測定値が得られ

る確率は 3+r2

4
であり，Pa に対応する測定値が得ら

れる確率は 1−r2
4
である．したがって，Fisher情報量

JM1
r,θ は

4r2

(1−r2)(3+r2)
である．

もちろん，この問題での推定精度の限界は群共変的

測定の中での JMr,θ の最大値である．この最大化問題

を議論するには，Ha は 1次元であるので付録 A.3.3

の式 (39)より，以下に述べる群共変的な測定に限って

最適化すれば十分であることが確認できる．すなわち，

測定値集合が SU(2)と {a} の和集合 SU(2)
∐{a} で

あり，Hs 上の状態 ρs について決まる測定 Mρs：

Mρs( dg) = 3g⊗2ρs(g
⊗2)†ν( dg),

Mρs(a) = Pa

について，JM
ρs

r,θ の最大値を議論することになる．こ

の測定ははじめに測定 {Pa, Ps} を行い，Ps に対応す
る測定値が得られたときは，測定 3g⊗2ρs(g

⊗2)∗ν( dg)

を行うことを意味する．

しかし，この最大化問題は難しいので，以下では ρs

が |+,+〉の場合 (M2)，ρs が 1√
2
(|+,−〉+ |−,+〉)の

場合 (M3)，ρs が |−,−〉) の場合 (M4)，の場合，さ

らに，M5 = 1
3

(M2 +M3 +M4) の場合を比較する．

M5 は SU(2)の不変測度に対応する確率で g ∈ SU(2)

を選び，基底 g⊗2|+,+〉，g⊗2 1√
2
(|+,−〉 + |−,+〉)，

g⊗2 1√
2
(|+,−〉− |−,+〉)，g⊗2|−,−〉 に対応する測定

を行うことで実現できる．ここで扱った測定M2，M3，

M4，M5 はそれぞれ，対応する状態が群の表現に関

して不変部分群 S1（1次元円周）を持つので，測定値

集合は SU(2) = S3（3 次元球面）を S1 で割って得

られる集合 S3/S1 = S2（2次元球面）となる．不変

部分群が単位元だけとなる状態 ρs に対応する測定の

場合は測定値集合は群 SU(2) となる．

M2 の場合は 〈+,+|ρr,θ|+,+〉 = 1
4

(1 + r cos 2θ1)
2

となるので，

JM2
r,θ;r =

∫ 2π

0

∫ π/2

0

(
d

dr
log (1 + r cos 2θ1)

2
)2

(1 + r cos 2θ1)
2 3 sin θ1 cos θ1

4π
dθ1 dθ2

+

(
d

dr
log

(
1 − r2

4

))2
1 − r2

4

=
1

1 − r2

と計算できる．ちなみに，4 章で議論したパラメータ

θ が既知である場合の Fisher 情報量は考えている量

子系が (C2)⊗2 なので，2倍の 2
1−r2 となる．M4 に

ついては M2 と実質的に同じである．

一方，M3 の場合は
1√
2

(〈+,−| + 〈−,+|) ρr,θ 1√
2

(|+,−〉 + |−,+〉)
= 1

4

(
1 + r2(−1 + 2 sin2 2θ1)

)
となるので，

JM3
r,θ;r

=

∫ 2π

0

∫ π/2

0

(
d

dr
log
(
1+r2(−1+2 sin2 2θ1)

))2

(
1+r2(−1+2 sin2 2θ1)

)
3 sin θ1 cos θ1

4π
dθ1 dθ2
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図 1 Fisher 情報量についての M0，M1，M2，M3，M5 の比較
Fig. 1 Fisher informations of M0, M1, M2, M3, M5.

+

(
d

dr
log

(
1 − r2

4

))2
1 − r2

4

=
1

1 − r2
− 3

r2

+
3

2
√

2r3
√

1 + r2
log

(√
1 + r2 +

√
2r√

1 + r2 −√
2r

)
と計算できる．したがって，M5 のFisher情報量 JM5

r,θ;r

は以下のようになる．

JM5
r,θ;r =

1

1 − r2
− 1

r2

+
1

2
√

2r3
√

1 + r2
log

(√
1+r2+

√
2r√

1+r2−√
2r

)
以上のように，M1 から M5 までの 5種類の量子相

関を用いた測定による精度が得られた．

ここで M0 を先の相関を用いない測定を 2 度行う

ことによる測定として，上記の測定による Fisher 情

報量と比較したものが 図 1 である．すなわち，JM0
r,θ;r

は J
Mopt

r,θ;r の 2倍である．なお，これらを直接比較して

も，r が 1に近いときはどれも発散するので，これら

に 1− r をかけたものを示した．その結果，個別的に

M0 を行う場合と比較的実現が容易である量子相関を

用いた測定である M1 を比較すると，r が 0.7より大

きい場合，すなわち非常に純粋状態に近い場合には後

者の方が推定精度が良くなることが分かった．M1 の

次に実現が容易と考えられる M5 は一様に M0，M1

より優れた推定精度を与えることも確認できる．しか

し，これら M0，M1，M2，M3，M5 の間で他のどれ

よりもすべての点で小さい推定精度与えるものはなく，

その優劣は未知のパラメータ r に依存する．要約する

と，これらの間の大小関係として，

JM1
r,θ;r ≤ JM2

r,θ;r (9)

JM1
r,θ;r ≤ JM3

r,θ;r (10)

2

3
JM2
r,θ;r +

1

3
JM3
r,θ;r = JM5

r,θ;r (11)

JM0
r,θ;r, J

M1
r,θ;r ≤ JM5

r,θ;r (12)

が成り立つ．式 (9)，(10)および (11)の JM1
r,θ;r に関す

る式は付録 A.2.1 で与える Fisher情報量についての

情報処理不等式 (28)から自明である．また，式 (11)は

本質的に付録 A.3.3 での式 (41)から得られる．JM0
r,θ;r

についてに不等式 (12)は以下のように証明できる．同

一の測定 Mopt を 2回行うことから，1回目のデータ

と 2回のデータを入れ換えても，その出現確率は同一

である．それゆえ，この入れ換えに関する同値を ∼
で表すと，M0 の本来の測定値集合は S2 × S2 であ

るが，S2 × S2/ ∼ と見なしても本質的に情報の損
失はない（すなわち S2 × S2/ ∼ は十分統計量であ
る）．したがって，付録 A.2.1 の末尾で述べるように

S2 ×S2/ ∼ を測定値集合としても Fisher情報量は減

少しない．よって，S2 × S2/ ∼ を測定値集合した場
合に Fisher情報量に関する情報処理不等式 (28)を適

用することで JM0
r,θ;r についてに不等式 (12)が示せる．

なお，図 1 より，JM0
r,θ;r ≤ JM2

r,θ;r が成り立つように考

えられるが，同様の方法では示すことはできない．

この章では，用いる量子相関の数を 2に限定してい

たが，原理的には準備された全系にまたがる相関を用

いて推定することが可能である．Keyl ら8) はこのよ

うな設定の下で SU(2) の表現の既約成分に射影する

測定によって，固有値を推定する方法を提案した．正

確には，彼らは一般の次元での固有値推定問題を扱っ

たので，SU(d) の表現論を用いている．そして，彼ら

はそのときの裾確率に注目し，その漸近的な減少率を

評価した．彼らが導出した減少率は漸近的には最適で

ある9),11),12)．松本13) は同時に平均 2 乗誤差につい

ても議論した．

7. 古典的な相関を用いた場合

6 章では (C2)⊗2 上の測定で量子的な相関を用いた

場合とまったく相関を用いなかった場合とを，群共変

的測定の Fisher情報量 JMr,θ;r を基準にして比較した．

だが，古典的な相関を用いることで，まったく相関を

用いなかった場合の最適値 J
Mopt

r,θ;r を上回る可能性は

否定できない．ところが，以下に示すように，古典的

な相関を用いてもこの問題設定の下では J
Mopt

r,θ;r を上

回ることはない．ここで古典的な相関という言葉を定

義を明らかにせずに用いたが，最初の系に対する測定

の測定値をもとに次の系での測定を決定する適応的な
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POVMなどがそれにあたる．ただ，以下ではもう少

し広いクラスとして separableな POVMの範囲で考

える．H⊗2 上の POVM M = {Mω} が
Mω = M1

ω ⊗M2
ω (13)

と書けるとき separableとよばれる．このクラスには

2つの系の間で互いに測定値を送り合い，少しずつ測

定を行うという設定（LOCCとよばれる）も含まれる．

(C2)⊗2 の場合は考えている群が SU(2) であり，群

共変的な測定 M はいくつかの純粋なテンソル積状態

ρ1,k ⊗ ρ2,k と k についての確率 pk を用いて

M(k, g) = 4pkg
⊗2(ρ1,k ⊗ ρ2,k)(g

⊗2)† (14)

で与えられる．これが POVMであるには

I =
∑
k

∫
SU(2)

4pkg
⊗2(ρ1,k ⊗ ρ2,k)(g

⊗2)†ν( dg)

(15)

である必要がある．もちろん，k が連続である場合も

考えられ，その場合は
∑

k
pk を適当な確率測度に置

き換えることになる．(C2)⊗2 での射影 Ps，Pa が不

変であることから，条件 (15)は

TrPs
∑
k

∫
SU(2)

4pkg
⊗2(ρ1,k ⊗ ρ2,k)(g

⊗2)†ν( dg)

= 3

TrPa
∑
k

∫
SU(2)

4pkg
⊗2(ρ1,k ⊗ ρ2,k)(g

⊗2)†ν( dg)

= 1

と同値であり，これは

TrPs
∑
k

pk(ρ1,k ⊗ ρ2,k) =
3

4
,

TrPa
∑
k

pk(ρ1,k ⊗ ρ2,k) =
1

4

と同値である．一方，ρ1,k ⊗ ρ2,k は純粋状態である

ことから，βk := Tr ρ1,kρ2,k とすると，1 − βk =

2TrPa(ρ1,k⊗ρ2,k)が示せる．したがって，
∑

k
pk = 1

であることから，上の条件は∑
k

pkβk =
1

2
(16)

となることと同値となる．そして，その Fisher 情報

量は

JMr,θ;r

=
∑
k

4pk

∫
SU(2)

(
d log

(
Tr ρr,θgρ1,kg† Tr ρr,θgρ2,kg†

)
dr

)2
(
Tr ρr,θgρ1,kg† Tr ρr,θgρ2,kg†

)
ν( dg)

となる．付録 A.4 で示すように，

J(βk)

:=

∫
SU(2)

(
d log

(
Tr ρr,θgρ1,kg† Tr ρr,θgρ2,kg†

)
dr

)2

× (Tr ρr,θgρ1,kg† Tr ρr,θgρ2,kg†
)
ν( dg)

=
2βk − 1

3
+

βk − 1

r2
+

1 − βk

2r3
log

1 + r

1 − r
(17)

となるので，条件 (16)から

JMr,θ;r =
∑
k

pkJ(βk) = 2J
Mopt

r,θ;r

= − 2

r2
+

1

r3
log
(

1 + r

1 − r

)
を得る．つまり，2つの系の間で古典的な相関を用い

ても，個別的に同じ測定を行った場合よりも，推定精

度が改良されることがないことが分かる．このことは，

固有値の推定問題において，推定精度の改良には量子

的な相関が本質的であることを示している．

以下，古典的な相関を用いた推定に関して先行研究

との比較を行う．量子相関を用いず，古典的な相関の

み用いた推定での推定精度を取り扱った先行研究15),16)

では撹乱変数がない場合を扱っている．このような 1

変数の場合では，2.3 節で述べたように SLD Fisher

情報量の逆数でそのときの最適推定限界が与えられる

ことが知られている．この場合，一般には最適な測定

が未知パラメータに依存するので，適応的に測定を改

良することで SLD Fisher情報量の逆数で与えられる

最適推定限界が達成可能となる．一方，そのような場

合では，古典的な相関を用いず，すべてのサンプル系

に対して同一の測定を行ってしまうと，最適限界は一

般に達成されない．それゆえ，未知パラメータが 1つ

で撹乱変数がない場合では，古典的な相関により推定

精度の改良が可能となる．

なお，ここでの結果は，用いる古典的な相関が 2つ

のサンプルの間のみとなっているので，上述の先行研

究との比較は適切でない．なぜなら用いる古典的な相

関に制限を付けずに，以下に述べる 2段階法を用いる

と，撹乱変数のある設定でも，局所的な最適限界を達

成することが可能であるからである．サンプル数を n

としたとき，初めに，
√
n 個のサンプル系に対して，

適当な測定を行い撹乱変数を含む未知パラメータを推

定する．そして残りの系に，推定された状態の近傍で

推定すべきパラメータについて最適な測定を行う．す

ると，先行研究15),16) の証明とまったく同じ手法で局

所的に最適な限界が達成されることが証明できる．し

たがって，適応的な測定選択を行うことで，局所的な

最適限界が漸近的に達成可能である点では両者は同じ
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である．ここでのポイントは，ともに，古典的な相関

を許す範囲に制限を課していない点である．

それゆえ，この章での結果について考えるには，2

つのサンプルにのみまたがる古典的な相関を用いた推

定に限定した議論を行う必要がある．撹乱変数がない

場合，1変数の推定問題では，最適な測定が未知パラ

メータに依存するため，1回目の測定を行い，未知パ

ラメータについての情報を得ると，同時に，最適な測

定に関する情報が得られる．したがって，この情報を

2回目の測定の選択に使うことができる．よって，こ

の場合では，2つのサンプルの間のみの古典的な相関

を用いることで推定精度を改良することができる．し

かし，この章の内容は 1回目の測定を行い，それに基

づいて 2回目の測定を選んでも，個別に最適に行った

場合を改良することができないことを示している．

以下，この章の結果について不正確であるが直観的

な説明を行う．先に 2準位系の 1つのサンプル系だけ

では，固有値に関する情報がないということを説明し

たが，実は固有ベクトルに関する情報もまったくない．

なぜなら，以下の 2つの状態はともに基底 {|+〉, |−〉}
に対応するからである．(

(1 + r)/2 0

0 (1 − r)/2

)
,

(
(1 − r)/2 0

0 (1 + r)/2

)

すなわち，基底 {|+〉, |−〉} に対応する状態は上の
2つの状態の確率的平均を考え，完全混合状態になる

と考えられる．同様に，どの基底に対応する状態も，

完全混合状態になると考えられる．それゆえ，1つの

サンプル系だけでは，基底（固有ベクトル）に関する

情報がまったくないといえる☆．したがって，1 つの

サンプル系から得られたデータには基底に関する情報

がまったくないので，これを用いて 2回目の測定を改

良することは不可能である．ただ，この章で証明した

内容は 2つのサンプル系に関してより広い separable

な測定に関するものであるので，この議論からは完全

には導けない．

8. 量子効果が表れる推定の実現に向けて

現実の測定で量子相関を用いた推定効果を検証する

には，不完全な測定について，きちんと議論する必要

☆ この部分は本論文のテーマではないので，詳しく述べないが，た
とえば，測定値集合が，3 次元実射影空間 R

3/ ∼∼= S2/ ∼ に
対して，群共変的な設定でミニマックス法などを用いて議論す
ると正確に議論することが可能である．

がある．先の定式化では n 個の粒子を独立に準備する

ことを前提にしていたが，実際の粒子発生器（光源）

から光子を n 個の正確に発生させることはきわめて

困難であり，光子の個数を制御できる変数とみること

はできない．ここでは Usamiら17) による定式化に基

づいた議論を行う．むしろ現実の系では，光子を発生

させる時間が制御可能な変数とみるべきである．この

場合，個々の粒子の発生が独立であると見なすと，一

定時間に発生される粒子の個数 n はポアソン分布

e−t
tn

n!
(18)

に従うと考えられる．発生時間を長くさせるに従い，

発生する粒子の個数の期待値 tが比例して大きくなる．

さらに，測定に対応する POVM M = {Mi} は必
ずしも

∑
i
Mi = I を満たすわけでなく，むしろ一般

には∑
i

Mi ≤ I (19)

で表されると考える方が自然である．なぜなら，測

定器でカウントできない場合があるからである．た

とえば密度行列 ρ ∈ S(H) で表される粒子を n

個独立に同一の測定器 M = {Mi}li=1 で測定する

と，その測定値 i を ki 個カウントする確率は 2 項

分布
(
n
ki

)
(Tr ρMi)

ki(1 − Tr ρMi)
n−ki で与えられ，

(k1, . . . , kl) は多項分布

n!

(n−∑i ki)!

(
1−Tr ρ

∑
i

Mi

)n−∑
i
ki l∏
i=1

(Tr ρMi)
ki

ki!

に従う（l はカウントされる測定値の種類である．す

なわち，{Mi}li=1 の要素の数に対応する）．一般には

総粒子数 n が不明であるので，式 (19)で考えること

が本質的である．粒子数 n がポアソン分布 (18)に従

うことを考慮に入れると M = {Mi} で測定した場合，
個々の測定値 i のカウント数 ki はポアソン分布∑

n≥ki

(
e−t

tn

n!

)

·
(

n!

(n− ki)!ki!
(1 − Tr ρMi)

n−ki(Tr ρMi)
ki

)

= e−t(Tr ρMi) (t(Tr ρMi))
ki

ki!
(20)

に従い，(k1, . . . , kl) はポアソン分布∑
n≥
∑

i
ki

(
e−t

tn

n!

) l∏
i=1

(Tr ρMi)
ki

ki!

· n!

(n−∑
i
ki)!

(1 − Tr ρ
∑
i

Mi)
n−
∑

i
ki
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=

l∏
i=1

e−t(Tr ρMi) (t(Tr ρMi))
ki

ki!
(21)

に従う．したがって，状態族 {ρθ|θ ∈ Θ} の未知パラ
メータ θ を測定 M = {Mi} を用いての推定は，かく
乱母数 t を持つ確率分布族{

l∏
i=1

e−t(Tr ρθMi) (t(Tr ρθMi))
ki

ki!

∣∣∣∣∣ θ ∈ Θ, t>0

}

(22)

での θ の推定と見なすことができる．一般に用

いられる最尤法を用いると，推定値 θ̂ は θ̂ :=

argmaxθ∈Θ

∑
i
ki log Tr ρθMi となり，データの経験

分布が
{

ki∑
kj

}
となるときの確率分布族 {pθ|θ ∈ Θ}

(pθ(i) := Tr ρθMi/(
∑

j
Tr ρθMj)) での最尤法と一致

する．

特に，
∑

i
Mi = I であれば，n 個のデータのとき

の平均 2 乗誤差がほぼ， 1

JM
θ
n

∼= 1

JM
θ

(n+1)
であるの

で，式 (18)で平均すると，

∞∑
n=0

e−t
tn

n!

1

JMθ n
∼=

∞∑
n=1

e−t
tn

(n+ 1)!

1

JMθ
=

1

tJMθ

となる．また Fisher 情報量も tJMθ となること

が確認できる．たとえば，5 章で扱った量子相関を

用いない群共変的測定の場合は，Fisher 情報量は
t
2

(
− 2
r2

+ 1
r3

log
(

1+r
1−r
))
となり，最尤法を用いたと

きの平均 2乗誤差はほぼその逆数になる．したがって，

このような問題設定では，平均 2乗誤差の t 倍，また

は (Fisher情報量)/t に注目することになる．前者は

単位時間あたりの誤差で，後者は単位時間あたりの情

報量とみることができる．

ここで，量子 2 準位系の固有値推定で 6 章で議論

した (C2)⊗2 での測定 {Pa, Ps} を，この議論に適用
してみよう．この場合，最も実験が容易なのは，片方

の空間のみ粒子が検出できる測定である．たとえば，

空間 Ha に来た粒子を確率 αa で検出する測定器は

{αaPa} で記述され，k 個の粒子を検出する確率は，

e−tαa
1−r2

4

(
tαa

1−r2
4

)k
k!

で与えられる．なお，確率 αa は量子効率とよばれ，

量子光学系での実験でその性能を論じる際に重要なパ

ラメータとなる．したがって，最尤推定量は式

k = tαa
1 − r̂2ML

4

を解くことで，r̂ML =
√

1 − 4k
tαa
となる．もちろん，

ここでは t，αa は既知である必要がある．そのとき

の Fisher情報量は tαar
2

1−r2 となり，平均 2乗誤差はほ

ぼその逆数の 1−r2
tαar2

になる．

同様に，空間 Hs に来た粒子を確率（量子効率）αs
で検出する測定器であれば {αsPs} で記述され，k 個
の粒子を検出する確率は，

e−tαs
3+r2

4

(
tαs

3+r2

4

)k
k!

で与えられる．したがって，最尤推定量は式

k = tαs
3 + r̂2ML

4

を解くことで，r̂ML =
√

3 + 4k
tαs
となる．もちろん，

ここでも t，αs は既知である必要がある．そのとき

の Fisher情報量は tαsr
2

3+r2
となり，平均 2乗誤差はほ

ぼその逆数の 3+r2

tαsr2
になる．したがって，αs = αa

であれば，測定 {αaPa} の方が優れていることにな
る．一般に測定 {αaPa, αsPs} を用いた場合は，その
Fisher 情報量は tαar

2

1−r2 + tαsr
2

3+r2
となり，平均 2 乗誤

差はほぼ，その逆数になる．

たとえば，測定 {0.5Pa} を用いた場合（以下 M ′
1

と記す）と，5 章で扱った量子相関を用いない共変的

測定を完全に行った場合（以下 M0 と記す）を比較し

よう．そのためには，両者の Fisher 情報量 0.5r2

1−r2 と

2J
Mopt

r,θ;r =
(
− 2
r2

+ 1
r3

log
(

1+r
1−r
))
を比較することに

なる．これを図 2 に示した．ここでも図 1 と同様に，

r が 1に近い場合は無限大になるので，これらに 1−r
をかけたものをグラフに表した．この場合，r ≥ 0.85

のとき，M ′
1 の方が優れている．

量子効率 αa = 0.5 という数字は決して不可能な

図 2 Fisher 情報量についての M0 と M ′
1 比較

Fig. 2 Fisher informations of M0 and M ′
1.
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数字ではないことを考えると，この実験は十分可能で

あると考えられる．事実，すでに Hendrych ら10) に

よって測定 {αPa, αPs} を用いて固有値を推定する実
験はなされている．しかし，彼らの実験では，このよ

うな測定でも固有値が推定可能であるということに主

眼が置かれており，どの程度の精度が保証される推定

であるかは十分には議論されていない．もちろん，本

論文で述べたような量子相関を用いることのメリット

もまったく議論されていない．今後，この測定を実現

することで，量子相関を用いることにより，用いない

場合よりも，推定精度が向上することが実証されるこ

とが期待される．

9. 結 論

本研究では，量子 2 準位系での密度行列の固有値

および固有ベクトルが未知であるとの仮定の下で，固

有値のみ推定する問題を扱った．その結果，量子相関

を用いない場合の推定限界を緻密に評価し，量子効果

が表れる推定が現実の実験で実現可能であることを述

べた．

具体的には，2つのサンプル系の間相関のみ許す設

定で M0，M1，M2，M3，M5，M ′
1 の 6種の測定に

ついて比較検討を行った（本文で M4 が定義されて

いるが本質的には M2 と同じであり，M5 を定義する

ために便宜的に本文で定義されたものである）．ここ

でM0 は 1つのサンプル系に対して，最適な測定を繰

り返した場合である．一方，M1 は 2つの量子系にま

たがる測定の中で比較的実現が容易なもので，測定値

が 2値であるというのが特徴である．これは他のM2，

M3，M5 よりも実現が容易なものである．この測定

値が 2値であるという特徴はきわめて有効な特徴で，

M0 の測定値が連続値であるため，M0 よりも場合に

よっては実現が容易であるかもしれない．さらに，M5

は M1 よりは実現が困難であるものの，M2，M3 よ

りは実現が容易であるものである．一方，M2，M3 は

その実現の手法さえ見当がつかないがものであり，お

そらく，かなり実現は難しいと思われる．一方，8 章

では量子光学系でこれらの測定を実現するための枠組

みを論じた．そこでは，量子効率 αa が問題になるが，

これが 50%である場合の M1 を M ′
1 として M0 と比

較した．したがってこれらの議論をまとめると，実現

の難易度は

M0 < M ′
1 < M1 < M5 < M2,M3

と表される．

そして，図 2 で示されているように，未知状態が純

粋状態に近い場合では量子効率が 50%である M ′
1 で

あっても，M0 の性能を上回ることを示した．これと

同種の実験は Hendrychら10) によってなされている

が，彼らの実験では，単純に M ′
1 のような 2値測定で

固有値の推定が可能であることを実証したにすぎず，

推定精度の向上についてはまったく触れていない．そ

れゆえ，M ′
1 に対応する実験を行い量子相関を用いる

ことで推定精度が向上することを，実験的に確認する

研究が望まれる．本論文を読んだ読者のうち，1人で

も多くの人が，このような実験に興味を持ち，推定に

おいても量子効果が実証されることを期待する．

なお，本研究では残念ながら 2 つのサンプル系に

またがる測定を行った場合での共変的測定の枠組みで

Fisher情報量を最適化ができなかった．これについて

は，今後の研究課題である．
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付 録

A.1 Jensenの不等式

正の実数から正の実数への関数 f が任意の 1 >

λ > 0 となる λ と x1 = x2 > 0 に対して，

λf(x1) + (1 − λ)f(x2) > f(λx1 + (1 − λ)x2)

となるとき，f は凸であるといわれる．確率空間 Ω 上

の正の実数に値を持つ確率変数 X と Ω 上の確率分布

p に対して，Jensenの不等式：∫
Ω

f(X(ω))p(dω)≥f
(∫

Ω

X(ω)p( dω)

)
(23)

が成り立つ．特に，等号が成立するのは X が確率 1

である一定値をとる場合に限られる．

この不等式を用いると以下の事実を示すことができ

る．正定値なエルミート行列（固有値がすべて正の実

数の行列）A とノルムが 1のベクトル v に対して，

〈v|A|v〉−1 ≤ 〈v|A−1|v〉 (24)

が成り立ち，かつ，等号が成立するのは v が A の固

有ベクトルである場合に限られる．

A をスペクトル分解 A =
∑

i
aiEi とすると（ai は

固有値で Ei はそれに対応する射影），〈v|Ei|v〉 は確
率分布になる．関数 x 	→ 1/x は凸なので，Jensenの

不等式が使え，

〈v|A|v〉−1 =

(∑
i

ai〈v|Ei|v〉
)−1

≤
∑
i

a−1
i 〈v|Ei|v〉 = 〈v|A−1|v〉

となる．また，上式の等号成立条件も Jensenの等号

成立条件から容易に得られる．

A.2 確率分布族の推定における漸近論

2.2 節では，推定したい未知パラメータが 1つの場

合について簡単に説明したが，これについてもう少し

詳しく述べ，その後に，パラメータが複数の場合，お

よび，推定したいパラメータに加えて，推定する必要

のない未知パラメータがある場合の議論を簡単にまと

める14)．

A.2.1 未知のパラメータが 1つの場合

確率空間 Ω 上のパラメータが 1次元の確率分布族

{pθ|θ ∈ Θ ⊂ R} の推定量 θ̂n の推定精度を議論する

場合，平均 2乗誤差（MSE）

vθ(θ̂n) :=

∫
Ωn

(θ̂n(�ωn) − θ)2pnθ ( d�ωn)

を議論することが多い．このとき，推定量にはしばし

ば不偏性条件：
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θ =

∫
Ωn

θ̂n(�ωn)p
n
θ ( d�ωn)

が課される．推定量がこの不偏性条件を満たすとき，

平均 2乗誤差 vθ(θ̂n) について以下の Cramér-Rao不

等式：

vθ(θ̂n) ≥ J−1
θ

n
(25)

が成り立つ．特にすべての θ で式 (25)で等号を達成

する不偏推定量は有効推定量とよばれる．

しかし，有効推定量がない場合でも，不等式 (25)に

相当する不等式は成り立つ．推定量の無限列 {θ̂n} が
真のパラメータに確率収束することに加え，この収束

に関するある種の一様性を課すと，式 (25)に相当す

る不等式

lim
n→∞

n vθ(θ̂n) ≥ J−1
θ (26)

が成り立つ．特に θ̂n が最尤推定量 θ̂ML(�ωn) :=

argmaxθ
∏n

i=1
pθ(ωi)であるときに，不等式 (26)で等

号が成り立つ．確率分布には以下に定義するHellinger

距離

H(p, q) :=

∫
Ω

(√
p(ω) −

√
q(ω)

)2

dω

が知られているが，以下のようにこの距離の極限とし

て，Fisher情報量 Jθ は特徴付けられる．

Jθ
4

= lim
ε→0

H(pθ, pθ+ε)

ε2
. (27)

さらに，確率空間 Ω から別の確率空間 Ω′ への写

像 f が与えられたとき，pθ ◦ f−1 を考えることで Ω′

上の確率分布族が得られる．この確率分布族の Fisher

情報量を J ′
θ とすると，以下の Fisher 情報量に関す

る情報処理不等式が成立する．

Jθ ≥ J ′
θ. (28)

なお，Ω′ が十分統計量とよばれる場合は等号が成立

する．

A.2.2 推定すべきパラメータが複数ある場合

次に，多次元のパラメータを持つ確率分布族

{pθ(ω)|θ ∈ Θ ⊂ R
d} に対するパラメータ θ の

推定を考える．この場合は，推定量は Ωn（n は得

られたデータの数）から Θ または R
d への関数

θ̂n として与えられる．その精度を各パラメータの

平均 2 乗誤差の和
∑

i

∫
Ωn(θ̂in(�ωn) − θi)2pnθ ( d�ωn)

（pnθ ( d�ωn) :=
∏n

i=1
pθ(ωi)）を用いて評価することも

多いが，平均 2乗誤差行列とよばれる d×dの対称行列
vi,jθ (θ̂n) :=

∫
Ωn(θ̂in(�ωn) − θi)(θ̂jn(�ωn) − θj)pnθ ( d�ωn)

に注目することもある．対称行列の集合は全順序では

ないため，完全に優劣がつかないことも起こりかねな

いが，確率分布族のパラメータ推定についての 1次漸

近論ではそのようなことは起きず，最適値な平均 2乗

誤差行列が一意に決まる（量子状態族の場合には 1次

漸近論であっても，最適な平均 2乗誤差行列は一意に

は決まらない）．パラメータが 1つの場合と同様に，最

尤推定量 θ̂ML は θ̂ML(�ωn) := argmaxθ
∏n

i=1
pθ(ωi)

で与えられ，以下の式が漸近的に成り立つ．

vi,jθ (θ̂n) ∼= (J−1
θ )i,j

1

n
,

(Jθ)i,j :=

∫ (
∂

∂θi
log pθ(ω)

)
×
(
∂

∂θj
log pθ(ω)

)
pθ(ω) dω.

ここで行列 (Jθ)i,j は Fisher情報行列とよばれ，1パ

ラメータの場合の Fisher 情報量の代わりの役割を担

う．さらに，推定量の列 �̂
θ = {θ̂n} が収束に関するあ

る種の一様性を満たすとすると，極限で与えられる行

列 vi,j(
�̂
θ) := limn→∞ n vi,jθ (θ̂n) は

vi,j(
�̂
θ) ≥ (J−1

θ )i,j

を満たす．

A.2.3 撹乱変数がある場合

次に推定したいパラメータ θ の他に有限個の未

知パラメータ（撹乱変数）φ ∈ R
d がある場合に

ついて考える．以下では簡単のため推定したいパラ

メータの次元は 1 つとする．この場合，確率分布族

{pθ,φ(ω)|θ ∈ Θ ⊂ R, φ ∈ R
d} に対するパラメータ θ

の推定を考えることになる．θ についての Fisher 情

報量 Jθ,φ;θ を偏微分を用いて

Jθ,φ;θ :=

∫ (
∂

∂θ
log pθ,φ(ω)

)2

pθ,φ(ω) dω

で定義すると，任意の推定量 θ̂n は φ が既知の場

合の φ に依存したパラメータが 1 つの確率分布族

{pθ,φ(ω)|θ ∈ Θ ⊂ R} の推定量にもなるので，
lim
n→∞

n vθ,φ(θ̂n) ≥ J−1
θ,φ;θ

が成り立つ．一方，確率分布族 {pθ,φ(ω)|θ ∈ Θ ⊂
R, φ ∈ R

d} に対する最尤推定量 (θ̂ML,n, φ̂ML,n) を

考え，それから φ̂ML,n を忘れ，θ̂ML,n のみを θ の推

定量とした場合，その平均 2乗誤差は

v(θ̂ML,n) ∼= (J−1
θ,φ)

0,0

で与えられる．ただし Jθ,φ は θ を 0 番目の座標

とする (d + 1) × (d + 1) の対称行列で確率分布族

{pθ,φ(ω)|θ ∈ Θ ⊂ R, φ ∈ R
d} の Fisher 情報行列で

ある．もちろん，Jθ,φ;θ = (Jθ,φ)0,0 であるが，一般に

は不等式
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J−1
θ,φ;θ ≤ (J−1

θ,φ)
0,0 (29)

が成り立ち，等号が成立するのはベクトル (1, 0, . . . ,

0)Tが行列 Jθ,φ の固有ベクトルのときのみである．こ

の事実は式 (23)で正定値なエルミート行列 A に対し

て示した事実からただちに確認できる．

なお，付録 A.2.1の式 (27)で述べたように，Fisher

情報量は Hellinger距離の極限として特徴付けること

が可能である．したがって，式 (29)で等号条件と，後

に示すように

lim
ε→0

H(pθ+ε,φ+εη , pθ,φ)

ε2

= lim
ε→0

H(pθ−ε,φ+εη, pθ,φ)

ε2
, ∀η ∈ R

d (30)

となることが同値となる．

また，式 (29)で等号が成立しない場合，すなわち，

(1, 0, . . . , 0)T が行列 Jθ,φ の固有ベクトルのときの

みでない場合は，次に与える θ に対する推定量 θ̂a,n

が限界 J−1
θ,φ;θ を達成する．確率分布族 {pθ,φ(ω)|θ ∈

Θ ⊂ R, φ ∈ R
d} に対する最尤推定量 (θ̂ML,n, φ̂ML,n)

を考え，その推定値 φ̂ML,n を用いて，確率分布族

{pθ,φ̂ML,n
(ω)|θ ∈ Θ ⊂ R} に対する最尤推定量で

θ̂a,n を定義する．すると，推定量 θ̂a,n についての極

限 limn→∞ n v(θ̂a,n) は J−1
θ,φ に一致する．

式 (30)と (29)の等号成立との同値性の証明：(1, η1,

. . . , ηd) 方向の Fisher情報量と Hellinger距離との関

係より，

lim
ε→0

H(pθ+ε,φ+εη , pθ,φ)

ε2

=
1

4

(
(Jθ,φ)0,0+

∑
k

(Jθ,φ)0,kηk+
∑
k

(Jθ,φ)k,0ηk

+
∑
k,k′

(Jθ,φ)k,k′ηkηk′

)

lim
ε→0

H(pθ−ε,φ+εη, pθ,φ)

ε2

=
1

4

(
(Jθ,φ)0,0−

∑
k

(Jθ,φ)0,kηk−
∑
k

(Jθ,φ)k,0ηk

+
∑
k,k′

(Jθ,φ)k,k′ηkηk′

)

となる．よって式 (30)は

0 =
∑
k

((Jθ,φ)k,0 + (Jθ,φ)0,k) ηk

と同値である．η は任意であり，Jθ,φ は対称行列であ

るので，式 (30)は各成分 (Jθ,φ)k,0 が 0になることと

同値である．よって，同値性が確認できた．

A.3 群対称性と群不変なパラメータについての

Fisher情報量の最大化

本文で扱った密度行列の固有値推定では撹乱変数が

群の作用に関して共変的であり，推定すべきパラメー

タが群の作用に関して不変である．ここでは，撹乱変

数が群の作用に関して共変的であり，1つの推定すべ

きパラメータが不変である場合での一般論を取り扱う．

初めに，A.3.1では問題を数学的に定式化し，A.2.3の

議論をこれの場合に適用することで比較的容易に確認

できることを要約する．そして，A.3.2 では，Holevo

は群共変的モデルの推定論と類似の議論を Fisher 情

報量の最適化問題に適用する．その結果，ミニマック

ス，Bayes双方の設定で漸近的な推定精度の最適化問

題が群共変的な測定についての Fisher 情報量の最適

化問題に帰着できるが得られる．そして，A.3.3 では，

表現の規約性などを用いて，群共変的な測定について

の Fisher 情報量の最適化問題をより単純な構造に帰

着させる．この問題の単純化はきわめて有効で本文で

はこの単純化を用いて個別の漸近的な推定精度の最適

化問題が解かれている．

なお，ここで得られた結論は Holevo 3) が群共変的

モデルの推定誤差に関する議論で得た結論ときわめ

て類似している．しかし，彼が扱った問題とここで

扱った問題とは異なっており，彼の議論をもとにここ

で扱った問題を定式化し，それをここで扱う問題に拡

張することはけっして自明ではない．ここでの議論の

ポイントは，直接平均 2乗誤差に対して，Holevoの

テクニックを適用せず，平均 2 乗誤差と Fisher 情報

量との関連を調べたうえで，Fisher情報量に対して，

Holevoのテクニックを適用した点にある．そのため，

付録 A.3.2 での部分は Holevoのものと類似している

が，最終的な結論を導くには Holevoが扱った設定で

はなかった議論が必要となる．たとえば，付録 A.3.1

での Fisher 情報量と漸近的な誤差を結び付ける議論

や付録 A.3.3 での不変部分群に関する議論などがあげ

られる．特に Holevoの設定では測定値の集合があら

かじめ固定された設定であったが，ここで扱っている

設定では Fisher 情報量に注目しているので，測定値

集合があらかじめ固定されていない．以下で述べる議

論は，結果的に Holevoのオリジナルの議論よりも繁

雑なものになってしまったが，その原因の一端は測定

値集合の取扱いの差にあると思われる．

A.3.1 Fisher情報量と最尤推定量

今，2つのパラメータ r ∈ Rと θ ∈ Θ を考え，コン

パクトなパラメータ空間 Θ にはコンパクトな群 G が

推移的に作用しているとする．すなわち，群 Gの Θへ
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の作用を f としたとき，任意の θ1, θ2 ∈ Θ に対して，

θ2 = f(g)θ1 となる g ∈ G が存在する．さらに，群不

変な距離 d，すなわち，任意の θ1, θ2 ∈ Θと g ∈ Gに

対して，d(θ1, θ2) = d(f(g)θ1, f(g)θ2)となる距離が存

在し，加えて，θ1, θ2, θ3 ∈ Θ が d(θ1, θ2) = d(θ1, θ3)

となるとき，f(g)θ1 = θ1，f(g)θ2 = θ3 となる g ∈ G

がとれるとする．この作用の下で不変な Θ 上の確率

測度を µ( dθ) で表し，群 G の不変測度を ν( dg) で

表すことにする．それぞれコンパクトであるので右不

変な確率測度と左不変な確率測度は一致する．

以下，群 G の Hilbert空間 H への表現 V が与え

られており，H 上の状態族 {ρr,θ|r ∈ R, θ ∈ Θ} が以
下の条件を満たす場合を考える．

Vgρr,θV
†
g = ρr,f(g)θ, ∀g ∈ G.

Ω に測定値を持つ測定 M に対して，測定 Mg を

Mg( dω) := V †
gM( dω)Vg

で定義する．特に，空間 Ω に群 G が推移的に作用し，

その作用が fΩ で書ける場合，Ω に測定値を持つ測定

M が以下の条件を満たすとき，共変的とよぶことに

する3)．

Mg( dω) = M(fΩ(g) dω)

Ω は必ずしも Θ とは一致しない．

以下，群の作用と Fisher 情報量との関係について

簡単にまとめる．JMr,θ;r は r についての Fisher情報量

とする．付録 A.2.1 の議論から，測定 M を用いて推

定する場合，収束に関する一様性を満たす推定量 r̂n

を用いると仮定すると，その平均 2乗誤差は

lim
n→∞

n vr,θ(M × n, r̂n) ≥ (JMr,θ;r)
−1 (31)

となる．

補題 1 測定 M が共変的であるとき，(r, θ) の最

尤推定量を (r̂ML,n, θ̂ML,n) としたとき，r の推定量

である r̂ML,n は式 (31)で等号が成立する．

証明 以下，(r0, θ0) での Fisher 情報行列について

議論するので，θ0 の自然な座標を用いて議論するこ

ととする．すなわち，その座標の下では (r0, θ0) の近

傍では

d(θ0, θ + η) = d(θ0, θ − η), η ∈ R
d

とする（d は Θ の次元とする）．ここで，JMr,θ;r は r

についての Fisher情報量なので θ の座標のとり方に

依存しないことに注意されたい．ここで，Hellinger距

離 H( , ) を用いると，このとき付録 A.2.3 の議論よ

り，上記の方法で構成した推定量 r̂ML,n が式 (31)で

等号が成立するための必要十分条件は，

lim
ε→0

H(PMr0+ε,θ0+εη,P
M
r0,θ0

)

ε2

= lim
ε→0

H(PMr0−ε,θ0+εη ,P
M
r0,θ0

)

ε2
(32)

で表すことができる．

ところで，Tr ρr,f(g)θM( dω)=Tr ρr,θV
†
gM( dω)Vg

= Tr ρr,θMg( dω) となるので，ω0 := fΩ(g)ω とす

ると，

P
Mg

r,θ ( dω) = PMr,f(g)θ( dω0) (33)

を得る．

M が共変的であるとき，f(g)θ1 = θ1，f(g)θ2 = θ3，

g ∈ G とすると，

H(PMr1,θ1 ,P
M
r2,θ2) = H(PMr1,f(g)θ1 ,P

M
r2,f(g)θ2)

= H(PMr1,θ1 ,P
M
r2,θ3)

となる．したがって，式 (32)が得られ，補題を得る．

ここで，以下の議論に必要な性質をまとめておく，

測定 Mg を不変測度 ν( dg) で disjointに重ね合わせ

た測定 M を考えると
∫
G
J
Mg

r,θ;rν( dg) = JMr,θ;r が成り

立ち，測定 M は共変的になる．なお測定 M の測定

値の集合を Ω としたとき，測定 M は測定値の集合

を G× Ω 持つ POVMで

M(dg, dω) = ν( dg)M(dω)

で定義される．また，式 (33)より，

J
Mg

r,θ;r = JMr,f(g)θ;r (34)

が成り立つ．

A.3.2 ミニマックス法と Bayes法

ここでの設定では，撹乱変数が未知であるので，未

知な撹乱変数についてある意味で一様な推定精度を

保証する必要がある．数理統計学では推定誤差を最小

化するために，すべての点での誤差を同時に最小化す

ることができないので，未知のパラメータがどの値で

あってもそれなりに有効に働く推定を導出する枠組み

として，ミニマックス法とよばれるものと Bayes法と

よばれるものが知られている．5 章でも述べたように，

Bayes法では未知パラメータに事前分布を仮定し，そ

の事前分布についての平均値に注目するという方法で

ある．一方，ミニマックス法では，その注目する未知

パラメータについて最悪の場合に注目する．なお，統

計学で普通に用いられる場合では推定すべき未知パラ

メータについて平均化する Bayes 法や最悪のケース

を考慮するミニマックス法が採用される．しかし，こ
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こで用いる Bayes 法では撹乱変数について平均化し

ている．同様にミニマックス法では撹乱変数について

最悪の場合を考慮することになる．それゆえ，通常と

異なるので注意が必要である．

なお，一般に確率分布族のパラメータ推定では漸近

的設定では，ミニマックス法，Bayes法をあえて採用

しなくても Fisher 情報量で最適な推定精度を導くこ

とができる．これは漸近論では局所的な設定に帰着で

きるからである．今考えている設定は，撹乱変数があ

り，最適な測定が撹乱変数に依存しているという状況

であるので，このような状況では，撹乱変数に関して，

Bayes法やミニマックス法を用いることは漸近論の枠

組みでも有効である．

以下，r，θ が未知で r のみを推定する問題を

考えることにする．すると，ミニマックス法では

limn→∞ n，maxθ∈Θ vr,θ(M × n, r̂n) を，Bayes 法

では limn→∞ n
∫
Θ
vr,θ(M × n, r̂n)µ( dθ) をそれぞれ

最小化することになる．

そして，収束に関する一様性を満たす推定量 r̂n を

用いると仮定すると，その平均 2乗誤差は

lim
n→∞

n vr,θ(M × n, r̂n) ≥ (JMr,θ;r)
−1 (35)

となり，r̂n が最尤推定量のとき等号が成立する（JMr,θ;r
は r についての Fisher情報量）．それゆえ，ミニマッ

クス法では minθ J
M
r,θ;r を最大にする M をみつける

ことが問題となる．このとき

min
θ
JMr,θ;r≤

∫
Θ

JMr,θ;rµ( dθ)=

∫
G

JMr,f(g)θ;rν( dg)

=

∫
Θ

J
Mg

r,θ;rµ( dθ) = JMr,θ;r

となり，M は共変的であるので，

max
M

min
θ
JMr,θ;r = max

M :cov
JMr,θ;r (36)

となる（ここで covは群共変的測定を表し，maxM :cov

は群共変的測定について最大化をとることこを意味す

る）．一方，群 G のパラメータ空間 Θ への作用の推

移性と式 (34)より，

min
θ
JMr,θ;r =

∫
Θ

JMr,θ0;rµ( dθ) = JMr,θ0;r

となり，式 (36)で等式が成立し，

max
M

min
θ
JMr,θ;r = max

M

∫
Θ

JMr,θ;rµ( dθ)

= max
M :cov

JMr,θ;r (37)

が成り立つ．すなわち，

lim
n→∞

nmax
θ∈Θ

vr,θ(M × n, r̂n)=
(

max
M :cov

JMr,θ;r

)−1

が成り立つ．

一方 Bayes 法では
∫
Θ
(JMr,θ;r)

−1µ( dθ) を最小化す

ることになる．関数 x 	→ 1/x が下に凸であることに

注目し Jensenの不等式 (23)を用いると，∫ (
JMr,θ
)−1

µ( dθ) ≥
(∫

JMr,θµ( dθ)

)−1

=
(
JMr,θ;r

)−1

が成り立つ．したがって，M が共変的であることから，

min
M

∫
(JMr,θ)

−1µ( dθ) = min
M :cov

(
JMr,θ;r

)−1
(38)

が成り立つ．そして，M が共変的であるとすると，

JMr,θ は θ に依存しないので，

lim
n→∞

n

∫
Θ

vr,θ(M × n, r̂n)µ( dθ)

=
(

max
M :cov

JMr,θ;r

)−1

が成り立つ．これらの議論から，どちらの問題設定を

採用しても，群共変的な測定についての Fisher 情報

量の最大化問題 maxM :cov J
M
r,θ;r に帰着される．

A.3.3 既約性と既約分解を用いた Fisher情報量

の最大化

次に，Fisher情報量の最適化問題を表現の構造を用

いて単純化する問題を考える．最初に，簡単な場合と

して Vg が既約である場合について考える．この場合，

H 上の状態 ρ を用いて測定値集合を G に持つ共変的

な測定 Mρ を以下で構成する．

Mρ( dg) := (dimH)VgρV
†
g ν( dg).

すると，このとき，

Vg0(dimH)

∫
G

VgρV
†
g ν( dg)

= (dimH)

∫
G

Vg0gρV
†
g ν( dg)

= (dimH)

∫
G

VgρV
†
g−1
0 g

ν( dg)

= (dimH)

∫
G

VgρV
†
g ν( dg)Vg0

となるので，表現の既約性から(dimH)
∫
G
VgρV

†
g ν( dg)

は定数になる．さらにそのトレースは

Tr(dimH)

∫
G

VgρV
†
g ν( dg)

= (dimH)

∫
G

ν( dg) = dimH
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となることから，Vg0(dimH)
∫
G
VgρV

†
g ν( dg) は単位

行列になり，Mρ は POVMとなる．すると，後に示

すように，

max
M :cov

JMr,θ;r = max
ρ:pure

JM
ρ

r,θ;r (39)

が成り立つ．それゆえ，表現が H 上の純粋状態の集
合に推移的に作用するときには，ρ が純粋状態である

限り，JM
ρ

r,θ;r は ρ の取り方に依存しない．もちろん r

にも依存しない．たとえば，SU(2) が C
2 に作用する

場合があげられ，この場合にこの議論を適用すると式

(7)が得られる．

定義より式 (39) の ≥ は自明であるので，≤ を示
す．そのためには，任意の群共変的測定 M について

JMr,θ;r ≤ max
ρ:pure

JM
ρ

r,θ;r (40)

を示すと十分である．

初めに，ρ が純粋状態とは限らない混合状態である

場合に式 (40)を示す．そのために，ρ =
∑

i
λi|φi〉〈φi|

とスペクトル分解する．するとMρ =
∑

i
λiM

|φi〉〈φi|

となり，情報処理不等式 (28)より

JM
ρ

r,θ ≤
∑
i

λiJ
M|φi〉〈φi|
r,θ

となる．なお ρ を動かさない g ∈ G の集合は群であ

り，不変部分群とよばれ，以下 H と記すことにする．

すると，Mρ の測定値集合は等質空間 G/H になる．

次に，M が状態 ρ を用いて必ずしも Mρ と書けな

い場合について式 (40)を示す．この場合 Ω 上の確率

測度 µΩ を

µΩ( dω) :=
1

dimH TrM( dω)

で定義し，状態 ρ(ω) を

(dimH)ρ(ω)µΩ( dω) = M( dω)

で定義する．すなわち，ρ(ω)は ‘微分’ 1
dimH

M( dω)
µΩ( dω)

と

とらえることもできる．そして Ω を群 G の作用で

割った空間を X とし，µΩ から自然に定義される X

上の確率測度を µX とする．このとき，x = [ω] ∈ X

に対して，POVM Mx := Mρ(ω) を定義すると代表

元 ω のとり方に依存せずに Mx が決まる．さらに群

作用に関して閉じた空間 {ω|x = [ω]} を考え，その要
素を ωx としるすと，任意の ω は (x, ωx) と記述でき

る．したがって，M が共変的であることから，

M(x, ωx) = Mx(ω)µX( dx)

が成立する．すなわち，M は測定Mx を確率 µX( dx)

で行ったものとして考えることができる．よって，同

様に情報処理不等式 (28)を用いることで

JM
ρ

r,θ ≤
∫
X

JM
x

r,θ µX( dx)

が成り立つ．したがって，式 (40)が成り立ち，式 (39)

が成り立つ．

なお，複数の共変的 POVM Mi があり，その dis-

jointな和で表される POVM M :=
∐
i
λiMi につい

ては

JMr,θ =
∑
i

λiJ
Mi

r,θ (41)

が成り立つ．

次に，群 G の H への表現 Vg が有限個の既約表

現の直和 H1 ⊕ · · · ⊕ Hl に分解できるとし，各直和

成分 Hi への射影を Pi とする．さらに，各状態 ρr,θ

は Pi と可換とする．このとき，{Pi} は POVMにな

る．ここで測定値を集合 Ωi にとる Hi 上の測定 Mi

を考え，これらの直和 ⊕iMi を H 上の測定値を集合∐
i
Ωi にとる測定として以下で定義する．各 Ωi に対

してその Borel集合 Bi を選ぶと，
∐
Bi は

∐
i
Ωi の

Borel集合になり，直和 ⊕iMi を(⊕
i

Mi

)(∐
j

Bj

)
:=
⊕
i

(Mi(Bi))

を満たすものとして定義する．このとき，以下に示す

ように

max
M :cov

JMr,θ;r = max
Mi:cov on Hi

J⊕iMi
r,θ;r

= max
ρi:pure on Hi

J⊕iM
ρi

r,θ;r (42)

が成り立つ．これにより，上記の仮定の下では群共変

的な測定で Fisher 情報量を最大化する問題は，個々

の既約成分で独立に純粋状態 ρi を変数とする最大化

問題を解くことに帰着されることが分かった．このこ

とは，問題の取扱いを著しく容易にする．

以下，式 (42)を示す．M をH上の共変的なPOVM

とすると，Pi と ρr,θ は可換であり，
∑

i
Pi = I とな

ることから

TrM(B)ρr,θ =
∑
i

TrPiM(B)Piρr,θ

となる．Mi を Hi 上の POVM として，Mi(B) :=

PiM(B)Pi と定義すると，Fisher情報量の単調性 (4)

より，

JMr,θ;r ≤ J⊕iMi
r,θ;r

となる．最後に式 (39)の導出と同様の議論を用いる

ことにより式 (42)を得る．
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A.4 式 (17)の証明

log
(
Tr ρr,θgρ1,kg

† Tr ρr,θgρ2,kg
†)

= log
(
Tr ρr,θgρ1,kg

†) + log
(
Tr ρr,θgρ2,kg

†) である
から，∫

SU(2)

(
d log

(
Tr ρr,θgρ1,kg

† Tr ρr,θgρ2,kg
†)

dr

)2

×
(
Tr ρr,θgρ1,kg

† Tr ρr,θgρ2,kg
†) ν( dg)

=

∫
SU(2)

(
d log

(
Tr ρr,θgρ1,kg

†)
dr

)2

×
(
Tr ρr,θgρ1,kg

† Tr ρr,θgρ2,kg
†) ν( dg)

+

∫
SU(2)

(
d log

(
Tr ρr,θgρ2,kg

†)
dr

)2

×
(
Tr ρr,θgρ1,kg

† Tr ρr,θgρ2,kg
†) ν( dg)

+2

∫
SU(2)

(
d log

(
Tr ρr,θgρ1,kg

†)
dr

)

×
(
d log

(
Tr ρr,θgρ2,kg

†)
dr

)

×
(
Tr ρr,θgρ1,kg

† Tr ρr,θgρ2,kg
†) ν( dg)

となる．ρ1 と ρ2 はともに純粋状態であるので右辺の

第 1項と第 2項は一致する．よって，第 1項と第 3項

のみ計算すれば十分である．ρ1,k =

(
1 0

0 0

)
，ρ2,k =

(
βk

√
βk(1 − βk)e

−ia√
βk(1 − βk)e

ia 1 − βk

)
と書ける

ときは gθ,φ,ψ =

(
eiφ 0

0 e−iφ

)(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
(
eiψ 0

0 e−iψ

)
，0≤ψ≤ π，0≤ θ≤ π/2，0≤ φ≤ π

とすると，

Tr gθ,φ,ψρ1,kg
†
θ,φ,ψρr,0

=
1

2
(1 + r cos 2θ)

Tr gθ,φ,ψρ2,kg
†
θ,φ,ψρr,0

=
1

2

(
1 + r

(
cos 2θ(2βk − 1)

+2
√
βk(1 − βk) sin 2θ cos 2(ψ + a)

))
となる．また不変測度 ν は 1

π2 sin 2θ dφ dθ dψ で与え

られる．したがって，∫
SU(2)

(
d log

(
Tr ρr,θgρ1,kg

†)
dr

)2

×
(
Tr ρr,θgρ1,kg

† Tr ρr,θgρ2,kg
†) ν( dg)

=

∫ π

0

∫ π
2

0

1

4π

(
cos 2θ

1 + r cos 2θ

)2

(1 + r cos 2θ),(
1 + r

(
cos 2θ(2βk − 1)

+2
√
βk(1 − βk) sin 2θ cos 2(ψ + a)

))
× sin 2θ dθ dψ

=
2βk − 1

12
+
βk − 1

2r2
+

1 − βk
4r3

log
(

1 + r

1 − r

)
,∫

SU(2)

(
d log

(
Tr ρr,θgρ1,kg

†)
dr

)

×
(
d log

(
Tr ρr,θgρ2,kg

†)
dr

)

×
(
Tr ρr,θgρ1,kg

† Tr ρr,θgρ2,kg
†) ν( dg)

=

∫ π

0

∫ π
2

0

1

4π
(cos 2θ)

(
cos 2θ(2βk − 1)

+2
√
βk(1 − βk) sin 2θ cos 2(ψ + a)

)
× sin 2θ dθ dψ

=
2βk − 1

12

となり，式 (17)を得る．
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