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代数方程式に対する高次Pomentale法の収束特性

鈴 木 智 博† 杉 浦 洋††

1 変数代数方程式に対する反復法について，次数の高い反復法ほど反復列の挙動が安定していると
いう傾向がある．本論文では，任意次数の反復法が構成できる Pomentale 法についてこの経験則に
理論的な根拠を与える．

Convergence Property of Higher Order Pomentale’s Method
for Algebraic Equations

Tomohiro Suzuki† and Hiroshi Sugiura††

In general, an iterative method of higher order has the tendency to generate a stable itera-
tive sequence. The purpose of this paper is to give the theoretical basis to this empirical rule
with Pomentale’s method of which the iterative method of an arbitrary order of convergence
can be constructed.

1. は じ め に

本論文では，代数方程式

f(z) = zn + a1z
n−1 + · · · + an (an �= 0)

=

s∏
i=1

(z − zi)
ni (1)

を扱う．ただし，ni ≥ 1 は根 zi の代数的重複度であ

り，n =
∑s

i=1
ni である．

なんらかの単独型反復法を ϕ で表し，z を初期値と

した反復列を {ϕν(z)} (ν = 0, 1, 2, . . .) で表す．ただ

し，ϕ0(z) := z, ϕ1(z) := ϕ(z), ϕ2(z) := ϕ ◦ϕ(z), . . .

である．f(z) の任意の根を ξ とし，ζ(ν) := ϕν(z)−ξ

とする．p ≥ 1 に対して，

|ζ(ν+1)| = O(|ζ(ν)|p) (2)

ならば，その反復法は p 次収束であるという．ξ が単

根のとき，Newton法 (ϕ(z) = z−f(z)/f ′(z))は ξ の

近傍で二次収束，Halley法 (ϕ(z) = z−f(z)/{f ′(z)−
f(z)f ′′(z)/(2f ′(z))})は三次収束の反復法である．
一般に，高次の単独型反復法を代数方程式に適用し

† 山梨大学
University of Yamanashi

†† 南山大学
Nanzan University

た場合，数値解を得るまでの反復回数が初期値や方程

式の次数に影響されにくい，反復列が根と無関係な周

期軌道に収束してしまうことが少ないという性質を持

つ．また，次数の高い反復法ほど初期値に最も近い根

に収束する傾向がある．我々はこれらを “安定した収

束特性”と呼ぶ．

文献 4)には，任意次数の反復法であるNourein法1)

について，次数が高くなるほど，これが安定した収束

特性を持つことの理論的な根拠が示されている．ただ

し，ここで扱われたのは単根のみを持つ代数方程式で

あった．今回，Nourein法と同じ任意次数の反復法で

ある Pomentale法2) について重複根を含む代数方程

式 (1) に対して文献 4) と同様の解析を行い，根の重

複度と反復法の収束次数の関係についても議論する．

2. 単調一次収束領域

Pomentale法の収束特性を解析するためのいくつか

の定義を示す．

定義 2.1（相対距離）

点 z の根 zi に対する相対距離を以下で定義する．

di(z) = max
j �=i

|z − zi|
|z − zj | (3)

定義 2.2（Apollonius円，Apollonius比）

ある根 zi，zj (j �= i) と α (0 < α ≤ 1) に対して，

集合
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A(zi, zj , α) =

{
z :

|z − zi|
|z − zj | < α

}
(4)

を根 zi，zj を定点とした Apollonius円という．また

α を Apollonius比という．

定義 2.3（Apollonius領域）

集合

A(zi, α) =
⋂
j �=i

A(zi, zj , α) (5)

を zi の Apollonius領域という．

以上の定義より，

A(zi, α) = {z : di(z) < α} (6)

である．

定義 2.4（Voronoi領域）

以下を満たす領域 V (zi) を zi を母点とした Voronoi

領域という．

V (zi) =

{
z :

|z − zi|
|z − zj | < 1 , j �= i

}
(7)

以降では，代数方程式の次数 n ≥ 2，反復法の

次数 p ≥ 2 を仮定する．反復法 ϕ による反復

列が根 zi に収束するような初期値の集合U (zi) =

{z | limν→∞ ϕν(z) = zi} を zi への収束範囲3) と呼

ぶ．また，U (zi) の開核を zi への収束領域 U(zi) と

呼ぶ．U(zi) の連結成分で zi を含むものを直接収束

領域 U0(zi) という．直接収束領域内の点を初期値と

した反復列は直接収束領域内を動き，根 zi に収束す

る．我々は安定な収束を保証する初期値の集合として，

直接収束領域の部分集合である単調一次収束領域を定

義する．

定義 2.5（単調一次収束領域）

式 (8) を満す収束率 c (0 ≤ c < 1) が存在する点

z ∈ U0(zi) 全体の集合を，根 zi への単調一次収束領

域 D(zi) ⊂ U0(zi) という．

di(ϕ
k+1(z)) ≤ cdi(ϕ

k(z)) (k ≥ 0) (8)

いま，簡単のため反復のインデックスを省略し，

ζi := ϕν(z) − zi，ζ̃i := ϕν+1(z) − zi (i = 1, . . . , s)

と書く．領域 A(zi, α) が単調一次収束領域に含まれ

るための十分条件は，任意の j (1 ≤ j ≤ s, j �= i) と

α′ (0 ≤ α′ < α) に対し，c (0 ≤ c < 1) が存在して，

z ∈ A(zi, α
′) ⇒ |ζ̃i/ζ̃j | ≤ c|ζi/ζj | (9)

が成立することである．

3. Pomentale法

f(z) の対数微分を z0 ( �= zi, i = 1, . . . , s) でTaylor

展開する．

f ′(z)

f(z)
=

s∑
i=1

{
−ni

zi − z0

∞∑
k=0

(
z − z0

zi − z0

)k

}

=

∞∑
k=0

ck(z0)(z − z0)
k (10)

ただし，

ck(z) =

s∑
i=1

−ni

(zi − z)k+1
(11)

である．(f ′(z)/f(z))(k) = k! ck(z) を用いて，代数方

程式に対する Pomentale法は

ϕ(z) = z +
cp−2(z)

cp−1(z)
(p ≥ 2) (12)

で定義される p 次収束の反復法である．

いま，p ≥ 2，N を正定数として，以下の方程式を

考える．

Nαp−1 =
1 − α

1 + 3α
(13)

これについて，以下の補題が成り立つ．

補題 3.1 方程式 (13) は区間 (0, 1) に唯一の実解

αp を持つ．また，0 ≤ α < αp において，

Nαp−1 <
1 − α

1 + 3α
(14)

である．したがって，αp は p について単調増加で，

limp→∞ αp = 1．

（証明は文献 4)の補題 5.1のものを参照）

次の定理は，p 次 Pomentale 法と，それに対応す

る Apollonius比 αp の関係を示す．

定理 3.1 N = Ni := (n − ni)/ni とした方程式

(13) の区間 (0, 1) における唯一の実解を αp とする

と，A(zi, αp) は根 zi に対する p 次 Pomentale法の

単調一次収束領域に含まれる．また，

A(zi, α2) ⊂ A(zi, α3) ⊂ · · ·
⊂ A(zi, 1) = V (zi) (15)

である．

証明 式 (9)を i = 1，j = 2 について示す．任意の

i，j (i �= j) についても同様に証明できる．

z ∈ A(z1, α
′) (0 < α′ < αp) とする．式 (11)より，

cp−1(z) =

s∑
i=1

−ni

(−ζi)p
=

−n1(1 + ∆p)

(−ζ1)p
(16)

cp−2(z) =
−n1(1 + ∆p−1)

(−ζ1)p−1
(17)

を得る．ただし，

∆k =

s∑
i=2

ni

n1

(
ζ1

ζi

)k

(18)
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である．これより，

ζ̃1 = ζ1 +
cp−2(z)

cp−1(z)
= ζ1 − 1 + ∆p−1

1 + ∆p
ζ1 ,

ζ̃2 = ζ2 +
cp−2(z)

cp−1(z)
= ζ2 − 1 + ∆p−1

1 + ∆p
ζ1 ,

ζ̃1

ζ̃2

=
(∆p − ∆p−1)(ζ1/ζ2)

(1 + ∆p) − (1 + ∆p−1)(ζ1/ζ2)

補題 3.1 の不等式 (14)で，N = N1 とし，0 < λ <

1 を，

Nα′p = λ
α′(1 − α′)
1 + 3α′

で定める．これにより，

|∆p| ≤
s∑

i=2

ni

n1

∣∣∣∣ζ1

ζi

∣∣∣∣
p

< Nα′p

= λ
α′(1 − α′)
1 + 3α′ <

α′(1 − α′)
1 + 3α′ , (19)

|∆p−1| ≤
s∑

i=2

ni

n1

∣∣∣∣ζ1

ζi

∣∣∣∣
p−1

< Nα′p−1

= λ
(1 − α′)
1 + 3α′ <

(1 − α′)
1 + 3α′ (20)

と評価できる．式 (19)，(20)より，

|1 − (ζ1/ζ2) − ∆p − (ζ1/ζ2)∆p−1|
> (1 − α′) − |∆p| − α′|∆p−1|
>

(1 − α′)(1 + α′)
1 + 3α′ > 0

これらを用いて，∣∣∣∣ ζ̃1

ζ̃2

∣∣∣∣ ≤ |∆p| + |∆p−1|
1 − α′ − |∆p| − α′|∆p−1|

∣∣∣∣ζ1

ζ2

∣∣∣∣
≤ λα′(1−α′)

1+3α′ + λ 1−α′
1+3α′

1 − α′ − λα′(1−α′)
1+3α′ − λα′(1−α′)

1+3α′

∣∣∣∣ζ1

ζ2

∣∣∣∣
≤ (1 + α′)λ

1 + 3α′ − 2α′λ

∣∣∣∣ ζ1

ζ2

∣∣∣∣ = c

∣∣∣∣ ζ1

ζ2

∣∣∣∣ (21)

ここで，

c =
(1 + α′)λ

1 + 3α′ − 2α′λ

である．そして，0 < λ < 1 より，

0 < c =
(1 + α′)λ

1 + 3α′ − 2α′λ
<

1 + α′

1 + 3α′ − 2α′ = 1

である．

後半部分は，補題 3.1 より明らか． （証明終）

図 1 に n = 6 の代数方程式の重複度 ni =1，2，3

の根に対する Pomentale法の次数と Apollonius比の

関係を示す．

この図より，Pomentale法の次数の増加にともなう

図 1 Pomentale 法の次数と Apollonius 比
Fig. 1 Order of convergence and Apollonius ratio

(Pomentale’s method).

Apollonius比の変化の様子が分かる．また，根の重複

度 ni が大きい方が広い Apollonius 領域を持つこと

が分かる．

次に，f1(z) = (z − z1)
n1(z − z2)

n2(z − z3)
n3 に

対して，収束次数，収束領域，Apollonius 領域と根

の重複度の関係を図 2 に示す．ただし，z1 = 1 + i，

z2 = −1 + i，z3 = −i，n1 = 1，n2 = 2，n3 = 3

とする．図 2 における Pomentale法の次数は上から

順に 2，4，8 である．また，f1 の根は × ，各根の
Apollonius領域の境界は実線，収束領域は濃淡を付け

た影付きで示されている．各根への収束領域は，反復

停止条件として |f(ϕν(z))| < 10εM または ν ≥ 30，

収束先の判定として |ϕν(z) − zi| < 10−4 を用いた．

この図より，各根への収束領域，Apollonius領域は

次数が低いとき（p = 2）には根の重複度に応じてそ

の広さは大きく異なるが，次数の増加にともなって大

きな違いは見られなくなり，p = 8 ではすでに収束領

域が Voronoi領域に近くなっている．

4. ま と め

重複根を持つ一変数代数方程式に対して，任意次数

の反復法である Pomentale 法について文献 4) と同

様の解析を行った．その結果，Nourein 法と同様に，

Pomentale 法でも次数の増加にともない Apollonius

領域が広がり，Voronoi領域に漸近することを示した．

これは，安定した収束を保証する単調一次収束領域が

次数の増加とともに拡大することを意味する．

また，根の重複度との関係は，ni が大きい方が広い

Apollonius領域を持つことが分かった．ただし，定理

3.1 より，p → ∞ の極限においては根の重複度に関

係なくその収束領域は Voronoi領域に等しい．
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図 2 Pomentale 法（p = 2, 4, 8）による f1 の根への収束領域
と Apollonius 領域

Fig. 2 Convergence region and Apollonius region of roots

of f1 with Pomentale’s method (p = 2, 4, 8).
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