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誘導グラフの次数下限制約に基づく疑似クリークの列挙法

ジェイ 泓杰1 原口 誠1,a) 大久保 好章1 富田 悦次2

概要：疑似クリークの全列挙においては，ターゲットとなる疑似クリークの規模が大となるほど，サイズ
に応じて接続例外数も増加し，「例外の組み合わせ」が高速全列挙を阻む最大の要因となる．本研究発表で
は，サイズに応じて逆に増加する接続数下限制約を満たす見込みがない疑似クリークを早期に棄却するこ
とにより，疑似クリーク列挙法の問題点を緩和する方法論について論じる．

1. はじめに

グラフやネットワークにおいて，クリーク（完全な部分
グラフ）は最も密なコミュニティを表現しており，実用上
十分高速なクリーク列挙器が提案されている [1], [7]. 一方，
現実のコミュニティでは，隣接関係に関して少数の例外を
許した疑似クリークも必要となり，クリークの緩和モデル
としてこれまで様々ものが考察されてきた [2]．本稿では，
そうした緩和モデルの一つである k-Plex [3], [5] を発展さ
せた新たな疑似クリークを提案し，その列挙法について考
察する．
k-Plex とは非接続数上限制約（各頂点 v に対し，v も
含めて非接続な他の頂点は高々 k 個以下）を満たす無向グ
ラフの頂点集合であり，特に k = 1 の場合はクリークとな
る．非接続数上限を与える k の値がごく小さな場合は，ク
リーク列挙器に準じる実行時間を期待でき，多くの先行研
究では 1 ≤ k ≤ 5 程度の値に対してその有効性を論じてき
た．一方，例えば 20 個の頂点からなる 8-Plex では，各頂
点は少なくとも 12 個の頂点と隣接しており，十分に密結
合な頂点集合と主張できるだろう．こうした頂点集合を求
めるためには，k の値をより大なもの（この場合 k = 8）に
設定する必要があり，従来の k-Plex では現実的な計算時
間で求めるのは困難となる．その理由を一言で述べれば，
サイズが k 以下の任意の頂点集合は（その集合内の接続関
係の有無に依存せずに）自明に k-Plex となり，接続情報を
有効に利用できないからである．この問題は，連結 k-Plex

に限定したとしても解消できない．たとえば，長さが k の
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鎖は自明に k-Plex となるが，多くのネットワークにおい
てそうした鎖の数は膨大であり，「長すぎる」鎖を排除する
制約が欲しい．
本稿ではこうした立場から，連結 k-Plex に第 3の制約，

すなわち，j-核性制約を満たすことを要請する．
j-核性制約 頂点集合 X は，その任意の頂点の X

の誘導グラフにおける次数が j 以上のとき，j-核
性制約を満たすという．また，この制約を満たす
最大の頂点集合を j-核 [6]と呼ぶ．

j-核性は，非接続数上限制約である k-Plex 性とは対照的
に，接続数下限制約である．ここで，元のグラフの次数が
たとえ j 以上の頂点であっても，次数が j 以上の他の頂点
との接続数が j 未満であれば j-核からは除外され，しかも
j-核の補集合に属する頂点の除去は再帰的に繰り返される．
k-Plex の生成過程において，既存の k-Plex X に追加
しても k-Plex 性が保存される頂点を候補と呼ぶが，X か
ら「遠すぎる」ものは候補とはなりえない．よって，遠す
ぎる頂点への接続を無視することができ，これは候補の次
数を減少させることを意味する．このことにより，j-核性
k-Plex に属する可能性がないものを j-核計算により除去
し，候補をさらに絞り込むことが可能となる．本稿では，
こうした j-核性に基づく候補の絞り込みに関するいくつか
の性質を明らかにし，j-核性を持つ極大連結 k-Plex の列挙
法について論じる．

2. 基本事項

ここでは，単純無向グラフ G = (V,E) を考える．
v ∈ V の隣接頂点集合を Γ(v) と記し，簡単のために
x /∈ Γ(x) を仮定する．G の頂点集合 X ⊆ V において，
G[X] = (X,E ∩ (X ×X)) で定義されるグラフを X によ
る G の誘導部分グラフと呼ぶ．G[X] における x ∈ X の
次数を degX(x) と記す．

1ⓒ 2014 Information Processing Society of Japan

Vol.2014-MPS-100 No.27
2014/9/26



情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

3. 連結な k-Plex

定義 (k-Plex) グラフ G = (V,E) の頂点集合 X ⊆ V を
考える．ここで，任意の x ∈ X に対し，|X−Γ(v)| ≤ k と
なる時，G[X]（または単に X）を k-Plex と呼ぶ．特にX

が連結なとき連結 k-Plex と呼ぶ．

k-Plex X に対し，Xx も k-Plex となる x /∈ X をX の
（k-Plex）候補と呼び，候補集合を Cand(X) と記す．極大
k-Plex X は部分 k-Plex Xj にその候補 xj+1 ∈ Cand(Xj)

を追加する操作を繰り返すことにより構成できる．極大
k-Plex 枚挙器は，k-Plex 列 {Xj}j を探索パスとして持つ
探索木の展開により，全ての極大 k-Plex を重複なく列挙
することで実現できる．

∅ = X0 ⊂ X1 = X0x1 ⊂ X2 = X1x2 ⊂
· · · ⊂ Xn = Xn−1xn = {x1, ..., xn} k-Plex 増加列

一方，連結 k-Plex X の場合は連結部分集合列の構成法
が基本となる．

∅ = X0 ⊂ X1 = X0x1 ⊂ X2 = X1x2 ⊂
· · · ⊂ Xn = Xn−1xn = {x1, ..., xn} ⊂ · · · ⊂ X

ただし，Γ(xn) ∩Xn−1 �= ∅．

連結集合増加列において，X が k-Plex の場合は，列中の
連結集合 Xj は全て k-Plex である．すなわち，xj+1 は Xj

の k-Plex 候補でもある．よって，連結 k-Plex の探索にお
いては，k-Plex の候補で Xj と直接隣接した k-Plex 候補
だけを選択・追加するだけで良い．出力解として非連結な
ものも許す列挙手法と比較すると大幅な効率化を図れるが，
節 1でも述べたように，一般に膨大な数の解を許してしま
う．次節では j-核性制約により可能な解の数を削減し，よ
り効率的な疑似クリークの列挙法について考察する．

4. j-核

本節では j-核 *1 についてその定義と性質について簡単
に触れておく．クリークや疑似クリークといった密結合の
頂点集合は，そうでないものと比較したとき，頂点数にも
よるが次数が高くなる傾向にある．j-核とは，次数に関す
る下限値を設定し，誘導グラフにおける各頂点の次数が下
限制約を満たす頂点集合のうち，最大のものをさす．例え
ば，頂点数が j + 1 個以上のクリークは j-核の部分として
現れ，一般に j-核はそうした密な部分の和集合として現
れる．
したがって，大きな塊を抽出する観点からは，先に j-

核をとり，その中での密結合部分を検出するトップダウン
な方法論も有望である．本稿においては，比較的に小規模
*1 原論文 [6] における名称は k-core であるが，k-Plex の k と区別
するために，ここでは j-核と呼ぶ．

入力は無向グラフ G = (V,E)

v ∈ V は次数カウンタ deg() を持つとする
その初期値は G における次数

次数の降順にソートした頂点の配列 aw[i] (0 ≤ i < |V |) を用意
aw[i] には aw の添字 i をとる index() を持たせる
全て aw[i].deg() ≥ j なら，V 全体が j-核
以下，1 ≤nofC = min

n
(aw[n].deg() < j) < |V | を仮定

（nofC=0 なら j-核は空）

chkpt = |V |-1;
while (nofC ≤ chkpt) {
v = aw[chkpt];

for each w s.t. (v, w) ∈ E) {
if (w.index() ≥ nofC) continue;

w.deg() = w.deg()-1

if (w.deg() ≥ j) continue;

if (w.index() �= nofC-1) ;

swap w and aw[nofC-1];

// index も更新
nofC = nofC-1;

};
chkpt = chkpt -1;

};
if (nofC =0) j-核は空;

else aw[0],...,aw[nofC-1] が j-核

図 1 j-核を求める手続き

だが，従来の検出器では困難であった疑似クリークにター
ゲットを絞っており，先に j-核に絞り込んだ上で，ボト
ムアップに疑似クリークを組み立てていく方式を採用して
いる．
j-核の計算法は単純である．次数が j 未満の頂点 v が存
在する限り，v を（v が持つ全ての辺を）除去する．この
除去の影響を受け，他の頂点の次数が低下し，そうした頂
点も再帰的に除去することになる．その結果，j-核が空集
合となることも当然ありえる．図 1に j-核計算手続きを記
しておくが，これは辺の除去操作を次数カウンタのみで行
う単純な配列のプログラムである．
前述したように，j-核は一般に密結合な部分の和として
出現し，各密結合の頂点はオーバラップすることもありえ
る．特別な場合として j 核が最大クリークとなる場合もあ
る．そうした場合においても，小さめの j1 < j に対する
j1-核 は，複数の極大クリークの和として現れることにな
る．特にクリーク列挙に関し，ターゲットとなるクリーク
サイズの下限値 n がわかっている場合は，j = n− 1 と設
定することにより，きわめて高速な列挙が容易に実現でき
ることが直ちにわかる．
このことは，疑似クリークである k-Plex の場合も同様で
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図 2 j-核のサイズ

ある．すなわち，j-核性は，本稿で求める疑似クリークに対
する必要条件であり，少なくとも全体の j-核に属さない頂点
は考察の対象外である．これは，k の値を上げたときに無力
であった伝統的な k-Plex 枚挙器と比較して，無駄な頂点集
合を最初から枝刈するのと等価である．具体的には，例えば，
http://vlado.fmf.uni-lj.si/pub/networks/pajek/data/gphs.htm

に公開されている論文の共著者ネットワーク (頂点数：
6100，辺数：9939，辺密度：0.00053，最大クリークサイ
ズ：8)において，5-Plex を抽出する際，サイズ 8 の 5-Plex

は，約 6000 の頂点中の部分集合として抽出する必要があ
る．しかし，j-核性を考慮すると，j = 3 とする 3-核に属
する頂点集合の部分集合のみを調べれば十分である．実
際，このネットワークおける j の変化に伴う j-核のサイ
ズは図 2の通りとなるが，3-核のサイズは 1000 に満たな
い．この様に j-核を考慮することで探索すべき範囲が劇
的に縮小される場合もある．
さらに，次節以降で論じる，「遠いものは対象外」とする
さらなる枝刈を誘導する．これは，密な部分である k-Plex

が多数存在するときに，「離れた」 k-Plex に属する頂点
を排除することを意味しており，さらなる効率化を期待で
きる．

5. j-核性 k-Plex

定義 (j-核性極大連結 k-Plex )

グラフ G = (V,E) の頂点集合 X ⊆ V を考える．ここ
で，任意の頂点 v ∈ X に対して，degG[X](v) ≥ j の
とき，X は j-核性を有するという．また，j-核性を有
する最大の頂点集合を j-核 [4]と呼ぶ．

解：j-核性極大連結 k-Plex X を パラメータ j, k に対
する解として定める．

まず，サイズが大きな k-Plex は j-核性を持つことを指
摘しておこう．

事実１ |X| ≥ j + k な k-Plex X は j-核性である．

すなわち，k-Plex は，サイズが大な場合には妥当なク

リーク緩和モデルであることがわかる．問題はサイズが小
な k-Plex で生じ，本稿では j-核性によって，疑似クリー
クとはみなせない極大 k-Plex を排除することになる．
k ≤ |X| < j + k の場合，j-核性までは主張できないが，
連結 k-Plex の構成に関して有益な下記の事実が成り立つ．

事実２ |X| ≥ k な k-Plex に対し，Cand(X) ⊆ D1(X)，た
だし，D�(X) は X から（最短）距離 �で到達できる頂点
集合を表す．

すなわち，k + j > |X| ≥ k の範囲では，現在の k-Plex

X と隣接した頂点のみを，X に追加可能な候補として考
えておけば，連結 k-Plex の構成を目的とする限り十分で
あることがわかる．さらに，j-核性まで勘案すると，次の
図で示されるように，一部の k-Plex 候補を排除できるこ
とがわかる．

k = 3, j = 2

u は 連結 3-Plex 候補だ
が，Xu を含む j-核性 3-

Plex は存在しない．

図中，X から距離２以上の点 y1 等は 3-Plex-候補では
なく，また，3-Plex-候補である u も，距離１以下の部分グ
ラフに限定したときの 2-核からは排除され，実質的な候補
ではない．つまり，X は 2-核性の 3-Plex に拡大できない
3-Plex．

事実３ j + k > |X| ≥ k なる 連結 k-Plex X に対し，
Cand(X) ⊆ D1(X)．さらに，y ∈ Cand(X)−corej(X ∪
Cand(X)) ならば Xy を含む j-核性 連結 k-Plex は存在し
ない．ただし，corej(Z) は Z の j-核を表す．

上記の事実により，実際の追加可能な候補は k-Plex 候
補からさらに絞り込まれ，j-核性 k-Plex に拡大される可能
性を持つものだけに限定できる．
|X| < k の場合は，k-Plex 候補は距離１以内とは限らな

いが，k ≤ |X| < k+ j の場合と同様に，「X から遠くない
点」に限定した誘導グラフにおける j-核を求めることによ
り，X を拡大してできる j-核性 k-Plex に含まれることが
ありえない点を排除することができる．

上図において黒丸●から構成される X に対し，距離が
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３以上の点は，5-Plex 候補にはなりえない．距離が２以下
の一部の 5-Plex 候補（w, z1, z2 等）は 2-核性から考察外
の点だとわかり，これらは除去できる．w, z1, z2 の除去に
連動し，X から距離１の一部の点（u2, u3, u4） も除去で
きる．これら一連の除去は，X と X から遠くない点に限
定した部分グラフに対して j-核を再帰的に求める形で行わ
れる．図の場合は，X ∪ {u1, y1, y2} は j-核の一部となり，
よって，u が実際の追加可能な候補として選択可能となる．
下記の事実は以上の議論をまとめたものである．

事実４ 連結 k-Plex X で |X| < k なものを考える．
(4-1) X から距離が k − |X|+ 2 以上の w に対し，Xw

を含む連結 k-Plex は存在しない．
(4-2) U(X) = corej

(
X ∪ k−|X|+1∪

i=1
Di

)
とする．w ∈

Cand(X)−U(X) に対し，Xw を含む j-核性連結 k-

Plex は存在しない．X ⊆ U(X) のとき，U1(X) =

U(X) ∩D1(X) が「実際に追加可能な候補」となる．
(4-3) X−U(X) �= φのとき，X を含む j-核性連結 k-Plex

は存在しない．

X と素な U1(X) の要素 uは，あくまでも Xu を含む j-

核性連結 k-Plex が存在する可能性があることのみを保障
する．したがって，「実際に追加可能な候補」u を追加する
過程で Xu を含む j-核性連結 k-Plex が存在しないことが
判明する場合があり，それは事実 (4-3) の条件，すなわち，
j-核計算による点消去が X の点にまで及ぶ場合である．
以上の議論をまとめよう．j-核性極大連結 k-Plex Z に
至る構成列
φ = X0 ⊂ X1 ⊂ · · · ⊂ X|Z| = Z s.t. Xi = Xi−1xi

において，途中の Xi は j-核性とは限らない．実際，j-核
性制約は単調でも逆単調でもなく，本稿においては，「j-核
性連結 k-Plex に成長する可能性」のある候補のみに絞り
込む計算を行っている．また特に，U(Xi = Xi−1xi) の計
算は，U(Xi−1) から再帰的に求まることにも注意したい．
このために，探索ノードとしての Xi には，U(Xi) も保持
させておく必要がある．

6. 疑似コード

全体の処理の流れを明確にするために，図 3 で疑似
コードを与えておく．このコードにより，全ての j-核
性極大連結 k-Plex を重複なく，かつ漏れなく全列挙で
きる．まず前処理として全体の j-核をとり，その誘導
グラフに限定できることに注意する．全体の j-核は複
数の連結成分に分解されるので，j-核性極大連結 k-Plex

の生成は j-核の連結成分 C 毎に実行できることに注意
する．すなわち，疑似コードへの実質的な入力は連結
成分 C である．また，U(X), U1(X) = U(X) ∩ D1(X)

は，|X| < k に対し定めたが，|X| ≥ j + k のときは
U(X) = U1(X) = Cand(X)，また，j + k > |X| ≥ k のと

Main(C) {// C は全頂点集合 V の j-核の連結成分
C において最大次数の点を uC とする;

for (vi ∈ C) {
if (vi ∈ Γ(uC)) continue;//右候補
compute U(vi);

if (vi /∈ U(vi)) continue;// 事実 (4-3)

Left = {v� | v� ≺ vi, v� ∈ U(vi)};// 左候補：
//先行する v� で vi に追加される可能性があるもの

Expand({vi}, U(vi), Left);

};
};
Expand(X,U,Left) {
U1 = U ∩D1(X);// |X| ≥ k のときは自動で U1 = U

if (U1 = φ) { // U = φ と同値
if (X が j-核性) {output X; return;}; else return;

};
choose u ∈ U1; //

NLC = U1−Left ; //未試行の候補集合
while (NLC−Ru �= φ) {// 事実５の Ru

select v ∈ NLC−Ru;

compute newU = U(Xv);

if (Xv−newU �= φ) {NLC = NLC−{v}; continue;};
// |X| ≥ j + k のときは j-核計算と上記の if 文は不要
Expand(Xv, newU,Left ∩ newU);

Left = Left ∪ {v}; NLC = NLC−{v}
};

}
図 3 j-核性極大連結 k-Plex 全列挙

きは U(X) = U1(X) = D1(X) ∩ corej(X ∪ Cand(X)) に
より拡張定義しておく．
また，疑似コードの中ではクリーク探索の高速化に多大
に寄与する「右候補枝刈」も導入している．すなわち，重
なりあう極大クリーク C1, C2 の共通部分 C1 ∩ C2 に表れ
る頂点は，重なり合わない C1−C2 もしくは C2−C1 中の
点のみを種にして極大クリークへと成長させることが可能
である．k-Plex に対しても以下で述べるほぼ同様な性質を
持つ．

事実５ (右候補枝刈) X を連結 k-Plex, u ∈ U1(X) ,

Ru = {y ∈ U(X) | y ∈ Γ(u), X−Γ(u) ⊆ Γ(y)} とする．
Ru の部分 Z で Z ∪X が k-Plex ならば XuZ も k-Plex．
つまり，極大連結 k-Plex は u を含めて U1(X)−Ru の候
補を追加することにより生成できる．

X において追加すべき候補は U1(X)−Ru に属する頂点
にさらに絞り込まれる．右候補枝刈によって極大 k-Plex

の生成が妨げられることはなく，また，求める解は j-核性
極大 k-Plexであることから，右候補枝刈は，解の生成に関
して安全な枝刈規則である．
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7. まとめと今後の課題

本稿では，極大連結 k-Plex の列挙器をベースに，探索
の初期段階においても有効な枝刈規則を搭載した j-核性
極大連結 k-Plex 列挙のための性質とアルゴリズムについ
て論じた．パラメータ j, k の設定は，目標とする疑似ク
リークサイズと枝密度から大まかに定めることができるだ
ろう．何本の枝が欠けて良いか，また逆に，何本の枝が疑
似クリークとして必要であるかは，求める疑似クリークの
サイズに依存するからである．
単純な極大連結 k-Plex 列挙器と比較すると，サイズが

k 未満の頂点集合 X に対し，j-核性を持つ k-Plex への種
となる候補を保持しておく必要があるが，それは連結性を
仮定しない場合の k-Plex においても同様であり，k 値を
増加させたときの組み合わせを減少させる効果がより大き
いと考えている．さらに，j-核の計算は |X| < j + k なる
X に対して必要となるが，線形時間で処理可能であり，こ
れも候補数を減少させる枝刈り効果の方が勝ると考えてい
る．実際の検証結果については口頭発表時に報告したい．
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