
情報処理学会論文誌 プログラミング Vol.7 No.4 8–20 (Aug. 2014)

スタック長の特徴付けによる言語の非DCFL性証明
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概要：本論では，言語が決定性文脈自由言語（DCFL）ではないことを証明するための，決定性プッシュ
ダウンオートマトン（DPDA）に基づく手法を提案する．提案する手法は，計算中でのスタックの高さ
を特徴付けるもので，以下のようなスタックの変化に対する直感を形式的に扱うことができる：言語
{anbncn | n ≥ 1}が何らかの DPDAで受理できたとすると，aの個数と bの個数を比較した結果として，
anbn の部分を読み終わった段階のスタックはほとんど空になっているはずである．このとき，続く文字列
cn を検査することができない．したがって，この言語は DCFLではない．具体的には，十分に長い繰返
し文字列を消費した結果のスタックの内容には繰返し構造があることを示し，繰返し文字列を消費した結
果のスタックが一般化順序機械と呼ばれる機械で定義可能であることを示した．この結果を用いて，上の
例のように aの個数と bの個数を比較するためには，スタックがほとんど空にならなければならないこと
を形式化して示した．
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Abstract: We propose a new technique based on DPDA (deterministic pushdown automata) for proving
that a language is not a DCFL (deterministic context-free language). The following intuitive discussion can
be conducted in a formal manner by our technique. If {anbncn | n ≥ 1} is accepted by a DPDA, the content
of the stack after reading anbn-part of the input should be almost empty because bn is matched against an.
Then, the DPDA cannot correctly check the rest of the input, cn. We characterize the content of the stack
after reading a sufficiently long repetition of a string and, show that the content of the stack after reading
a repeated string is definable by a generalized sequential machine. By using this characterization, we prove
that the stack must be almost empty after matching the substring in the input.
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1. はじめに

本論では，ある言語が決定性文脈自由言語（DCFL）で

はないことを証明するための，決定性プッシュダウンオー

トマトン（DPDA）に基づいた手法を提案する．技術的に

は，DPDAの計算中におけるスタックの高さに対する特

徴付けを行い，文字列の受理判定のために本質的にマッチ
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ングを行う必要がある（と思われる）例について，マッチ

ング終了後には，スタックからマッチングで用いられた

情報が本質的に失われていることを形式的に示す．この

ことは，簡単な例を用いて説明すると分かりやすい．言語

L1 = {anbn | n ≥ 1}は DCFLとして知られているが，文

字列 aibj について，その前半部と後半部でのマッチによっ

て iと j の比較を行い，その結果として各文字列の受理，

非受理が決定される，と直感的には考えられる．したがっ

て，ai部を読み終わった時点でのスタックと比べ，bj 部を

読み終わった時点でのスタックは iに相当する量が減少し

ているはずである．実際，提案する手法ではこの直感を裏
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付けるような結果，すなわち，言語 L1 を受理する任意の

（正規化がなされた）DPDAは，anbn を読み終わった段階

では本質的にスタックを空にしている，ということを証明

することができる．

この種のスタックが本質的に空になるという議論を用い

ると，ある言語がDCFLではないことを直感的に証明する

ことができる．たとえば，言語 L2 = {anbncn | n ≥ 1}に
ついて考える．これは文脈自由言語でさえない例としてよ

く知られているものである．文字列 aibjck の受理，非受理

を決定するためには，すなわち i = j = k となっているこ

とを確かめるためにマッチングを避けられない，という直

感がある．もし L2 を受理する DPDA M が存在したとす

ると，我々の手法を用いると，語 aibjck について aibj 部

を読み終わった段階でのスタックはほとんど空になってし

まっていることが分かる．このとき，ほとんど空になって

しまった（すなわち iの情報が残されていない）スタック

を用いて，ちょうど ck が i = kであるかどうかを検査する

ことはできないことから，L2 が DCFLではないことが示

される．

本論の構成は以下のとおりである．はじめに，2章で準

備として DPDAを定義する．特にここで導入する DPDA

の正規形は，DPDAを用いた計算の本質をとらえたよう

なものであり，本論全体でも正規形だけを考える．続く 3

章で，DPDAが計算を行う対象である入力に規則性があ

るとそれを読んだ結果得られるスタックにも規則性が生じ

ることを示す．さらに，これを用いて，文字列の繰返しを

消費した結果として得られるスタックが，一般化順序機械

と呼ばれる形式言語の道具によって定義可能であることを

示す．4章で，この章でも述べたような，文字列に対する

マッチングが行われるような場合にはスタックが本質的に

使われ，特に anbn を調べる場合には読み終わったあとに

はほとんどスタックが空になっているということが，3章

の内容を用いて形式化され，証明される．最後に 5章にお

いて，いくつかのDCFLではない言語に対して 4章で得ら

れた結果を用いることで，直感的にその非DCFL性を証明

する．

1.1 関連研究

文法および導出木をもとにした証明に基づく DCFLに

対する反復補題としては，Harrisonによる iteration theo-

rem [1]や，LR(k)文法の理論に基づく Yuによるもの [2]

がある．一方，DPDAをもとにした（Harrisonによるもの

より弱い形の）反復補題の証明についてはKanazawaによ

るもの [3]がある．

DPDA を用いたスタックの高さに対して着目した非

DCFL性の証明手法として，LiらによるKolmogorov複雑

さを用いた手法 [4]がある．ただし，彼らの論文 [4]にお

ける証明には明らかな誤りがあり，のちに Glierによって

反例が提示され，同時に修正が行われた [5]．我々の提案

する手法は，Kolmogorov複雑さの議論を用いることなく，

Glierの行った証明と比べて，いっそうスタックの変化量に

対して具体的かつ精緻な特徴付けを行った．結果として，

Liらの論文で Future workとしてあげられており，Glier

による修正された結果で扱うことのできていなかった，言

語 {anbncn | n ≥ 1}の非 DCFL性を証明することが可能

となった．

技術的に類似した仕事として，1960年代の Ginsburgら

による結果がある [6]．彼らの論文では，本論文で示した補

題 1と同等の補題 Lemma 4.1がすでに示されており，こ

れを用いた言語 L =
{
anbn, anb2n | n ≥ 1

}
の非 DCFL性

証明についても，本論文における証明と本質的に似た議論

をすでに行っている．したがって，補題 1と当該言語 Lの

非DCFL性証明は，本研究での新たな結果ではない．むし

ろ，我々は文献 [6]の Lemma 4.1をさらに推し進め，マッ

チングによるスタックの消費が本質的に避けられないとい

う，直感的に分かりやすい性質を形式化・証明し，さらに

到達可能性解析の考え方を組み合わせることで，より広く

適用可能な手法へと発展させることに成功したといえる．

2. 準備

定義 1（決定性プッシュダウンオートマトン（DPDA））．

DPDA M は，構造 (Q,Σ, Γ, δ, q0, Z0, F )である．ただし，

Qは状態の有限集合，Σは有限の入力アルファベット，Γは

スタック記号の有限集合，q0 ∈ Qは初期状態，Z0 ∈ Γはス

タックの底を表す記号，F ⊆ Qは最終状態の集合である．δ

は遷移関数で，δ : Q×Γ → (Σ → Q×Γ∗) � ({ε} → Q×Γ∗)

の型で定義される．遷移関数はDPDAが決定的に，かつつ

ねに次へと遷移できるように以下の 2つを満たしている：

• δ(q, γ, σ)か δ(q, γ, ε)のどちらかでしか定義されない．

両方で定義されていると，入力 σを読む場合と読まな

い場合で非決定的に遷移できてしまう．

• σ と εのどちらで定義されるにしても，遷移先の状態

とスタックへの操作がただ 1つに定まる．

また，δ にはスタック底記号 Z0 が本質的に取り除かれ

ることはないという制約をつける．すなわち Z0 が取り除

かれるときには，ただちにスタックの底に戻すように次の

ように定義されている：

δ(p, Z0, a) = 〈q, Z0 γ1 . . . γn〉 .

�

入力文字を消費しない ε 遷移関係
ε−→ ⊆ Conf (M) ×

Conf (M) と，入力文字を消費する Σ 遷移関係
σ−→ ⊆

Conf (M)×Conf (M)を以下で定義する．ただし，Conf (M)

は，DPDA M 上の計算状況全体の集合Conf (M) = Q×Γ∗

である：

〈p, ξ γ〉 ε−→ 〈q, ξ ζ〉 ⇐⇒ δ(p, γ, ε) = 〈q, ζ〉
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〈p, ξ γ〉 σ−→ 〈q, ξ ζ〉 ⇐⇒ δ(p, γ, σ) = 〈q, ζ〉

すなわち，〈p, ξ γ〉 a−→ 〈q, ξ ζ〉は，状態を pから qに変え

つつ，スタックのトップにある記号 γ ∈ Γを popし，新

たに記号列 ζ ∈ Γ∗ を pushするものである．ある計算状

況 cで Σ遷移が定義されている，すなわち c
σ−→ c′ とする

σ ∈ Σと c′ が存在するとき，cは reading modeにいると

いい，特にこのことを read-mode(c)と書くことにする．

1ステップの遷移関係の合成により，以下のような与え

られた文字 σ ∈ Σないし空でない文字列 w ∈ Σ+を使いき

る複数ステップの遷移関係を定義する：

c0
ε
=⇒ c0 ⇐⇒ read-mode(c0),

c0
σ
=⇒ cn ⇐⇒ c0

σ−→ c1
ε−→ c2

ε−→ · · · ε−→ cn ∧
read-mode(cn),

c0
w
=⇒ cn ⇐⇒ c0

w[1]
==⇒ c1

w[2]
==⇒ · · ·

w[|w|]
====⇒ cn.

ただし，文字列 wに対して |w|はその長さを表し，任意の
1 ≤ i ≤ |w|について w[i] は w の i番目の文字を表す．ま

た，文字列 w = w[1]w[2] . . . w[|w|]と 2変数 1 ≤ i ≤ j ≤ |w|
について，w[i:j] = w[i] . . . w[j]は i文字目から j文字目まで

の部分文字列の切り出しを表す．w[1:|w|] = wが成立する．

文字列の末尾から長さ � の部分文字列を切り出すことを

表すのに w[−�:] を用いる．これは w[−�:] = w[(|w|−�)+1:|w|]

として定義される．また，wから末尾 w[−�:] を取り去って

先頭から長さ |w| − �の部分文字列の切り出しを表すのに

w[:−�]を用いる．これはw[:−�] = w[1:(|w|−�)]で定義される．

一般に 1 ≤ � ≤ |w|について w = w[:−�]w[−�:] が成立する．

文字列 wの反転を wR = w[|w|] . . . w[2]w[1] で定義する．

nextw(i)は以下のように定義される関数である：

nextw : {1, . . . , |w|} → {1, . . . , |w|}

nextw(i) =

⎧⎨
⎩1 if i = |w|

i + 1 otherwise

wが明らかな場合には nextw のことを単に nextと書く．

文字列 xが yの真の接頭辞であることを x ≺ yで表し，

x ≺ y ⇐⇒ ∃w ∈ Σ+. xw = y

で定義し，これを用いて x � y ⇐⇒ x ≺ y ∨ x = y も同

時に定義しておく．

たとえば w = σ1σ2σ3σ4σ5 では，w[−2:] = w[4:5] =

σ4σ5 であり，w[:−2] = w[1:3] = σ1σ2σ3 となる．wR =

σ5σ4σ3σ2σ1 であり，w[next(|w|):2] = σ1σ2 となる．

計算状況に対する記法をいくつか導入する：

• 計算状況 〈p, ξ〉に対して，| 〈p, ξ〉 |をそのスタックの高
さ |ξ|として定義する．

• 計算状況 〈p, ξ〉 と状態の集合 S ⊆ Q について，

〈p, ξ〉 ∈ S ⇐⇒ p ∈ S と定義する．

入力を読みきったときの遷移先が一意に決まることを利

用して，M(c, w) = c′ ⇐⇒ c
w
=⇒ c′ という遷移先を求め

る関数を定義しておく．初期計算状況 〈q0, Z0〉から始める
場合を，特にM(w) = M(〈q0, Z0〉 , w)と書く．

M の計算状況 cから，入力 w 文字を読んだ後に状態の

集合 S ⊆ Qに入ることを示す述語 VisitM を導入する．正

確には以下で定義される：

VisitM (c, w, S) ⇐⇒ ∃cf . M(c, w)
ε−→∗ cf ∧ cf ∈ S

文脈からM が明らかな場合には Visitとだけ記述する．M

が受理する言語 L(M) ⊆ Σ∗ は Visitを用いて次で定義さ

れる：

w ∈ L(M) ⇐⇒ Visit(〈q0, Z0〉 , w, F ).

すべての DPDA M は以下の命題に示すような扱いやす

い等価な正規形 N に，構成的に変換することができる．

特に本論では，DPDAとして正規形だけを考えることに

する．

命題 1.

( 1 ) 必ず次の文字を読むようにできる．すなわち，ε遷移

だけで無限に計算を続けることはない．

( 2 ) ε遷移では popだけができる．すなわち，δ を以下の

ように制限できる：

δ : Q × Γ → (Σ → Q × Γ∗) � ({ε} → Q × {ε})

( 3 ) さらに Σ遷移についても高さはたかだか 1つしか変え

ないように制限できる：

δ : Q × Γ → (Σ → Q × Γ≤2) � ({ε} → Q × {ε})

ただし，Γ≤n =
n⋃

i=0

Γi である*1．

証明のアイディア. 任意の DPDA M から，( 1 ) を満た

す等価な DPDA M1 が構成できることはよく知られてい

る [7]．M1 から ( 2 )を満たす等価な DPDAを構成する際

には，M1の連続する ε遷移でスタックに pushする記号列

のサイズには上限が存在することを用いる [8]．( 2 )，( 3 )

については，必要な範囲でスタックを圧縮するような操作

を行うことになる．詳細な証明は付録において行う．

定義 2（一般化順序機械）．一般化順序機械（generalized

sequential machine, GSM）Gは，構造 (Q,Σ, Γ, δ, q0, F )で

あり，有限オートマトンを遷移にともなって文字列を出力

できるように一般化したものであるといえる．

Qは状態の有限集合，Σは有限の入力アルファベット，Γ

は有限の出力アルファベット，q0 ∈ Qは初期状態，F ⊆ Qは
*1 文字列の集合上に拡張した結合演算 X · Y および，それによる冪

Xi と Kleene 閉包 X∗ は，次で定義している．

X · Y = {xy | x ∈ X, y ∈ Y } ,

X0 = {ε} , Xi+1 = Xi · X, X∗ =
∞⋃

i=0
Xi.
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最終状態の集合である．有限集合 δ ⊆fin (Q×Σ)×(Q×Γ∗)

は 1ステップの遷移関係である．

GSM G上の計算を，遷移関係
win−−−→
wout

の合成によって定

義する：

• q
ε−→
ε

q ∀q ∈ Q

• p
σ · w−−−→
ξ · ζ

q ⇐⇒ 〈p, σ, ξ, r〉 ∈ δ ∧ r
w−→
ζ

q

このとき，GSM Gの振舞い BG : Σ∗ → P(Γ∗)を以下のよ

うに定義する：

BG(win) =
{

wout | q0
win−−−→
wout

f, f ∈ F

}
.

ただし以降では，BGとGを区別せずに用い，G(win)と書

いて BG(win)を表す．

特に，任意の入力 win ∈ Σ∗ について，|BG(win)| ≤ 1が

成立する GSM Gを関数的 GSM（Functional GSM）と呼

び，関数的 GSMのクラスを FGSMで表す． �

3. 関数的GSMを用いたDPDAの振舞いの
特徴付け

本章では，FGSMを用いて，入力が文字列の繰返しで表

されるときの DPDAの生成するスタックの内容を特徴付

ける．

補題 1. 任意の DPDA M と，空でない文字列 w ∈ Σ+ に

ついて，wを十分に長く繰り返したものを入力として与え

た場合には，スタックの下部に依存せずに計算を進めるこ

とができる．すなわち以下が成立する：

∃1 ≤ i ≤ |w|. ∃n, m, γ, ξ, ζ.

〈q0, Z0〉
wnw[1:i]
======⇒ 〈q, ξ γ〉

∧ 〈q, γ〉
w[next(i):|w|]wmw[1:i]
===============⇒ 〈q, ζ γ〉 .

証明. 背理法で証明する．すなわち，以下を仮定して矛盾

を示す：

∀1 ≤ i ≤ |w|. ∀n, m, γ, ξ, ζ.

〈q0, Z0〉
wnw[1:i]
======⇒ 〈q, ξ γ〉

⇒ 〈q, γ〉
w[next(i):|w|]wmw[1:i]
===============⇒ 〈q, ζ γ〉が成立しない．

(1)

wの繰返しを入力として与えたときに，スタックの高さが

1となる計算状況に，〈q0, Z0〉から (|Q| · |w|) + 1回以上到

達することができないことを示す．もしそれが可能だとす

ると，同じ状態で同じ位置 wj を読む事態が生じる．すな

わち，ある 1 ≤ j ≤ |w|，n,m ∈ N，q ∈ Qで

〈q0, Z0〉
wnw[1:j]
======⇒ 〈q, Z0〉

∧ 〈q, Z0〉
w[next(j):|w|]wmw[1:j]
===============⇒ 〈q, Z0〉

が成立する．しかしこれは (1)に反する．

直前の議論から，wの十分に長い繰返しを入力として与

えると，それ以降はスタックの高さがつねに 2 以上にな

ることが分かる．そのようにする入力を wl と書くことに

する．

wl 以降で，スタックの高さが 2 となる計算状況には

(|Q| · |Γ| · |w|) + 1回以上は到達してはならないことが示せ

る．もし到達したとすると，スタックの高さが 2になると

入力を読まなければならないので

〈q0, Z0〉
wlwnw[1:j]
========⇒ 〈q, Z0 γ〉

∧ 〈q, Z0 γ〉
w[next(j):|w|]wmw[1:j]
===============⇒ 〈q, Z0 γ〉

が成立する．特に 〈q, Z0 γ〉
w[next(j):|w|]wmw[1:j]
===============⇒ 〈q, Z0 γ〉

について，スタックの高さが 1 になることはないので，

〈q, γ〉
w[next(j):|w|]wmw[1:j]
===============⇒ 〈q, γ〉 が成立するが，これは

(1)に矛盾．

十分に長い w の繰返しを入力として与えると，それ以

降はスタックの高さがつねに 3以上になることが分かる．

この議論の繰返しにより，スタックの高さ h ≥ 2 へは，

(|Q| · |Γ|h−1 · |w|)+1回以上到達してはならないことが分か

る．したがって，任意の hについてスタックの高さがつね

に h以上であるようにできるので，初期計算状況 〈q0, Z0〉
から，計算状況 〈p, s〉（ただし |Q| · |Γ| · |w| < |s|）へ到達
する遷移がある．すなわち，ある x ∈ N，1 ≤ y ≤ |w|，
qT ∈ Qを用いて以下の遷移 T を固定する：

T : 〈q0, Z0〉
wxw[1:y]
======⇒ 〈qT , s〉 .

T について，次の関数を考える：

lastvisit : {1, . . . , |s|} → Σ∗

lastvisit(h) = wnw[1:i]

文字列 wnw[1:i]はスタックの高さが hとなる最後の瞬間を

表しているとする．正確には以下の状況を意味するもので

ある：

〈q0, Z0〉
wnw[1:i]
======⇒ 〈q, ξ γ〉

∧ 〈q, γ〉
w[next(i):|w|]wx−n−1w[1:y]
==================⇒ 〈qT , s′〉 .

ただし h = |ξ γ|，s = ξ s′ である．

正規化済みの DPDAは

• ε遷移ではスタックの高さを減らすことしかできない，

• Σ 遷移でも高さをたかだか 1 つ増やすことしかでき

ない，

という 2条件を満たすことから，上の要件を満たす lastvisit

が確かに定義されることが分かる．

さて，
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S =

⎧⎪⎨
⎪⎩〈i, p, γ, n, j〉

∣∣∣∣∣
1 ≤ i ≤ |s|,
lastvisit(i) = wnw[1:j],

M(wnw[1:j]) = 〈p, ξ γ〉

⎫⎪⎬
⎪⎭

として集合 S を定義すると |Q| · |Γ| · |w| < |S|が成立する
ので，ある i1, i2 ∈ {1, . . . , |s|}，p ∈ Q，γ ∈ Γ，n1, n2 ∈ N，

j ∈ {1, . . . , |w|}について 〈i1, p, γ, n1, j〉 , 〈i2, p, γ, n2, j〉 ∈
S（ただし i1 < i2）が成立する．このことは遷移 T 中に

〈q0, Z0〉
wn1w[1:j]
======⇒ 〈p, ξ γ〉 ∧

〈p, ξ γ〉
w[next(j):|w|]wn2−n1−1w[1:j]
====================⇒ 〈p, ξ ζ γ〉

という部分遷移列が存在することにほかならない．特に，

lastvisitの定義より

〈p, ξ γ〉
w[next(j):|w|]wn2−n1−1w[1:j]
====================⇒ 〈p, ξ ζ γ〉

の部分では ξ を 1度もみることはない．したがって，

〈p, γ〉
w[next(j):|w|]wn2−n1−1w[1:j]
====================⇒ 〈p, ζ γ〉

が成立するが，これは (1)に矛盾する．

定理 1. 任意のDPDA Mについて，空でない文字列w ∈ Σ+

の繰返し wnを入力として，〈q0, Z0〉から計算を行ったあと
に得られるスタックの内容は，FGSMで定義可能である．

すなわち，以下を成立させる FGSM Gが存在する：

∀n ≥ 1.BG(wn) =
{

ξ | 〈q0, Z0〉
wn

==⇒ 〈q, ξ〉
}

.

証明. 補題 1 により，ある定数 a，b，cについて

〈q0, Z0〉
wb w[1:a]
======⇒ 〈q, ξ γ〉 ∧

〈q, γ〉
w[next(a):|w|] wc w[1:a]
===============⇒ 〈q, ζ γ〉 (1)

が成立する．したがって，式 (1)によって n ≥ 1について

は，一意に定まる l，k（ただし k ≤ c）を用いて以下のよ

うに分解できる：

wn =

⎧⎨
⎩wi if 1 ≤ n ≤ b

XY lVk otherwise

ただし上で wb w[1:a] を X，w[next(a):|w|] w
c w[1:a] を Y

w[next(a):|w|] w
k を Vk として書いた．

ところで式 (1)を用いて，n ≥ 1についてM(〈q0, Z0〉 , wn)

の計算は以下のように表現することができる：

M(〈q0, Z0〉 , wi) = 〈q, χi〉 if 1 ≤ i ≤ b

M(〈q0, Z0〉 , X) = 〈q, ξ γ〉

M(〈q0, Z0〉 , XY l) = M(〈q, ξ γ〉 , Y l) =
〈
q, ξ ζl γ

〉
M(〈q0, Z0〉 , XY lVk) = M(

〈
q, ξ ζl γ

〉
, Vk) =

〈
r, ξ ζl ςk

〉

これを用いて以下の FGSM H1, . . . , Hb, I0, I1, . . . , Ic を定

義する：

BHi
=

{〈
wi, χi

〉}
,

BIk
=

{〈
XY lVk, ξζlςk

〉
| l ∈ N

}
.

これらの FGSMを用いて，目的の Gを以下で定義する：

G =
b⊕

i=1

Hi ⊕
c⊕

i=0

Ii.

GSM A，Bについて，A⊕BはAとBから得られるGSM

で，BA⊕B = BA ∪ BB を満たすものとする．事実，その

ような A ⊕ B は A，B から容易に構成することができ

る．2つの FGSM F1，F2 の定義域の共通部分が空であれ

ば，F1 ⊕ F2 もまた FGSMとなることに注意すると，いま

H1, . . . , Hb, I0, I1, . . . , Icの異なるどの 2つの定義域につい

ても共通部分が空なので Gが FGSMであることが分かっ

た．

定理 1 は，入力に繰返しがあるときには，DPDAの計

算を模倣するのに本質的にスタックを用いる必要はない，

ということを述べている．同様の証明を行うことで，入力

アルファベットが 1文字の文脈自由言語は正規言語である

というよく知られた事実 [9]を，決定性文脈自由言語へ制

限したものがただちに得られる：

定理 2. L ⊆ a∗ かつ L(M) = Lとする DPDA M が存在

するとき，Lは正規言語である．特に，M から構成的に L

を受理する有限オートマトンを作ることができる．

4. DPDAにおけるスタックの消費

定理 1 を用いて，スタックの使用量に関する特徴付けを

なす．

まず定理のステートメントを記述するために，述語 use

と identifyを導入する．

use(h, c, w)は計算状況 cから入力を w として計算する

と，必ずスタックの高さが h以下になることがあるという

ことを意味するもので，以下のように定義される：

use(h, c, w)

= ∃w′.∃c′′. w′ � w ∧ c
w′
=⇒ c′

ε−→∗ c′′ ∧ |c′′| ≤ h.

identify(c, y, z, n, S)は計算状況 cから入力を yziとして

計算したときに，はじめて S を訪れるのが yzn を読んだ

ときであることを意味するもので，以下のように定義され

る：

identify(c, y, z, n, S)

= Visit(c, yzn, S) ∧ ∀m < n.¬Visit(c, yzm, S).

identifyは，マッチングを形式的に定義したものである．

identify(M(xn), y, z, n, S)は DPDA M で入力 xn を読み

きった計算状況M(xn)から，yzm でさらに計算を続けた
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ときに，「はじめて」状態集合 S を訪れるのがm = nとな

ることを表し，直感的には，S について xと zでマッチン

グしている，ということを意味する．

以下の定理 3 は，入力 xnyzn において xと z が状態集

合 S についてマッチングする際に，その計算途中で必ずス

タックの高さを一様な値 hまで減少させる，という内容を

FGSMを用いた抽象的な形で表すものである．

定理 3. 任意の DPDA M = (QM ,Σ, Γ, δM , q0, Z0, FM )と

FGSM G = (QG, Σ, Γ, δG, g0, FG) について以下が成立す

る：

∀S ⊆ Q.∀p ∈ QM .∀x ∈ Σ+.∀y ∈ Σ∗.∀z ∈ Σ+.

(∀n ≥ 1. G(xn) �= ∅)

⇒ (∀n ≥ 1. identify(〈p, G(xn)〉 , y, z, n, S))

⇒ ∃h.∀n ≥ 1.use(h, 〈p, G(xn)〉 , yzn).

証明. Gは出力をするにあたり必ず入力文字を読むので，

以下のことが成立する：

∃c.∀n. |G(xn)| ≤ c · n.

ここで cは，Gで |x|文字読んだ際に引き起こされる出力
の最大長を意味している．

はじめに，m ≥ |QG|とする入力 xm についての Gの計

算で，以下を満たすパスが必ず存在することを確認する：

g0
xm1

−−−→
v1

g
xm2

−−−→
v2

g
xm3

−−−→
v3

gf ∧ gf ∈ FG

∧ m = m1 + m2 + m3 ∧ m1 < |QG| ∧ m2 ≥ 1
(1)

m ≥ |QG|と仮定の ∀n ≥ 1. G(xn) �= ∅により

S =

⎧⎨
⎩〈i, j〉

∣∣∣ i ≥ 0, j ≥ 1, g ∈ G,

g0
xi

−→ g
xj

−−→ g
xm−i−j

−−−−−−→ gf , gf ∈ FG

⎫⎬
⎭

として定義した集合 S は空ではない．このとき，〈i, j〉 ∈ S
で，i < |QG|を満たすものがなければならないので，この
i，j をm1，m2 としてとればよい．

仮定を導入し，背理法で証明を行う．すなわち，

∀h.∃n ≥ 1.¬use(h, 〈p, G(xn)〉 , yzn) (†)

から矛盾を導く．以下で，仮定の次の式を (�)として参照
する：

∀n > 1. identify(〈p, G(xn)〉 , y, z, n, S). (�)

まず式 (†)の hを以下を満たすように選ぶ：

h > c · |QG|.

すると，ある n ≥ 1について

∀w′.∀c′′. (w′�yzn∧〈q, G(xn)〉 w′
=⇒ c′

ε−→∗c′′) ⇒ |c′′|>h

(2)

が成立することが，式 (†) から分かる．このことは，
〈q, G(xn)〉 からの入力 yzn を用いた計算では，つねにス

タックの高さが h以上になることを述べている．したがっ

て，|G(xn)| > h > c · |QG|となり n > |QG|でなければな
らないので，式 (1)のように分解することができる：

g0
xn1

−−→
v1

g
xn2

−−→
v2

g
xn3

−−→
v3

gf ∧ gf ∈ FG

∧ n = n1 + n2 + n3 ∧ n1 < |QG| ∧ n2 ≥ 1.

特に g
xn2

−−→
v2

gをポンプして，以下の計算を得る：

g0
xn1

−−→
v1

g
xn2

−−→
v2

g
xn2

−−→
v2

g
xn3

−−→
v3

gf

このとき，n1 < |QG|より |v1| < c · |QG| < hが成立する．

以下を示す：

Visit(
〈
p, G(xn+n2)

〉
, yzn, S). (�)

式 (�)から Visit(〈p, G(xn)〉 , yzn, S)が成立し，G(xn) =

v1v2v3 であるのでこれを Visit(〈p, v1v2v3〉 , yzn, S)と改め

る．次に，式 (2) により v1v2v3 の後ろから |v1v2v3| − h

文字だけが計算を行ううえで必要になるので，任意の

ξ ∈ Γ∗ について Visit(〈p, ξ v2 v3〉 , yzn, S) となる．この

とき Visit(〈p, v1v2v2v3〉 , yzn, S) が成立し，G(xn+n2) =

v1v2v2v3 であるから，(�)が示された．

一方で，(�) および n2 �= 0 より Visit(〈p, G(xn+n2)〉 ,

yzn, S)とはならない．このことと式 (�)により矛盾が導か

れた．

定理 3 は，FGSM Gによる出力（すなわち，スタック

の内容）が，ほとんどすべて使われることを示している．

しかし，マッチング終了時，すなわち xnyznを読み終わっ

た段階でのスタックの高さについては，何の保証も与え

ていないことに注意されたい．そこで，さらにこの結果を

推し進めて，任意の DPDA M = (Q,Σ, Γ, δ, q0, Z0, F )と

S ⊆ Qについてのマッチング終了時において，スタックは

ほとんど空になるという性質を示す．

定理 4（定理 3 の強化）.

∀S ⊆ Q.∀x ∈ Σ+.∀y ∈ Σ∗.∀z ∈ Σ+.

(∀n ≥ 1. identify(M(xn), y, z, n, S))

⇒ ∃h.∀n. |M(M(xn), yzn)| ≤ h

証明. 以下で，仮定の次の式を (�)として参照する：

∀n ≥ 1. identify(M(xn), y, z, n, S). (�)

まず定理 3 の Gを，定理 1 の FGSMを用いて具体化す

ることで，以下を得る：

∃h.∀n. use(h, M(xn), yzn). (1)

このことは，任意の nで入力 yzn についての計算開始
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時点のスタックの高さが |M(xn)| ≤ hであるか，もしくは

|M(xn)| > hであったとしてもその計算の途中でスタック

の高さを必ず hまで減少させることを表している．

証明の本質は，次の主張を示すことにある：

主張.

∃r.∀n.

(|M(xn)| ≤ h ⇒ |yzn| < r) ∧ (|M(xn)| > h

⇒ ∀α ≤ |yzn| − r. M(xn)
yzn

[:−(r+α)]
=========⇒ |c| > h).

この主張と式 (1)をあわせると，一様な定数 rが存在し，

M(xn)からの計算がスタックの高さを h以下にするのは，

yzn が残り r文字になってからということが分かる．一方

で，正規化された DPDAでは 1文字を読むにつきたかだ

か 1文字しか pushできないことから，

∀n.|M(M(xn), yzn)| ≤ h + r

が成立するので証明終．

(�)より，明らかに以下の集合X は有限集合である：

X = {n | n ≥ 1, |M(xn)| ≤ h} .

もし集合Xが無限集合であったとすると，相異なるn1 < n2

で，M(xn1) = M(xn2)を満たすものが存在し，かつ

• identify(M(xn1), y, z, n1, S)

• identify(M(xn2), y, z, n2, S)

の両方が成立することになるが，これは矛盾している．

ところで，X の有限性により上限が存在することになる

が，これによって

∃r.∀n. |M(xn)| ≤ h ⇒ |yzn| < r

は成立する．よって

∃r.∀n ∈ Y.∀α ≤ |yzn| − r. M(xn)
yzn

[:−(r+α)]
=========⇒ |c| > h

を示せばよい．ただし Y = {n | n ≥ 1, |M(xn)| > h}とし，
X が有限集合であることから，Y が無限集合となることに

注意する．

そこで以下では，これを背理法によって示す．すなわち，

次の式から矛盾を導く：

∀r.∃n ∈ Y.∃α ≤ |yzn| − r. M(xn)
yzn

[:−(r+α)]
=========⇒ |c| ≤ h.

(2)

ni, βi ∈ N（i = 0, 1, . . .）を帰納的に定義する：

i = 0の場合：

式 (2)の rを |yz|で具体化し，n0，α0を得る．このと

き，β0 = |yz| + α0 と定義する．

i = j + 1の場合：

式 (2)の r を |yz1+βi−1 |で具体化し，ni，αi を得る．

このとき，βi = |yz1+βi−1 | + αi と定義する．

任意の i，jについてただちに分かることは以下の 2つであ

る：

• i < j について ni < nj と βi < βj が成立する．

• βi ≤ |yzni |が成立する．
さらに各 ni，βiについて，その定義中で式 (2)を具体化

していることから以下が成立する：

M(xni)
yzni

[:−βi]=====⇒ |ci| ≤ h.

また，式 (�)を ni で具体化して次を得る：

identify(M(xni), y, z, ni, S).

これらのことをまとめると，任意の iについて以下が成立

することが分かる：

∃c′′i . M(xni)
yzni

[:−βi]=======⇒ ci

yzni
[−βi:]=======⇒ c′i

ε∗−→ c′′i ∈ S ∧
|ci| ≤ h ∧ c′i までは S を訪れない.

(�1)

スタックの高さがたかだか h以下の計算状況全体の集合

C = {c | c ∈ Conf , |c| ≤ h}は有限集合である．したがっ
て，ある c ∈ C について，

[c] =

{
i
∣∣∣ M(xni)

yzni
[:−βi]=======⇒ c

}
(�2)

が無限集合となる．このとき，ある 0 ≤ d ≤ |z| − 1につ

いて，

Modd = {i | i ∈ [c], d ≡ βi mod |z|}

が無限集合になる．また，Modd が無限集合であること

から，

S1 =
{

i
∣∣∣ i ∈ Modd, yzni

[:−βi] � y
}

,

S2 =
{

i
∣∣∣ i ∈ Modd, y ≺ yzni

[:−βi]

}
のどちらかの集合が無限集合になる．S2 が無限集合の場

合には，相異なる i, j ∈ S2 を選ぶと以下が成立する：

yzni =

[:−βi]

yzAz1 . . . zt

[−βi:]

zt+1 . . . z|z|z
B

yznj = yzAz1 . . . zt

[:−βj ]

zt+1 . . . z|z|z
Bz1 . . . ztzt+1 . . . z|z|z

C

[−βj :]

一方で，S1 が無限集合の場合には，|y|がたかだか有限
であるので，以下を満たす i, j ∈ S1が存在しなければなら

ない：

yzni =
[:−βi]

y1 . . . yt

[−βi:]

yt+1 . . . y|y|z
ni

yznj = y1 . . . yt

[:−βj ]

yt+1 . . . y|y|z
niznj−ni

[−βj :]
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（ただし，上で yi などは y[i] を表すものとして用いた．）

このようにして選んだ i，j について以下が成立する：

yzni

[−βi:]
≺ yz

nj

[−βj :]
. (�3)

このとき，(�1)，(�2)により，以下のことが成立する：

• c
yzni

[−βi:]=====⇒ c′i
ε−→∗ c′′i ∈ S．かつ，

• c
yz

nj

[−βj :]=====⇒ c′j について c′j までは S を訪れない．

これは (�3)に反する．したがって主張が成立した．

5. 適用例

以下で考える例は，1つの例外をのぞいて文献 [1], [2],

[6], [7]のいずれかで，明示的にその非 DCFL性が証明さ

れているものである．

5.1
{
anbn, anb2n | n ≥ 1

}
言語 L =

{
anbn, anb2n | n ≥ 1

}
が DCFLではないこと

を，我々の結果を用いて証明する．Lは，CFLではあるが

DCFLではない例である．DCFLでないことについては文

献 [1], [2], [6]などで証明されている．

この言語が DCFL ではないことに対する直感として，

anbn での nの対応を検査した段階でスタックはほとんど

空になるが，anb2n も受理しなくてはならないので，ほと

んど空のスタックでちょうど nを検査することが不可能，

というものがある．

Lを受理する DPDA M = (Q,Σ, Γ, δ, q0, Z0, F )が存在

したとすると，定理 4 を具体化し以下のことを得る：

(∀n ≥ 1. identify(M(an), ε, b, n, F ))

⇒ ∃h.∀n. |M(M(an), bn)| ≤ h.

仮定が明らかなので ∃h.∀n. |M(M(an), bn)| ≤ hが成立す

る．これより，任意の n ≥ 1について anbn を受理した段

階ではスタックの高さはたかだか hしかないことが分か

り，すなわち anbn を読み終わった段階でとりうる計算状

況は，たかだか有限個となることが分かる．厳密には

C = {M(anbn) | n ∈ N}

で定義される計算状況の集合 C が有限集合となる．し
たがって，n1 < n2 とする 2 つの数で M(an1bn1) =

M(an2bn2) を満たすものがある．一方，言語 L では，

任意の n で anbn，anb2n の両方が受理され，すなわち

identify(M(anbn), ε, b, n, F )が成立する．これらを合わせ

ると，n1 < n2 について

• identify(M(an2bn2), ε, b, n1, F )

• identify(M(an2bn2), ε, b, n2, F )

の両方が成立することになるが，これは identifyの定義に

反するため，Lが DCFLではないことが分かった．

ここでみた「C の有限性が，スタックの高さがたかだか
hの計算状況 cで異なる文字列 bn1，bn2 を特徴付ける（す

なわち，それぞれを読み終わって初めて受理状態に入る）

ものの存在を示すが，これは identifyの定義に反する」と

いう証明の流れは，他の例についても同様に展開される．

5.2
{
wwR | w ∈ {a, b}∗}

言語 L =
{
wwR | w ∈ {a, b}∗

}
が DCFL ではないこと

を示す．これは CFLではあるが，DCFLではないような

例である [1], [7]．

Lを受理する DPDA M = (Q,Σ, Γ, δ0, Z0, F )が存在し

たとすると，定理 4を具体化し以下のことを得る：

(∀n ≥ 1. identify(M(an), bb, a, n, F ))

⇒ ∃h.∀n. |M(M(an), bban)| ≤ h.

仮定が明らかなので ∃h.∀n. |M(M(an), bban)| ≤ hが成

立し，任意のnについてanbbanを読み終わった直後のスタッ

クの高さはたかだか hであることが分かった．ところで，

任意の偶数 nについて，anbba
n
2 a

n
2 bban = anbban bban ∈ L

であることに注意すると，スタックの高さがたかだか hの

計算状況 cで，異なる bban1 と bban2 を特徴付けるものが

存在することになる．しかしこれは不可能であり，L が

DCFLではないことが分かった．

5.3 {anbncn | n ≥ 1}
言語 L = {anbncn | n ≥ 1} が DCFL ではないことを，

我々の結果を用いて証明する．LはCFLでないよく知られ

た例である．Lを受理する DPDA M = (Q,Σ, Γ, δ, q0, F )

が存在したとして，M が anbn を読んだ段階でのスタック

がほとんど空であることを示し，そこから続けて cn の部

分を検査することができないことを示したい．

しかし，5.1節や 5.2節の例と違って，anbn の部分では

受理状態を訪れず，分かりやすい形でマッチングが行われ

ていることを示せない．そこで，この問題に取り組むため

の準備を行う．

5.3.1 PDA上の後ろ向き到達可能性解析

直後の議論で用いるために，プッシュダウンオートマト

ン（PDA）上の入力文字列を無視しない後ろ向き到達可能

性解析（backward-reachability analysis）を考える．通常，

ソフトウェアモデル検査などで用いる後ろ向き到達可能性

解析は，PDAから入力文字列を忘却したプッシュダウン

システム（PDS）に対して行われるが，ここでは，入力文

字列が意味を持つような一般化された到達可能性解析を導

入する．

任意の PDSは，ある PDAの遷移をすべて ε遷移にし

てしまうことで得られ，このときの後ろ向き到達可能集

合 pre∗(C) = {c ∈ Conf | c →∗ c′, c′ ∈ C}は，計算状況の
集合 C ⊆ Conf に到達できるすべての計算状況として定義
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される．特に C が正則な集合であれば pre∗(C)が正則であ

り構成的に求められることが知られている．ここで計算状

況の集合 Cが正則であるとは，Multi-automaton（MA）A
で L(A) = C とするものが存在することを意味する [10]．

MA A = (A,Γ, Δ, Q, F )は，Aを状態の有限集合，Γを有

限のアルファベット，δ : A × Γ → Aを遷移関数，Q ⊆ A

は初期状態の集合，F ⊆ Aを最終状態の集合とするオー

トマトンである．A(q, ξ) ∈ F であるとき，Aは計算状況
〈q, ξ〉 ∈ Q× Γ∗ を受理するといい，Aの受理する計算状況
のなす集合 L(A)が以下で定義される：

L(A) = {〈qi, ξ〉 | qi ∈ Q,A(qi, ξ) ∈ F} ⊆ Q × Γ∗.

ここでは，PDAにおける後ろ向き到達可能集合

pre∗(C, L) =
{
c ∈ Conf | c w−→ c′, c′ ∈ C, w ∈ L

}
を考え，特に C と L がともに正則な集合であるときに，

pre∗(C, L)が正則であり構成的に求められることを示す．

pre∗(C, L)は，入力語としてLの要素だけを用いて Cに入る
ことができるような計算状況全体を表す．ここで，pre∗(C)

は PDS上の到達可能集合を表したものであり，pre∗(C, L)

は PDA上の到達可能集合を表したものであることに注意

されたい．

定理 5. CとLがともに正則な集合であるときに，pre∗(C, L)

を受理する有限オートマトンを構成することができる．

証明のアイディア. PDA P = (QP , Σ, Γ, δ, q0, Z0, FP )と

L(M) = L とする決定性有限オートマトン M =

(QM , Σ, δ, m0, FM )を用いて PDS P × M を直積構成し，

pre∗P (C, L) = π(R)

where R = pre∗P×M ({〈〈q, f〉 , ξ〉 | 〈q, ξ〉 ∈ C, f ∈ FM})

が成立することを示せば十分である．P × M は，状態が

QP ×QM であり，スタック記号の集合が Γとなる PDSで

ある．

また，πは以下で定義される射影 π : ((QP ×QM )×Γ∗) →
(QP × Γ∗)である：

π(X) = {〈p, w〉 | 〈〈p, m0〉 , w〉 ∈ X} .

実際，正則な計算状況の集合Rを受理するMAから，π

による像 π(R)を受理するMAは容易に構成することがで

きる．

注意

Bouajjaniらの論文 [10]では，Multi-automatonの定義

では遷移関数ではなく，遷移関係が用いられている．しか

し，サブセット構成などのよく知られた手続きで決定化で

きるので，遷移関数を用いた定義でも本質的に差はない．

また，Aが計算状況 〈q, ξ〉を受理することは，実際には
スタックトップから底までを読むことで定義され，すなわ

ちA(q, ξR) ∈ F であるとき，となっている．ただし，正規

言語は reverseをとる操作について閉じているので，我々

のスタックの底からトップまでを読むことでの定義は，元

の定義と本質的な差はない．

5.3.2 後ろ向き到達可能性を用いた証明

anbn を読んだ段階でのスタックがほとんど空になって

いることは，形式的には ∃h.∀n. |M(M(an), bn)| ≤ hとし

て書ける．これは定理 4を以下の形で具体化したときの結

論になっている：

∀S ⊆ Q. (∀n ≥ 1. identify(M(an), ε, b, n, S))

⇒ ∃h.∀n. |M(M(an), bn)| ≤ h.

したがって，何らかの状態の部分集合 S ⊆ Qについて

∀n ≥ 1. identify(M(an), ε, b, n, S) (1)

を証明すれば十分である．式 (1)は，計算状況M(an)に入

力 bn を与えた場合に，ちょうど bn を読み終わったところ

で集合 S に入ることを意味しており，M(an)は数 nを特

徴付けているといえる．

我々は，実際にはMについて式 (1)を示すのではなく，M

をもとにして式 (1)を満たすようなM ′で，L(M) = L(M ′)

とするものを構成する．このようなM ′ を構成するのに，

直前で議論した後ろ向き到達可能集合の考えが有効である．

M の最終状態の集合 F と，スタックシンボルの集

合 Γ から，定理 5 を用いて正則な計算状況の集合

OK = pre∗(F × Γ∗, c∗) を計算する．c ∈ OK ならば，
wc ∈ c∗ で Visit(c, wc, F )とするものがあることを意味し，

特に Visit(M(ai), bj ,OK)ならば，i = j にほかならない．

問題となるのは，現在の計算状況が OK の要素に入っ
ていることをどのように調べるかという一点である．OK
は正則な計算状況の集合であるので，これを受理するMA

A = (A,Γ, δA, Q, FA)が後ろ向き到達可能性解析により構

成される．Aは有限状態機械にすぎないので，これをM ′

の有限制御部に埋め込み，

M ′ = (Q0 � Q1, Σ, Γ × A|Q|, δ′, q0
0 , 〈Z0, a0〉 , F 0 � F 1)

とする．ただし，M の状態集合をQ =
{
q0, q1, . . . , q|Q|−1

}
で表し，タグで拡張したQをQx =

{
qx
0 , qx

1 , . . . , qx
|Q|−1

}
で

定義する．a0 =
〈
q0, q1, . . . , q|Q|−1

〉
とし，δ′は図 1のよう

に定義する．このような構成は，Esparzaらによる regular

valuation [11]などですでに知られている．L(M) = L(M ′)

が成立し，M ′ は正規化された DPDAになることに注意

する．

上で行った議論と構成により，M ′ が部分集合 Q1 に入

るというのは，anbnを読んだことを検知したことにほかな

らないので，

∀n ≥ 1. identify(M(an), ε, b, n,Q1)
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図 1 δ′ の定義

Fig. 1 The definition of δ′.

が成立し，ただちに

∃h.∀n. |M ′(M ′(an), bn)| ≤ h

が導かれる．

これより，任意の n ≥ 1について anbn を読み終わった

段階ではスタックの高さはたかだか hしかないことが分

かる．すると，1つの計算状況 cで異なる 2つの cn1，cn2

を特徴付ける必要があるが，これは不可能であり，L が

DCFLでないことが分かった

5.4
{
w ∈ {a, b}∗ | w = uv, |u| = |v|, vは bを含む

}
言語L =

{
w ∈ {a, b}∗ | w = uv, |u| = |v|, vは bを含む

}
が DCFLではないことを示す．これは CFLではあるが，

DCFLではない例である [2]．

anbに注目すると，anbanから先はどんなwa ∈ a∗を読ん

だとしても受理されることはないが，l < nについては anbal

からあるwa ∈ a∗を読むことで受理できることを利用する．

すなわち，Lを受理するDPDA M = (Q,Σ, Γ, δ, q0, F )につ

いて pre∗(F ×Γ∗, a∗)の補集合 Fail = (pre∗(F ×Γ∗, a∗))�

を用いることにする．

計算状況の正則集合 Fail は，これ以降 wa ∈ a∗ を読む

だけでは受理できない位置，すなわち anbanの最後まで読

んだことを検知するために用いる．Fail を用いて 5.4節と

同様に構成したM ′ について

∀n ≥ 1. identify(M ′(an), b, a, n, Q1)

が成立するので，定理 4 より

∃h.∀n. |M ′(M ′(an), ban)| ≤ h

が導かれる．

これより，任意の n ≥ 1について a2nba2n を読み終わっ

た段階ではスタックの高さはたかだか hしかないことが分

かる．一方で，a2nba2n ba2n ∈ Lとなることから，スタック

の高さがたかだか hの計算状況 cで，異なる 2つの ba2n1，

ba2n2 を特徴付けるものが存在する．しかしこのことは不

可能であり，Lが DCFLでないことが分かった．

5.5
{
x#yxRz | x, y, z ∈ {a, b}∗}

言語 L =
{
x#yxRz | x, y, z ∈ {a, b}∗

}
は，文字列 xに

ついてのパターンマッチを行うような言語であり，これは

DCFLではないが CFLではあるような例である．この例

は，Liらによる論文 [4]から引用した．

Lを受理する DPDA M = (Q,Σ, Γ, δ, q0, Z0, F )が存在

したとする．an#an−1 を読み終わった後に，スタックが

ほとんど空になっているということを示す．すなわち，正

則な計算状況の集合 OK = pre∗(F × Γ∗, a)を考える．こ

れは，aをあと 1文字読めば受理状態に入るということを

意図しているものである．5.4節と同様にして OKを用い
てM ′ を構成すると

∀n ≥ 1. identify(M ′(an), a#, a, n,Q1)

が成立する．したがって，定理 4により任意の nについて

an+1#anを読み終わった段階でのスタックの高さはたかだ

か hである．an+1#an /∈ Lだが，an+1#anban+1 ∈ Lで

あることに注意する．すると，スタックの高さがたかだか

hの計算状況 cで，ban1+1 と ban2+1 を特徴付けるものが

存在しなければならない．ところがこれは不可能なので，

Lが DCFLではないことが証明された．

6. おわりに

本論文では，正規化された DPDAについては，入力が

文字列の繰返しになっているときに，その計算によって得

られるスタックの内容が関数的 GSMによって定義可能で

あることを示した．また，関数的 GSMによるスタックの

表現には，ある種の繰返し構造が現れており，これを用い

ることによって，部分文字列のマッチングを行うような計

算を行う場合には本質的なスタックの消費が避けられず，

結果としてスタックがほとんど空になるということを意味

する定理を示した．さらに，スタックがほとんど空になっ

てしまうという議論を基に，いくつかの言語がDCFLでな

いことを証明した．

今後の課題として，特に定理 3や 4の形が具体的になり
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すぎているので，これを一般化したいと考えている．計算

中の xnyzn という部分列について，これを最後まで読ん

だところではじめて特別な状況に移る場合には本質的にス

タックが消費されるということを述べているが，ちょうど

xn と zn で n個の対応がついていなくても，たとえば定数

程度の誤差は問題にならないはずであり，いくらかの緩和

は可能であると考えている．また，スタックが本質的に空

になっていることを示した後にも，2つの文字列 w1，w2

で w1 ≺ w2とするものを見つけ，それぞれをちょうど読み

終わったときにだけ特殊な状況に移るはずであるという条

件を整えたうえで，矛盾が生じるという議論を行っている．

これについても一般化し，容易に扱えるようにしたい．

言語の非DCFL性の証明について，スタックがほとんど

空になってしまうという議論では，扱いきれないものがあ

ると考えられる．たとえば，L1 = {ap | pは素数 }，L2 ={
anbn2 | n ≥ 1

}
，L3 =

{
aibjck | k ≤ iまたは k ≤ j

}
と

いった言語の非 DCFL性を証明するにあたっては，今回

の手法は有効ではないと考える．このような言語を扱うに

は，スタックの高さに関する特徴付けではなく，DPDAが

生成するスタックの内容にもう少し迫った特徴付けを行う

必要があると考えている．

一方で，L1，L2が文脈自由言語でないということは，文

脈自由文法を利用して容易に証明される標準的な反復補題

を用いると簡単に示すことができる．そこで，このような

文法を用いたことで得られる反復補題の本質的な意味を，

今回のように機械における直感的な性質として表現したい．
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付 録

A.1 DPDAの正規化について

本付録では，準備の章で命題 1として述べたとおりに，

任意の DPDAにはそれと等価な正規形が存在することを

示す．正規形が存在するということ自体は文献 [1], [7]と

いった標準的な教科書に Exerciseとして証明なしで登場

し，また Σ遷移での制限を考慮しないものについては文

献 [8]において証明が与えられているといった程度である．

以下では明示的にモードによる受理という概念を導入して

いるが，これは文献 [8]などにも現れたよくある考え方で

ある．

通常の DPDAは (Q,Σ, Γ, δ, q0, Z0, F )の構造であるが，

この付録においては，最終状態の集合 F ⊆ Q ではな

く，最終モードの集合を代わりに用いる DPDA M で

(Q,Σ, Γ, δ, q0, Z0, G)という構造を考える．最終モードの

集合はG ⊆ Q×Γである．このとき，最終モードの集合を

用いて言語を定義することができる：

w ∈ L(M) ⇐⇒ M(〈q0, Z0〉 , w)
ε−→∗ 〈q, ξ γ〉 ∧ 〈q, γ〉 ∈ G.

命題 2. モードによる受理を行う DPDA M から，同じ言

語を受理する，状態による受理を行うDPDA M ′を構成す

ることができる．

証明. M ′ 側ではM 側のスタックトップの記号を状態に

入れてしまう，というのが証明のアイディアである．各遷

移関係は以下のように模倣される．

Σ遷移で pushする場合：

M : 〈p, γ1〉
σ−→ 〈q, γ2γ3〉

M ′ : 〈pγ1 , γ〉
σ−→ 〈qγ3 , γ γ2〉 ∀γ ∈ Γ

Σ 遷移でスタックトップシンボルの入れ替えをする場

合：

M : 〈p, γ1〉
σ−→ 〈q, γ2〉

M ′ : 〈pγ1 , γ〉
σ−→ 〈qγ2 , γ〉 ∀γ ∈ Γ

Σ遷移で popする場合：

M : 〈p, γ〉 σ−→ 〈q, ε〉
M ′ : 〈pγ , γ′〉 σ−→ 〈qγ′ , ε〉 ∀γ′ ∈ Γ
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スタック底シンボルが見えている場合の Σ遷移：

M : 〈p, Z0〉
σ−→ 〈q, Z0 γ〉

M ′ : 〈pZ0 ,⊥〉 σ−→ 〈qγ ,⊥Z0〉
または

M : 〈p, Z0〉
σ−→ 〈q, Z0〉

M ′ : 〈pZ0 ,⊥〉 σ−→ 〈qZ0 ,⊥〉

ε遷移についてもまったく同様にすればよい．

このようにすると，M = (Q,Σ, Γ, δ, q0, Z0, G) から

M ′ = (Q′, Σ, Γ ∪ {⊥} , δ′, q0Z0
,⊥, F ) とすれば L(M) =

L(M ′) が成立することが分かる．ただし，Q′ =

{qγ | q ∈ Q, γ ∈ Γ} , F = {qγ | 〈q, γ〉 ∈ G}である．

注意 上の証明では，正規化済みのモードによる受理を

行う DPDA M から，正規化済みの状態による受理を行う

DPDA M ′ が構成されることに注意する．

命題 3. 状態による受理を行う DPDA M から，必ず次の

文字を読む（ε遷移でループしない），モードによる受理を

行う DPDA M1 を構成することができる．

証明のアイディア. M1 を満たす DPDAの構成には，標

準的な教科書にある ε遷移でのループを除去する構成をそ

のまま用いればよい [7]．具体的には，〈p, γ〉 ε−−→
M

+ 〈p, ζ γ〉
が成立するかどうかが決定可能ということが本質である．

これを満たす 〈p, γ〉 について，δM1(p, γ, ε) = 〈s, γ〉 とす
る．特に，〈p, γ〉からのループ中に最終状態を訪れるなら
ば 〈p, γ〉を最終モードに加える．状態 s は sink stateであ

り，任意の γ ∈ Γ，σ ∈ Σについて δM1(s, γ, σ) = 〈s, γ〉と
定義する．

命題 4. 命題 3 によって得たモードによって受理を行う

DPDA M1から ε遷移では popだけができるモードによっ

て受理を行う DPDA M2 を構成することができる．

証明. M1 = (Q,Σ, Γ, δM1 , q0, Z0, G)について，

s(〈p, γ〉)=

⎧⎪⎨
⎪⎩

ε if 〈p, γ〉 ε−−→
M1

∗ 〈q, ε〉

ξ if 〈p, γ〉 ε−−→
M1

∗ 〈q, ξ〉 ∧ read-mode(〈q, ξ〉)

と定義する．M1は ε遷移に留まり続けることがないので，

sは任意の c ∈ Q × Γについて定義され，特に

sup = max
({

|s(c)|
∣∣ c ∈ Q × Γ

})
を定義することができる．このとき，以下のように

して等価なモードによる受理をする DPDA M2 =

(Q′, Σ, Γ, δM2 , q0, Z0, G
′)を定義する．

M1におけるモード 〈p, γ〉 ∈ Q×Γが reading modeであ

る場合は δM2(p, γ, σ) = δM1(p, γ, σ)として定義する．

M1におけるモード 〈p, γ〉が reading modeでないとする

と，〈p, γ〉からの ε遷移列では以下のどちらかが生じる：

(a) 〈p, γ〉 ε−−→
M1

∗ 〈q, ε〉

(b) 〈p, γ〉 ε−−→
M1

∗ 〈q, ξ〉 ∧ read-mode(〈q, ξ〉)

(a)については，δM2(p, γ, ε) = 〈q, ε〉とすればよい．
(b)については，δM2(p, γ, ε) = 〈〈q, ξ〉 , ε〉としておく．こ
れは状態側に本来スタックに pushするべき記号列を記憶

させたものである．Σ遷移では当然 pushが許されている

ので，一時的に記憶したスタックもあわせて pushするよ

うにする．すなわち，

δM2(〈p, ε〉 , γ, σ) = δM1(p, γ, σ)

δM2(〈p, ξγ′〉 , γ, σ) = 〈q, γ ξ ζ〉 if δM1(p, γ′, σ) = 〈q, ζ〉 .

注意するべきは，ε遷移中では長さがたかだか sup の push

しか行わないので，M2 の状態の集合Q′ = Q � (Q× Γ≤b)

はたかだか有限で済む．

最後にM2 の最終モードの集合であるが，これは

GM2

= E ∪
{
〈〈p, ξ γ〉 , γ′〉 | ξ γ ∈ Γ≤sup , γ′ ∈ Γ, 〈p, γ〉 ∈ E

}
ただし，E =

{
〈p, γ〉 | 〈p, γ〉 ε−−→

M1

∗ 〈q, ξγ′〉 , 〈q, γ′〉 ∈ GM1

}
である．

命題 5. 命題 4を満たすモードによる受理を行う DPDA

M2 から，さらに Σ遷移でもたかだか 1つしか pushしな

いような，モードによる受理を行うDPDA M3を構成する

ことができる．

証明. M2 = (Q,Σ, Γ, δ, q0, Z0, GM2)からスタックシンボ

ルを拡張し M3 = (Q,Σ, �Γ�, δ′, q0, �Z0�, GM3) を構成す

る．スタック記号の集合を

�Γ� =

{
�s� | s ∈

sup⋃
i=1

Γi

}

として定義する．�s�は，長さがたかだか sup の文字列 s

を 1文字として見ることを意味する．また sup はM2 が Σ

遷移で 1度に pushする記号列の最大長を指す．

M2 におけるモード 〈p, γ〉 が reading mode かつ

δM2(p, γ, σ) = 〈q, ζ〉であるならば，

δ′(p, �ξ γ�, σ) =

⎧⎨
⎩〈q, �ξ�〉 if ζ = ε

〈q, �ξ��ζ�〉 otherwise

と定義する．

M2におけるモード 〈p, γ〉が reading modeではない場合

を考える．以下では，M3 の各計算状況に対応するM2 の

計算状況における ε遷移を考える．まず，2つ以上の記号

を残して reading modeに入る場合，たとえば：

M3 : 〈p, �γ1γ2 . . . γ�〉
M2 : 〈p, γ1γ2 . . . γ〉 ε−→∗ 〈q, γ1γ2〉 ∧ read-mode(〈q, γ1γ2〉)
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については

δ′(p, �γ1γ2 . . . γ�, σ)

=

{
〈r, �γ1�〉 if δ(q, γ2, σ) = 〈r, ε〉

〈r, �γ1� �ζ�〉 if δ(q, γ2, σ) = 〈r, ζ〉

として δ′ を定義する．

また，1つだけ記号を残して reading modeに入る場合，

すなわち：

M3 : 〈p, �γ1γ2 . . . γ�〉
M2 : 〈p, γ1γ2 . . . γ〉 ε−→∗ 〈q, γ1〉 ∧ read-mode(〈q, γ1〉)

については

δ′(p, �γ1γ2 . . . γ�, σ)=

⎧⎨
⎩〈r, �γ1�〉 if δ(q, γ1, σ) = 〈r, ε〉

〈r, �ζ�〉 if δ(q, γ1, σ) = 〈r, ζ〉

として δ′ を定義する．

最後に，ε遷移でその部分のスタックをすべて popして

しまう場合：

M3 : 〈p, �γ1γ2 . . . γ�〉
M2 : 〈p, γ1γ2 . . . γ〉 ε−→∗ 〈q, ε〉

については，δ′(p, �γ1γ2 . . . γn�, ε) = 〈q, ε〉と定義する．
M3 の受理モードは以下で定義する．

GM3 = {〈q, �ξ γ�〉 | �ξ γ� ∈ �Γ�, 〈q, γ〉 ∈ E} .

ただし，E =
{
〈p, γ〉 | 〈p, γ〉 ε−−→

M2

∗ 〈q, ξγ′〉 , 〈q, γ′〉 ∈ GM2

}
である．

系 1. 任意の DPDA M から，正規化された DPDA N を

構成することができる．

証明. 命題 5と命題 2（の注意）から明らか．
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