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再直交化付きブロック逆反復法による
固有ベクトルの並列計算
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受付日 2013年12月6日,採録日 2014年1月22日

概要：本論文では，並列計算機向けの実対称 3重対角行列の固有ベクトル計算アルゴリズムとして再直交
化付きブロック逆反復法を提案する．逆反復法による固有ベクトル計算における再直交化計算では，従来，
ベクトル演算や行列–ベクトル乗算といった並列化粒度の比較的小さい演算を用いたアルゴリズムが中心で
あった．また，逆反復法の改良アルゴリズムとしてMultiple Relatively Robust Representation（MRRR）
法が提案されているが，計算対象の行列の固有値分布によっては，固有ベクトルの直交性が失われてしま
うことが知られている．本論文で提案する再直交化付きブロック逆反復法は，行列乗算中心の実装が可能
な同時逆反復法を基にした，大粒度の並列性を持つアルゴリズムである．さらに，提案アルゴリズムによ
り，MRRR法で計算が破綻してしまうような固有ベクトルを行列乗算を用いて再計算することも可能にな
る．共有メモリマルチコアプロセッサシステム上での数値実験において，提案アルゴリズムにより，逆反
復法や同時逆反復法と同等の計算精度が達成され，より高速な並列計算が実現されることを示す．
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Abstract: A reorthogonalized block inverse iteration algorithm is proposed for parallel computation of eigen-
vectors for symmetric tridiagonal matrices. The reorthogonalization process in the inverse iteration algorithm
for computing eigenvectors is mainly based on the vector operations or the matrix-vector multiplications,
whose parallel granularity is relatively small. Multiple Relatively Robust Representations (MRRR) algorithm
is also proposed for computing eigenvectors, but the MRRR algorithm occasionally loses orthogonality. The
proposed algorithm is derived from the simultaneous inverse iteration algorithm, which enables us to imple-
ment matrix-matrix multiplications and then has large parallel granularity. The proposed algorithm helps us
to modify eigenvectors of the matrix, which the MRRR algorithm fails to compute with good orthogonality.
Numerical experiments on shared memory multi-core processors show that the proposed algorithm achieves
high accuracy as and is faster than both the inverse iteration algorithm and the simultaneous inverse iteration
algorithm.
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1. はじめに

n × n実対称密行列 Aに対する標準固有対問題

Avi = λivi, i = 1, . . . , n

を考える．ここで，λi ∈ RはAの固有値（λ1 < · · · < λn），

vi ∈ R
n は λi に対応する固有ベクトルである．実対称密
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行列の固有対計算は多くの科学技術計算で現れる基本的な

線形計算である．振動解析における固有モード計算や蛋白

質などの構造解析で用いられる分子軌道計算では，全固有

対ではなく，一部の固有対のみが必要とされる．以下では，

このような問題を部分固有対問題と呼ぶ．近年，これらの

シミュレーションは大規模かつ複雑なものになり，部分固

有対問題の対象となる行列も大規模化している．このよう

な大規模な問題を高速に解くため，近年では並列計算機の

利用が一般的となっており，並列計算機向きの部分固有対

計算法の需要が高まっている．

一般に，実対称行列の固有対計算は，前処理として直交

変換によって 3重対角化した後，3重対角行列の固有対を

計算する．元の行列の固有ベクトルは，3重対角化の逆変

換を施すことによって得られる．3重対角化や逆変換の手

法については，高い並列化効率を達成する様々なアルゴリ

ズムが提案されている [4], [12], [15], [22]．

実対称 3 重対角行列の一部の固有対のみを計算する手

法としては，二分法と逆反復法を組み合わせる方法（BI

法）[17]やMRRR（Multiple Relatively Robust Represen-

tations）法 [7], [9]がある．どちらの手法も，数値計算ライ

ブラリ LAPACK（Linear Algebra PACKage [2]）に採用さ

れており，STEVX，STEGRとしてルーチンが提供されて

いる．

BI法では，二分法で求めたい固有値を計算し，得られた

固有値を基に，対応する固有ベクトルを逆反復法によって

計算する．二分法による固有値計算は，大粒度の並列計算

が可能である一方，従来の逆反復法はマルチコア CPU上

においても並列化しにくいことが知られている．これは，

クラスタ固有値に対応する固有ベクトル計算において，ベ

クトル演算中心の再直交化計算を行っており，並列化によ

る高速化のボトルネックとなっているからである．この問

題に対して，行列–ベクトル乗算を用いた再直交化アルゴ

リズムを適用することで，固有ベクトルの並列計算を高速

化ができることが示されている [14], [16]．しかし，キャッ

シュヒット率や並列化効率の点で，行列–ベクトル乗算は

行列乗算に及ばない．行列乗算を用いた逆反復アルゴリズ

ムがあれば，さらに高い並列化効率を達成できると期待さ

れる．

一方，MRRR法もまた逆反復計算に基づくアルゴリズ

ムであるが，逆反復法とは異なり再直交化計算を回避する

ため，逆反復法に比べて計算量を抑えることができる．ま

た，文献 [19]では，並列計算機向けのMRRR法の実装法

も提案されており，高い並列化効率を達成することが示さ

れている．しかし，Glued-Wilkinson行列 [6], [8]のような

非常に密集した固有値を持つ行列に対しては，MRRR法

の計算時間は増大してしまうことが報告されている [6]．ま

た，行列の固有値分布によっては，MRRR法による固有

ベクトル計算では直交性を失ってしまう例があることも知

られている．実際，下位ルーチンとして 3重対角行列向け

のMRRR法を実装した LAPACKの SYEVRルーチンに

対して，特定の行列に対するバグ報告がなされており，い

まだ解決がなされていない [1]．このように，計算量の意味

で有利なMRRR法でも対応できない行列があることから，

二分法と逆反復法の組合せによる固有対計算法の並列実装

についても研究を進める必要がある．また，MRRR法に

よる固有ベクトル計算が破綻してしまうケースについて，

逆反復法で再計算することで固有ベクトルの直交性を改善

する方法も考えられる．もちろんその際にも，行列乗算で

の実装が可能なアルゴリズムが求められる．

本研究では，行列乗算を用いた並列化効率の高い固有ベ

クトル計算法として，再直交化つきブロック逆反復法を提

案する．このアルゴリズムは，行列乗算を中心とした実装

が可能な同時逆反復法を基にした，大粒度の並列性を持つ

アルゴリズムである．提案アルゴリズムを導入することに

より，MRRR法で計算が破綻してしまうような固有ベク

トルを，行列乗算中心のアルゴリズムで再計算することも

可能になる．本論文の構成は以下のとおりである．2章で

は，固有ベクトル計算法の従来アルゴリズムとして逆反復

法および同時逆反復法について述べる．3章では，提案ア

ルゴリズムである再直交化付きブロック逆反復法について

述べる．4章では，本研究の性能評価で用いる実装コード

について述べる．実装コードはマルチコアプロセッサ向け

のもので，スレッド並列化の方法についても述べる．5章

では，共有メモリマルチコアプロセッサシステム上での性

能評価の結果を示す．6章はまとめである．

2. 従来アルゴリズム

本章では，従来アルゴリズムとして，逆反復法および同

時逆反復法について述べる．また，本研究では，倍精度演

算による数値計算について論じる．

2.1 逆反復法

n次実対称 3重対角行列 T の固有ベクトル計算について

考える．T の固有値を λj ∈ R（λ1 < λ2 < · · · < λn）と

し，qj ∈ R
n を λj に対応する T の固有ベクトルとする．

逆反復法による固有ベクトル計算では，まず，λj の近似固

有値 λ̃j，一様乱数により生成した n次元ベクトル v
(0)
j を

用意する．このとき，以下の連立方程式を反復して解くこ

とによりベクトル v
(i)
j が得られる．

(
T − λ̃jI

)
v

(i)
j = v

(i−1)
j , i = 1, 2, . . . . (1)

ここで，I は n次単位行列である．i → ∞において，v
(i)
j

は固有ベクトル qj に収束する．m（≤ n）本の固有ベクト

ルを逆反復法で計算する場合，計算量は O (mn)となる．

実装上では，反復計算の過程におけるオーバフローの回避

のため，反復ごとに v
(i)
j を正規化しなければならない．
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Algorithm 1 逆反復法（Inv）
1: function Inv(T, λ̃1, . . . , λ̃mc)

2: for j := 1, . . . , mc do

3: i := 0

4: Generate v
(0)
j from random numbers

5: T − λ̃jI := PjLjUj � 部分ピボット選択付き LU 分解
6: repeat

7: i := i + 1

8: Solve PjLjUjv
(i)
j = v

(i−1)
j � 連立方程式の求解

9: v
(i)
j ⊥ Qj−1 となるよう v

(i)
j を再直交化

10: until converge

11: Normalize qj := v
(i)
j /‖v(i)

j ‖
12: end for

13: return Qmc =
[
q1 · · · qmc

]

14: end function

T の固有値が互いに十分離れている場合，上記の逆反復

計算により直交性を保ったまま固有ベクトルを得ることが

できる．しかし，固有値どうしが近接している場合には，逆

反復計算のみでは直交性が失われてしまうことが知られて

おり，この場合それらの固有ベクトルについて再直交化計

算を行う手法が提案されている [13]．以下では，近接して

いる固有値をクラスタと呼ぶ．隣り合う固有値どうしが同

じクラスタに属するかどうかについては，Peters-Wilkinson

の判定基準 [18]が広く使われている．この判定基準では，

|λ̃j−1 − λ̃j | ≤ 10−3‖T‖（2 ≤ j ≤ m）を満たすとき，λj−1

と λj は同じクラスタに属すると見なす．ここで，行列ノ

ルム ‖T‖としてはどのノルムをとってもよいとされてい
るが，実装上は，1-ノルムを用いる．以下の議論において

も，クラスタの判定基準として，Peters-Wilkinsonの判定

基準を用いるものとする．

Algorithm 1 はクラスタ固有値に対して再直交化計算を

施す逆反復法の擬似コードを表している．Algorithm 1 は

LAPACKに提供されている実対称 3重対角行列向け逆反

復法の倍精度実装コード DSTEINに基づいている．式 (1)

を数値的に解くため，T − λ̃jI を部分ピボット選択付き LU

分解し，得られた PjLjUj を用いて連立方程式の求解を行

う．ここで，ある固有ベクトルの計算過程において LU分

解の結果は不変であることから，5 行目に 1度だけ行い，結

果をメモリに保存しておくことで計算量を削減できる．連

立方程式の求解は，反復ループ内部にあたる 8 行目におい

て行う．9 行目は再直交化プロセスにあたり，DSTEINで

は修正グラム・シュミット（MGS）法が採用されている．

mc 個のクラスタ固有値に対応する固有ベクトルを再直交

化する場合，計算量はO
(
m2

cn
)
となる．このため，クラス

タ固有値の数が多くなれば，固有ベクトル計算にかかる計

算時間の大半が再直交化に費やされることになる．

Peters-Wilkinsonの判定基準を用いた場合，数千以上の

サイズの行列の固有値の大半が 1つの固有値クラスタに属

してしまうことが知られている [7]．このため，逆反復法

による固有ベクトル計算を行う場合，固有値クラスタに着

目した並列化ではなく，反復内の各演算において並列化し

なくてはならない．MGS法は，AXPY演算や内積計算と

いった演算内での並列化には不向きな演算のみで実装され

ているため，MGS法を再直交化プロセスに採用している

DSTEINを並列計算でうまく高速化することは難しい．

逆反復法を並列計算において高速化するため，再直交化

プロセスにおいて行列–ベクトル乗算中心のアルゴリズム

を用いる方法が提案されている [14], [16]．1つは，行列–ベ

クトル乗算が利用可能な古典グラム・シュミット（CGS）

法を用いる方法である．CGS法はMGS法と代数的に等価

であるため，計算量は同じである．行列–ベクトル乗算で

実装可能であるため，MGS法よりも演算性能を向上させ

ることができる一方，CGS法による再直交化計算では直交

性が悪化する可能性があることが知られている．これを回

避するため，CGS法を 2回繰り返す CGS2法 [11]が提案

されているが，計算量はMGS法の 2倍必要となる．もう

1つは，Householder変換による再直交化計算に compact

WY表現 [20]を導入する方法である [23]．この方法につい

て，文献 [14]では計算量を削減した実装が提案されている

が，最小でもMGS法の 1.5倍の計算量が必要となる．こ

のように，行列–ベクトル乗算を利用できる再直交化アル

ゴリズムは，いずれもMGS法より多くの計算量を必要と

する．このため，計算機環境や使用するライブラリによっ

ては，MGS法を用いた逆反復法よりも高速な並列計算が

できるとは限らない．

2.2 同時逆反復法

同時逆反復法 [5]は，クラスタ固有値に対応する固有ベ

クトルの計算に行列乗算を利用できるアルゴリズムであ

る．文献 [5]では，行列 T の重複固有値 σに対する定式化

が示されている．本論文では，行列 T のあるクラスタ固有

値 λ1, . . . , λmc
に対して，それぞれの近似値 λ̃1, . . . , λ̃mc

を用いて定式化したアルゴリズムを同時逆反復法とする．

同時逆反復法では，まず，n × mc 行列 V (0) を乱数によ

り生成し，QR分解 V (0) := Q(0)R(0) により正規直交行列

Q(0) を計算する．Q(0) を初期行列とした以下の 2式で表

される計算を反復することで，λ1, . . . , λmc
に対応する固

有ベクトル q1, . . . , qmc
を計算することができる．

(
T − λ̃kI

)
v

(i−1)
k = q

(i−1)
k , k = 1, . . . , mc, (2)

V (i) := Q(i)R(i). (3)

ここで，v
(i)
k と q

(i)
k はそれぞれ V (i) と Q(i) の第 k 列ベク

トルである．同時逆反復法は，式 (2)において，逆反復法

の式 (1)で表される連立方程式の求解をmc本同時に行い，

再直交化計算の代わりに式 (3)の QR分解をすることによ

り固有ベクトル計算を行う．

Algorithm 2 は，同時逆反復法を表す擬似コードである．

同時逆反復法においても，連立方程式 (2)の求解は，部分
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Algorithm 2 同時逆反復法（SI）
1: function SI(T, λ̃1, . . . , λ̃mc)

2: Generate V (0) =
[
v

(0)
1 · · · v

(0)
mc

]

3: V (0) := Q(0)R(0) � QR 分解
4: for k := 1, . . . , mc do

5: T − λ̃kI := PkLkUk � 部分ピボット選択付き LU 分解
6: end for

7: i := 0

8: repeat

9: i := i + 1

10: for k = 1, . . . , mc do

11: Solve PkLkUkv
(i)
k = q

(i−1)
k � 連立方程式の求解

12: end for

13: V (i) := Q(i)R(i) � QR 分解
14: until converge

15: return Q :=
[
Q(i)
]

16: end function

ピボット選択付き LU分解（5 行目）の結果をメモリに保

存し，それらを用いて連立方程式の求解（11 行目）を行

う．ここで，5 行目および 11 行目の演算は，kについて同

期なしで並列化が可能である一方，保存しなければならな

い Pk，Lk，Uk の要素数は，逆反復法のmc倍必要になる．

13 行目における n × mc 行列 V (i) の QR分解は行列乗算

中心の実装が可能で，逆反復法における再直交化計算と同

程度の計算量で行える．

以上のように，同時逆反復法では，大半の計算を行列乗

算を中心とした実装が可能なだけでなく，行列乗算で実装

できない計算についても，同期コストの少ない並列化を施

すことが可能である．したがって，同時逆反復法は逆反復

法よりも高速な並列計算が期待できる．

3. 提案アルゴリズム

本章では，同時逆反復法にブロックサイズパラメータ r

（< mc）を導入した，再直交化付きブロック逆反復法を提

案する．以下では簡単のため，rをmc の約数とする．

3.1 再直交化付きブロック逆反復法

再直交化付きブロック逆反復法では，あるmc本の固有ベ

クトルを r本ごとのブロックと見なし，ブロック内のすべて

の固有ベクトルを計算した後，次のブロックについての固有

ベクトル計算を行う．固有ベクトルのうち，q1, . . . , q(j−1)r

の計算が終了し，q(j−1)r+1, . . . , qjr の r本の計算を行う

場合について示す．ここで，j = 1, 2, . . . , mc/rとする．

再直交化付きブロック逆反復法では，n× r行列 V
(0)
j,r を

乱数により生成し，QR分解 V
(0)
j,r := Q

(0)
j,rR

(0)
j,r により正規

直交行列Q
(0)
j,r を得る．Q

(0)
j,r を初期行列として次の 3ステッ

プからなる反復計算を行うことにより，λ(j−1)r+1, . . . , λjr

に対応する固有ベクトル q(j−1)r+1, . . . , qjr が得ら

れる．ここで，V
(i)
j,r =

[
v

(i)
(j−1)r+1 · · · v

(i)
jr

]
，Q

(i)
j,r =[

q
(i)
(j−1)r+1 · · · q

(i)
jr

]
とする．

(i) 以下の r本の連立方程式を解く：

(
T − λ̃kI

)
v

(i)
k = q

(i−1)
k , k = (j − 1)r + 1, . . . , jr.

(4)

(ii) q1, . . . , q(j−1)r と直交するように V
(i)
j,r を再直交化

する．

(iii) (ii)で得られたベクトルを並べた n × r 行列を QR分

解し，Q
(i)
j,r とする．

同時逆反復法と異なる点は，まず，(i)において解くべき

連立方程式が r本になることである．この計算も同期なし

の並列化が可能で，メモリ使用量は逆反復法の r倍必要で

ある．しかしながら，r � mc である場合，同時逆反復法

に比べてメモリ使用量は非常に少なくなる．

また，同時逆反復法におけるQR分解の代わりに，(ii)の

再直交化計算と (iii)の QR分解を行う．(ii)は，j ステッ

プ目において O
(
(j − 1)r2n

)
の計算量を要するが，行列乗

算によって実装が可能である．(iii)は n × r行列の QR分

解であることから，計算量は O
(
r2n

)
で，やはり行列乗算

を中心としたアルゴリズムで計算可能である．したがっ

て，同時逆反復法における QR分解や逆反復法における再

直交化計算と同程度の計算量を行列乗算による計算で代替

することができる．これら 2段階の再直交化計算はブロッ

ク再直交化計算とも呼ばれ，CGS法や CGS2法のブロッ

ク版アルゴリズムであるブロックCGS（BCGS）法 [21]や

BCGS2法 [3]を適用することができる．

以上の (i)，(ii)，(iii)の計算を反復することで固有ベク

トルを計算するのが再直交化付きブロック逆反復法であ

る．このアルゴリズムは，r = mc のときは同時逆反復法，

r = 1のときは逆反復法と等価なアルゴリズムとなる．

Algorithm 3 は，BCGS2法を適用した再直交化付きブ

ロック逆反復法の擬似コードである．14 行目から 17 行目

が BCGS2法を適用した部分で，14 行目と 16 行目が (ii)

に，15 行目と 17 行目が (iii)に対応する計算となる．

3.2 提案アルゴリズムの収束性

同時逆反復法の収束性から，提案アルゴリズムである再

直交化付きブロック逆反復法の収束性を示す．

同時逆反復法において，最も収束しにくい悪条件な場合

は，T の近接固有値すべてが重複してしまう場合である．

したがって，この場合に収束性が保証されるのであれば，

本研究で用いた同時逆反復法により得られるベクトル列

が固有ベクトルに収束することは明らかである．一方，文

献 [5]で定義された同時逆反復法は，行列 T の代数的重複

度 l（< n）の固有値 σ に対して，V (i), Q(i) ∈ R
n×l とす

ると以下の 2式の反復となる．

(T − σI) V (i) = Q(i−1),

V (i) := Q(i)R(i).
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Algorithm 3 再直交化付きブロック逆反復法（RBI）
1: function RBI(T, r, λ̃1, . . . , λ̃mc)

2: for j := 1, . . . , mc/r do

3: i := 0

4: Generate V
(0)

j,r :=
[
v

(0)

(j−1)r+1
· · · v

(0)
jr

]

5: V
(0)

j,r := Q
(0)
j,rR

(0)
j,r � QR 分解

6: for k := (j − 1)r + 1, . . . , jr do

7: T − λ̃kI := PkLkUk � 部分ピボット選択付き LU

分解
8: end for

9: repeat

10: i := i + 1

11: for k = (j − 1)r + 1, . . . , jr do

12: Solve PkLkUkv
(i)
k = q

(i−1)
k � 連立方程式の求解

13: end for

14: V
(i)

j,r := V
(i)

j,r − Q(j−1)rQ�
(j−1)rVj,r

15: V
(i)

j,r := Q
(i)
j,rR

(i)
j,r � QR 分解

16: Q
(i)
j,r := Q

(i)
j,r − Q(j−1)rQ�

(j−1)rQ
(i)
j,r

17: Q
(i)
j,r := Q

(i)
j,rR

(i)
j,r � QR 分解

18: until converge

19: Qjr =
[
Q(j−1)r Q

(i)
j,r

] (
Qr =

[
Q

(i)
1,r

])

20: end for

21: return Qmc =
[
q1 · · · qmc

]

22: end function

以上の計算により Q(i) が重複固有値 σ に対応する固有

ベクトルが張る空間に収束することは，文献 [5]の Lemma

5.9.2において証明されている．したがって，T の近接固有

値に対する同時逆反復法の収束性は保証される．

提案アルゴリズムでは，以上の演算に加えて，計算済み

の固有ベクトルに関する再直交化計算を反復の過程で行っ

ている．この操作は，V (i) に含まれている計算済みの固有

ベクトルの成分を抜き取ることにすぎないため，固有ベク

トルの収束に悪影響を及ぼすことはない．

以上の議論により，提案アルゴリズムにより得られるベ

クトル列は固有ベクトルに収束する．

4. マルチコアCPU向け実装コード

本章では，5 章の性能評価に用いる，逆反復法，同時逆

反復法，提案アルゴリズムである再直交化付きブロック逆

反復法の実装コードについて説明する．それぞれのコード

はマルチコア CPU向けに実装され，その並列化方法につ

いても説明する．

本研究では，実装の多くに既存の LAPACKルーチンや

BLAS（Basic Linear Algebra Subprograms）を利用でき

る．これらは，Intel Math Kernel Library（MKL）におい

て並列実装が提供されており，各ルーチンの内部でスレッ

ド並列化できる．ただし，一部の LAPACKルーチンや，

BLASのベクトル演算にあたるものは並列化されていない

が，CPU向けに高度にチューニングされたルーチンとし

て提供されている．実装コードにおいて並列化可能なもの

については，OpenMPの指示文を使用してスレッド並列化

を施した．

4.1 逆反復法

逆反復法の実装コードは，Algorithm 1 の 9 行目の再

直交化計算を除き，LAPACKの DSTEINルーチンを基に

作成した．連立方程式 (1) の求解においては，LAPACK

ルーチンを用いることができる．5 行目における部分ピ

ボット選択付き LU分解は DLAGTF，8 行目の計算では

DLAGTSを用いることができる．これらのルーチンは，内

部演算の並列化が難しく，Intel MKLにおいても並列実装

は提供されていない．

9 行目の再直交化計算には，MGS法と CGS2法を適用

した．これらの実装コードをそれぞれ，Inv-MGS，Inv-

CGS2 とする．MGS 法の内部演算はすべてベクトル演

算であるため，Inv-MGSは並列計算を行わない実装コー

ドとなる．一方，CGS2法は行列–ベクトル乗算ルーチン

DGEMVによって実装できるため，Inv-CGS2はDGEMV

についてスレッド並列計算を行う実装コードとなる．

4.2 同時逆反復法

同時逆反復法は，各固有値クラスタに Algorithm 2 を適

用するような実装を施した．このため，同時逆反復法によ

る固有ベクトル計算の前に，固有値を各クラスタに分ける

ルーチンが必要となる．このルーチンは並列化を施さない

が，m個の固有値に対して O (m)程度の計算量で済む．

逆反復法と同様に，連立方程式の求解では 5 行目の計算

に DLAGTF，11 行目の計算に DLAGTSを使用できる．

同時逆反復法では，1回の反復において連立方程式を mc

本解くことになるが，これらの連立方程式は独立に計算で

きるため，OpenMPにより 4 行目と 10 行目の forループ

についてスレッド並列化した．

3 行目と 13 行目の QR分解には，再直交化計算同様，

Householder変換に基づくアルゴリズムと CGS法に基づ

くアルゴリズム両方を適用することができる．以下では，

同時逆反復法の QR分解に適用した実装について述べる．

4.2.1 Householder変換に基づくQR分解

Householder変換による QR分解はよく知られている方

法で，compact WY表現を用いることで，行列乗算中心の

実装が可能である．特に文献 [10]で提案された再帰的実

装は，並列化効率の高い演算が可能であることが知られて

おり，LAPACKにおいても DGEQRT3ルーチンとして実

装されている．DGEQRT3により計算された直交行列は

compact WY表現に分解された要素のままでしか得られな

いため，これら要素から直交行列を復元する必要がある．

この復元計算は非常に容易で，行列乗算を用いることで達

成できる．

このように，DGEQRT3ルーチンで compact WY表現

を作り，直交行列を行列乗算で復元する操作による QR分

c© 2014 Information Processing Society of Japan 5
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Algorithm 4 BCGS algorithm
1: function BCGS(V1,r, . . . , Vk/r,r)

2: Q0 = O

3: for j = 1, . . . , k/r do

4: Vj,r := Vj,r − Q(j−1)rQ�
(j−1)rVj,r

5: Vj,r := Qj,rRj,r � QR 分解
6: Qjr =

[
Q(j−1)r Qj,r

]
(Qr = [Q1,r])

7: end for 　
8: return Qk =

[
q1 · · · qk

]

9: end function

解を HQR法と呼ぶ．HQR法の計算は，DGEQRT3にお

いても，直交行列の復元計算においても，行列乗算ルーチ

ンの DGEMMおよび DTRMMを中心とした BLASによ

り実装できる．したがって，HQR法は Intel MKLを利用

することで内部の BLASについて並列化できる．

以下では，HQR法を QR分解に実装した同時逆反復法

のコードを SI-HQRとする．

4.2.2 CGS2法の再帰的実装に基づくQR分解

再直交化計算における CGS法は，行列–ベクトル乗算に

よる実装であった．しかし，QR分解に CGS法を適用す

る場合，計算順序を入れ替えることで，行列–ベクトル乗

算で表現されていた計算を行列乗算に置き換えることがで

き，行列乗算の割合を高めることができる．この考えに則

り，横澤らは文献 [24]において再帰的分割法に基づく CGS

法の実装を提案している．本研究では，この再帰的実装の

CGS法を，rCGS法とする．rCGS法は行列乗算ルーチン

DGEMMを中心とした BLASを用いて実装できるため，

Intel MKLを利用することで BLAS内でのスレッド並列化

がなされる．

同時逆反復法の実装には，rCGS 法を 2 回繰り返した

rCGS2法による QR分解を適用し，その実装コードを SI-

rCGS2とする．ここで，rCGS2法と HQR法の計算量は

同程度であるため，SI-HQRと SI-rCGS2の計算量もまた

同程度である．

4.2.3 BCGS2法によるQR分解

文献 [21]では，QR分解における CGS法の行列乗算の

割合を増やす方法として，BCGS 法が提案されている．

BCGS法は CGS法にブロックサイズパラメータ rを導入

したものである．Algorithm 4 は，n×k行列のQR分解を

行う場合の BCGS法を表す擬似コードである．4 行目は，

すでに計算済みのベクトルと直交するように，ブロック内

部のベクトルの計算を行っており，行列乗算を用いること

ができる．5 行目は，ブロック内部での QR分解を行って

おり，rCGS法あるいは HQR法を用いることで，大半の

計算を行列乗算による演算で実装することが可能である．

CGS法と同様に，BCGS法も計算対象の行列によって

は，ベクトルの直交性が悪化してしまう場合がある．この

ため，BCGS法を 2回繰り返す BCGS2法 [3]が提案され

ている．BCGS2法も，行列乗算ルーチンDGEMMを用い

た実装ができるため，Intel MKLを利用することで演算内

のスレッド並列化が可能になる．

BCGS2法によりQR分解を行う同時逆反復法の実装コー

ドのうち，内部のQR分解にHQR法を実装したものを SI-

BCGS2(H)，rCGS法を実装したものを SI-BCGS2(G)

とする．ここで，HQR法の計算量は rCGS法に比べて多

くなるため，SI-BCGS2(H)は SI-BCGS2(G)に比べて多く

の計算量を要する．また，rCGS法を QR分解に実装した

BCGS2法と rCGS2法は同程度の計算量である．

4.3 再直交化付きブロック逆反復法

再直交化付きブロック逆反復法についても，同時逆反復

法と同様の実装を施す．4.2 節で述べたように，QR分解の

方法には Householder変換に基づくものと CGS法の再帰

的実装に基づくものの 2通りがある．したがって，再直交化

付きブロック逆反復法についても 2通りの実装を施す．以

下では，Householder変換に基づく QR分解を利用した実

装コードをRBI-BCGS2(H)，CGS法の再帰的実装に基

づく QR分解を利用した実装コードをRBI-BCGS2(G)

とする．

両コード共通の計算についての実装について説明する．

まず，固有ベクトル計算の前に，固有値を各クラスタに分

けるルーチンを加えた．次に，Algorithm 3 の 7 行目の計

算に DLAGTF，12 行目の計算に DLAGTS，それぞれの

LAPACKルーチンが適用できる．再直交化付きブロック

逆反復法では，1回の反復で r本の連立方程式を解くため，

OpenMPによって 6 行目と 11 行目の for文をスレッド並

列化した．以上の実装は，同時逆反復法にも共通する計算

であるが，再直交化付きブロック逆反復法独自の実装とし

て，14 行目と 16 行目に，それぞれ，行列乗算ルーチン

DGEMMを 2回用いた．DGEMMは，Intel MKLを利用

することで，内部演算においてスレッド並列化できる．

最後に，RBI-BCGS2(H)と RBI-BCGS2(G)それぞれの

QR分解の実装について説明する．ここで，5 行目は n× r

長方行列のQR分解であるため，BCGS2法ではなく，再帰

的実装に基づく QR分解を利用する．RBI-BCGS2(H)で

は，5 行目，15 行目，17 行目すべての QR分解の実装に

ついて，HQR法を実装した．RBI-BCGS2(G)では，5 行

目には rCGS2法，15 行目および 17 行目の QR分解には

rCGS法を実装した．HQR法は rCGS法よりも計算量が

多いため，RBI-BCGS2(H)の方が RBI-BCGS2(G)よりも

計算量が多くなってしまう．これら QR 分解の計算部分

については，Intel MKLを利用することで，演算内でのス

レッド並列化することができる．

表 1 は本章で述べた，逆反復法，同時逆反復法および再

直交化付きブロック逆反復法の実装コードについて，実装

したルーチンやアルゴリズム，それらの並列化方法をまと

めたものである．
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表 1 各コードにおいて使用した主なルーチンとその並列化方法

Table 1 Main routines and parallelism in each code.

Inv-MGS Inv-CGS2 SI-HQR SI-rCGS2 SI-BCGS2(H) SI-BCGS2(G) RBI-BCGS2(H) RBI-BCGS2(G)

初期行列の QR 分解 HQR 法 rCGS2 法 BCGS2 法 BCGS2 法 HQR 法 rCGS2 法

連立方程式の求解 DLAGTF DLAGTF DLAGTF DLAGTF DLAGTF DLAGTF DLAGTF DLAGTF

DLAGTS DLAGTS DLAGTS DLAGTS DLAGTS DLAGTS DLAGTS DLAGTS

再直交化計算 MGS 法 CGS2 法

QR 分解 HQR 法 rCGS2 法 BCGS2 法 BCGS2 法

ブロック再直交化 BCGS2 法 BCGS2 法

BCGS2 法内部 HQR 法 rCGS 法 HQR 法 rCGS 法

黒字：並列化なし

青字：OpenMP による for ループのスレッド並列化

赤字：Intel Math Kernel Library による，演算内部の各 BLAS におけるスレッド並列化

5. 数値実験

数値実験では，表 2 に示される共有メモリマルチコア

プロセッサシステム 1 ノードを使用し，スレッド並列計

算を行った．実対称 3重対角行列 T1 および T2 の全固有

ベクトルを計算することにより，提案アルゴリズムの性

能を評価する．評価においては，4 章において説明した

実装コードである，Inv-MGS，Inv-CGS2，SI-HQR，SI-

rCGS2，SI-BCGS2(H)，SI-BCGS2(G)，RBI-BCGS2(H)，

RBI-BCGS2(G)を用いる．ここで，Inv-MGSは LAPACK

の DSTEINルーチンそのものであるが，本実験において

は，Intel Fortran Compilerで改めてコンパイルしたもの

を使用した．

性能評価のテスト行列には，固有値分布の異なる 2つの

実対称 3重対角行列 T1，T2 を用いた．テスト行列 T1 は

Glued-Wilkinson 行列 [6], [8] である．この行列の固有値

は，Peters-Wilkinsonの判定基準において，大きさが n/21

となるクラスタと 2n/21となるクラスタがそれぞれ 7つ，

計 14のクラスタに分かれることが知られている．さらに，

それぞれのクラスタに属する固有値が非常に密集してお

り，条件数の悪い問題として知られている．テスト行列 T2

は，全要素を (0, 1)の範囲の一様乱数により生成した実対

称 3重対角行列を用いた．この行列の固有値は，小次元行

列ではある程度の数のクラスタに分かれる一方，大次元行

列ではほとんどが 1つのクラスタに含まれる．数値実験に

おいて実際に用いた行列でも，nが 10000以上の場合にお

いては，9割以上の固有値が 1つのクラスタをなす行列と

なった．

また，各テスト行列の固有値は，Intel MKLに実装され

た LAPACKの DSTEBZルーチンを利用することにより

計算した．DSTEBZは，実対称 3重対角行列の固有値を

二分法によって計算する倍精度演算ルーチンである．

最後に，各コードにおいて，許容する反復回数は 5回で

ある．しかし，すべての実験において，いかなる入力行列

の場合でも 3 回の反復回数で収束することが確認できて

表 2 実験環境（Appro Green Blade 8000）

Table 2 Specifications of Appro Green Blade 8000.

CPU Intel Xeon E5-2670 (2.6GHz, 8 cores × 2)

RAM DDR3-1600 64 GB

Compiler Intel Fortran Compiler 13.1.3

Options -O3 -xHOST -ipo -no-prec-div -static -openmp

Libraries Intel Math Kernel Library 11.0 update 1

いる．

5.1 各コードの性能比較

図 1および図 2は，それぞれテスト行列 T1および T2に

対する 16スレッド並列計算での数値実験を行った結果を示

すものである．この比較においては，SI-BCGS2(G)および

RBI-BCGS2(G)のブロックサイズパラメータは r = 256

とした．図 1 (a)と図 2 (a)では，全固有ベクトル計算に

要した計算時間の比較を行っている．これらの図から，特

に大次元の行列に対して，行列乗算を中心とした固有ベ

クトル計算法である同時逆反復法および再直交化付きブ

ロック逆反復法の実装コードが，逆反復法の実装コード

である Inv-MGS，Inv-CGS2よりも高速な並列計算を実現

していることが分かる．また，図 1 (b)および図 2 (b)で

は，図 1 (a)と図 2 (a)で示した結果のうち，SI-HQR，SI-

rCGS2，SI-BCGS2(H)，SI-BCGS2(G)，RBI-BCGS2(H)，

RBI-BCGS2(G) の計算時間のみを比較したものである．

これらの図から，特に大次元の行列に対しては，CGS法

を QR分解に実装した再直交化付きブロック逆反復法コー

ド RBI-BCGS2(G)が最も高速であることが分かる．実際

RBI-BCGS2(G)は，n = 31500の T1 の全固有ベクトル計

算について，Inv-MGSに対して約 6倍，Inv-CGS2に対し

て約 15倍，n = 30000の T2 の全固有ベクトル計算でも，

Inv-MGS に対して約 12 倍，Inv-CGS2 に対して約 31 倍

高速であった．また，RBI-BCGS(G)は，同時逆反復法の

実装コード SI-rCGS2や SI-BCGS2(G)に比べて，T1 の全

固有ベクトル計算では 10%，T2 の全固有ベクトル計算で

c© 2014 Information Processing Society of Japan 7
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図 1 固有ベクトル計算における逆反復法，同時逆反復法，再直交化付きブロック逆反復法の

比較（r = 256，テスト行列 T1）

Fig. 1 Comparisons of Inv, SI, and RBI code in computing eigenvectors of T1. Note

that r = 256.

は 20%近い性能向上が確認できている．同じく CGS法を

QR分解に実装した同時逆反復法コード SI-rCGS2および

SI-BCGS2(G)と比べると，RBI-BCGS2(G)で使用される

メモリ空間は少ないため，より高い演算性能が得られた

と考えられる．Householder変換を CGS法を QR分解に

実装した SI-HQR，SI-BCGS2(H)，RBI-BCGS2(H)は，そ

れぞれ，SI-rCGS2，SI-BCGS2(G)，RBI-BCGS2(G)と比

較すると，計算量の大小に応じた計算時間となっており，

CGS法による QR分解を実装したコードの方が総じて高

速であるという結果が得られた．

図 1 (c) および図 2 (c) では各コードによって得られた

固有ベクトルの直交性 ‖QQ� − I‖∞/n，図 1 (d) および

図 2 (d)では各コードによって得られた固有ベクトルの残差

‖TQ−QD‖∞/nを表している．ここで，Dは対角要素に固

有値が並ぶ対角行列である．これら固有ベクトルの計算精

度を表すグラフから，同じ反復回数の固有ベクトル計算にお

いて，Householder変換に基づくQR分解を用いた実装コー

ドである SI-HQR，SI-BCGS2(H)，RBI-BCGS2(H)は，他

のコードに比べて顕著に精度が劣るという結果が得られた．

その一方で，SI-rCGS2，SI-BCGS2(G)，RBI-BCGS2(G)

は，従来アルゴリズムである Inv-MGSや Inv-CGS2と同等

の計算精度を得られることが分かる．しかしながら，T1の

直交性を表すグラフにおいて，SI-rCGS2(G)の n = 19550，

SI-BCGS2(G)の n = 24150など，ところどころ精度の劣

化が見られる以上，同時逆反復法の実装コードは CGS法

に基づく QR分解を用いた場合でも再直交化付きブロック

逆反復法よりも精度面での信頼性に欠ける．

以下では，同時逆反復法および再直交化付きブロック逆

反復法の実装コードについてさらなる性能評価を行う．特

に，CGS法に基づいた QR分解を利用した実装コードの

方が速度と精度両面において良い結果が得られていること

から，SI-rCGS2，SI-BCGS2(G)，RBI-BCGS2(G)につい

て性能評価を行う．

5.2 強スケーリングの評価

図 3および図 4は，行列 T1および T2の問題サイズを固

定したときの，SI-rCGS2，SI-BCGS2(G)，RBI-BCGS2(G)

の並列化効率を評価した結果である．すべてのグラフにお

いて，各手法を 1 スレッドで計算したときに要した計算

時間を基準に，スレッド数を変化させたときどの程度の

高速化が見られるかを示している．この比較においても，

SI-BCGS2(G)およびRBI-BCGS2(G)のブロックサイズパ

c© 2014 Information Processing Society of Japan 8



情報処理学会論文誌 コンピューティングシステム Vol.7 No.3 1–12 (Aug. 2014)

図 2 固有ベクトル計算における逆反復法，同時逆反復法，再直交化付きブロック逆反復法の

比較（r = 256，テスト行列 T2）

Fig. 2 Comparisons of Inv, SI, and RBI code in computing eigenvectors of T2. Note

that r = 256.

ラメータは r = 256とした．

16スレッドを使用することで，RBI-BCGS2(G)は，テ

スト行列 T1の n = 10500において約 4倍，n = 21000にお

いて約 6倍，n = 31500において約 7倍の並列化効率を達

成した．また，テスト行列 T2 の n = 10000において約 11

倍，n = 20000において約 13倍，n = 30000において約 14

倍の並列化効率を達成し，T1に対する結果よりも良い結果

が得られた．これは，固有値が大規模なクラスタをなすテ

スト行列 T2 の方が，全体の計算量に対する再直交化計算

や QR分解を行う割合が大きくなるからであると考えられ

る．これらの計算は行列乗算中心のキャッシュヒット率の

高い計算であり，このことによる演算性能の向上が起因し

て，T2 に対して高い並列化効率が得られたと考えられる．

また，どちらのテスト行列に対しても，問題サイズが小さ

いときよりも大きいときの方が高い並列化効率を得られ

た．また，RBI-BCGS2(G)は SI-rCGS2と比較するとほと

んど同程度の並列化効率を達成しているが，SI-BCGS2(G)

には少し劣るという結果が得られた．

5.3 異なるブロックサイズパラメータにおける性能

図 5 は，行列 T1および T2の問題サイズを固定し，異な

るブロックサイズ rを与えた場合の SI-BCGS2(G)，RBI-

BCGS2(G)の計算時間を比較している．強スケーリング

による性能評価と同様に，問題サイズには，行列 T1 に対

しては 10500，21000，31500，行列 T2 に対しては 10000，

20000，30000を選んだ．

図 5 からは，SI-BCGS2(G)と RBI-BCGS2(G)の両方

について，同様の傾向が観察される．まず，行列の種類や

サイズにかかわらず，ある程度の大きさまでは，ブロック

サイズ rに反比例するように計算時間が削減される．これ

は，r の値を大きくすることにより，QR分解や再直交化

計算における行列乗算の割合が増えるからである．その一

方で，どの行列サイズにおいても r = 2048のときに最も

計算時間が短くなるわけではなく，rを大きくとれば必ず

高速になるというわけではない．

以上の性能評価により，ブロックサイズ rをうまく設定

することで計算時間の削減ができることは明らかである．

しかし，rの値が大きい場合の計算時間の変化幅は徐々に

小さくなっているため，他の性能評価において設定した

r = 256のような値であれば，最適に近い性能での並列計

算ができていると見なせる．

c© 2014 Information Processing Society of Japan 9
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図 3 T1 に対する SI-rCGS2，SI-BCGS2(G)，RBI-BCGS2(G) の強スケーリング評価

（r = 256）

Fig. 3 Strong scalability of SI-rCGS2, SI-BCGS2(G), and RBI-BCGS2(G) for T1 and

r = 256.

図 4 T2 に対する SI-rCGS2，SI-BCGS2(G)，RBI-BCGS2(G) の強スケーリング評価

（r = 256）

Fig. 4 Strong scalability of SI-rCGS2, SI-BCGS2(G), and RBI-BCGS2(G) for T2 and

r = 256.

図 5 異なるブロックサイズ r に対する SI-BCGS2(G) および RBI-BCGS2(G) の計算時間

Fig. 5 Elapsed time of SI-BCGS2(G) and RBI-BCGS2(G) for each block size parameter

r.

6. まとめと今後の課題

本論文では，並列計算機向けの実対称 3重対角行列の固

有ベクトル計算アルゴリズムとして再直交化付きブロック

逆反復法を提案した．提案アルゴリズムは，行列乗算を中

心とした固有ベクトル計算法である同時逆反復法にブロッ

クパラメータを導入したもので，大粒度の並列性を持つ．

共有メモリマルチコアプロセッサシステム上での性能評価
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では，内部の QR分解に再帰的実装に基づく CGS法を実

装した提案アルゴリズムが，速度と精度両面において優れ

た並列計算を達成することを示した．また，異なるブロッ

クサイズパラメータの値を選択した場合の性能評価では，

ある程度のサイズまで大きくすることで最適に近い性能が

得られることを示した．

今後の課題としては，1章において述べた，MRRR法と

提案アルゴリズムを組み合わせた新しいアルゴリズムの実

装が考えられる．このアルゴリズムにより，MRRR法で

計算が破綻してしまうような行列に対しても，高速高精度

な固有ベクトル計算が可能になると期待できる．また，よ

り大規模な問題への適用のため，提案アルゴリズムの分散

並列環境での実装および性能評価も重要な課題である．
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