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古典グラム・シュミット法に基づく
逐次直交化計算の並列実装について

石上裕之1,2,a) 木村欣司1,b) 中村佳正1,c)

概要：逐次再直交化計算向けの古典グラム・シュミット（CGS）法および CGS2法のスレッド並列実装に
ついて，OpenMPに基づく実装法を提案する．提案実装では，OpenMPの指示文を用いた並列化を行うこ
とで，従来の実装よりもデータ再利用性が高くなる．本研究では，提案実装に基づく CGS2法を実対称 3

重対角行列向け逆反復法の逐次直交化計算に適用した．共有メモリ型マルチコアプロセッサシステム上で
の数値実験により，従来の逐次直交化アルゴリズムを適用した逆反復法に比べ，高速な固有ベクトル計算
が可能となる場合が多くあることを確認した．
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1. はじめに

本研究では，共有メモリ型マルチプロセッサシステム上
における逐次直交化計算について考える．逐次直交化計算
は，連立 1次方程式の解法である GMRES法や固有対計算
のための Arnoldi法など，Krylov部分空間を用いた様々な
行列計算において現れる．また，固有ベクトル計算のため
の逆反復法においても，クラスター固有値に対応する固有
ベクトルの計算のため，逐次直交化計算が現れる．これら
のいずれの計算においても，逐次直交化計算に必要な計算
量は，他の部分の計算に必要な計算量よりも多くなる．
本研究では，固有ベクトル計算のための逆反復法のス

レッド並列計算における高速化を主眼に，逐次直交化計算
アルゴリズムについて論じる．逆反復法の高速化のために
は 2つの方法がある．1つ目は，行列乗算によって実装す
ることのできる再直交化付きブロック逆反復法 [9]を用い
る方法である．2つ目は，逆反復法の逐次直交化計算アル
ゴリズムを高速化することである．前者は高い並列化効率
を達成できるが，収束性において後者に劣る．したがって，
後者による高速化も重要である．
逐次直交化計算のアルゴリズムとして，古典グラム・シュ
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ミット（CGS）法や修正グラム・シュミット（MGS）法，
ハウスホルダー変換に基づく直交化法といったアルゴリズ
ムが知られている [6]．CGS法は行列-ベクトル乗算を用い
て実装できるアルゴリズムである．しかしながら，CGS法
による逐次直交化計算では，入力ベクトル次第でベクトル
の直交性が失われる場合がある．この問題の解決として，
MGS法や，CGS法を 2回繰り返す CGS2法 [5]が提案され
ている．MGS法は CGS法よりも安定に計算できる一方，
ベクトル乗算により実装されるアルゴリズムである．ベク
トル乗算は，行列-ベクトル乗算よりも並列化効率が低いた
め，並列化による高速化が難しい．一方，CGS2法は CGS

法やMGS法の 2倍の計算量を要してしまう．ハウスホル
ダー変換に基づく直交化は，入力のベクトルに寄らず，安
定に計算できることが知られている．更に，compact WY

表現 [13]を用いることで行列-ベクトル乗算による実装が
可能である [14]が，CGS法やMGS法に比べると計算量は
増えてしまう．
本研究では，高速な逐次直交化計算アルゴリズムとして
従来と異なる CGS法および CGS2法の並列実装を提案す
る．提案する並列実装法では，従来の CGS法や CGS2法
の実装のように行列-ベクトル乗算についての並列化を行う
のではなく，OpenMPの指示文を用いて各スレッドに割り
当てた並列化を行う．その結果，各スレッドにおける計算
はベクトル演算となるが，データの再利用性が高まること
で CGS法および CGS2法の演算性能の向上が期待できる．
本論文の構成は以下の通りである．2節では，従来の逐
次直交化計算アルゴリズムを導入する．3節では，CGS法
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および CGS2法の OpenMPを用いた並列実装法を提案す
る．4節では，実対称 3重対角行列向け逆反復法を導入す
る．5節では，共有メモリ型マルチコアプロセッサシステ
ム上で逆反復法による固有ベクトル計算の数値実験を行
い，提案実装の性能評価を行う．6節はまとめである．

2. 逐次直交化アルゴリズム

本節では，従来の逐次直交化アルゴリズムを導入する．
以下では，m本の n次元実ベクトル v j, j = 1, . . . , m (m ≤ n)

に対して，その正規直交化ベクトル q j, j = 1, . . . , mを求
める場合についてのベクトル逐次添加型の直交化問題につ
いて考える．
反復の最中において現れる問題であることから，逐次直

交化アルゴリズム内部で並列化を行う必要がある．した
がって，本節で導入するアルゴリズムの並列化は，逐次直
交化アルゴリズム内部の演算であるベクトル演算や行列-

ベクトル乗算をはじめとする BLAS（Basic Linear Algebra

Subprograms）内部での並列化をせざるを得ない．一方，
BLAS の実装ライブラリには，マルチコアプロセッサシ
ステム向けにチューニングされたライブラリが存在する．
本研究では，BLAS の実装ライブラリとして，Intel Math

Kernel Library（MKL）を利用することを考える．Intel MKL

はスレッド並列化された BLASルーチンを提供している．

2.1 古典グラム・シュミット法
古典グラム・シュミット（CGS）法 [6]はよく知られた
直交化アルゴリズムである．v j を，q1, . . . , q j−1 と直交す
るベクトル q j (1 ≤ j ≤ m, m ≤ n)へと計算する場合，CGS

法は次のように定式化される．

q j = v j −
j−1∑

k=1

〈qk, v j〉qk. (1)

式 (1)は，内積や AXPYといったレベル 1 BLASによって
記述されているが，行列-ベクトル乗算を用いた次式のよう
に再定式化できる．

q j = v j − Q j−1Q�j−1v j, (2)

ここで，Qj−1 =
[
q1 · · · q j−1

]
である．行列-ベクトル乗

算のようなレベル 2 BLASルーチンは，レベル 1 BLASルー
チンに比べて並列計算向きである．したがって，CGS法の
並列実装では，通常，式 (2)が適用される．このとき，行
列-ベクトル乗算ルーチンである GEMVを 2回繰り返すこ
とで実現できる．しかしながら，CGS法によって計算され
たベクトルの直交性は，元の行列の条件数に依存して悪化
してしまうことが知られている．直交性を改善するため，
CGS法の改良アルゴリズムもまた提案されている．

Algorithm 1 Pseudocode of MGS algorithm

1: function MGS(v j, Qj−1)

2: q j = v j

3: for k = 1 to j − 1 do
4: s = −〈qk, q j〉 � Call DOT

5: q j = q j + sqk � Call AXPY

6: end for
7: return q j

8: end function

Algorithm 2 Pseudocode of CGS2 algorithm

1: function CGS2(v j, Qj−1)

2: u j = v j − Q j−1Q�j−1v j � Call GEMV×2

3: q j = u j − Qj−1Q�j−1u j � Call GEMV×2

4: return q j

5: end function

2.2 修正グラム・シュミット法
修正グラム・シュミット（MGS）法 [6]は，CGS法の直交
性を改善したアルゴリズムの一つである．Algorithm 1は，
MGS法によって q j を計算する擬似コードを示したもので
ある．MGS法は CGS法と同じ計算量でありながら，CGS

法よりも高い直交性を達成することが知られている．しか
しながら，4行目および 5行目にあるように，全ての計算
はベクトル演算である，内積および AXPY演算により構成
される．

2.3 CGS2法
CGS法の直交性の改善する別の方法として，CGS法を

2回繰り返す CGS2法が提案されている [5]．Algorithm 2

は，CGS2法によって q j を計算する擬似コードを示したも
のである．2行目および 3行目にあるように，CGS法と同
様に，CGS2法は行列-ベクトル乗算によって構成される．
CGS法と同様に，CGS2法は行列-ベクトル乗算により構成
されるため，レベル 2 BLASルーチンである GEMVを利
用することができる．しかし，CGS法やMGS法に比べて
2倍の計算量を要するだけでなく， jが大きくなれば行列
Qj−1 がキャッシュに収まりきらなくなるため，演算性能に
限界がある．

2.4 compact WY表現に基づく逐次直交化アルゴリズム
グラム・シュミット法の代わりにハウスホルダー変換に
基づく直交化を用いるアルゴリズムを適用することもでき
る．ハウスホルダー変換に基づく直交化の場合，元の行列
の条件数に依存しない高い直交性を確保できることが知ら
れている．しかしながら，ハウスホルダー変換に基づく直
交化は，ベクトル演算のみで構成されるため，並列化によ
る高速化が難しい．
これに対してWalkerは，GMRES法に対して，行列-ベ

クトル乗算によって実装可能なハウスホルダー変換に基づ
く直交化アルゴリズムを提案した．同様に，山本らはハウ
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スホルダー変換を compact WY表現 [13]を用いて再定式
化することにより，通常のハウスホルダー変換と同等の数
値安定性を持ちながら，行列-ベクトル乗算を用いて逐次
直交化計算を実現できることを示した [14]．更に，著者ら
は compact WY表現に現れる行列の構造に着目して適切な
BLASルーチンを使用することにより，計算量を削減した
compact WY表現を用いたハウスホルダー変換に基づく直
交化アルゴリズムの実装法を実現した [8]．

3. OpenMPを用いたCGS法の実装法

本節では，2節で述べたものとは異なる CGS法および
CGS2法の並列実装法を提案する．CGS法を表す式 (1)に
再度着目すると，∑ j−1

k=1
〈qk, v j〉qk は kについて独立に計算す

ることができる．このことから，この総和計算について，
各スレッドに計算を割り当てた並列化が可能である．この
ようなスレッド並列化は，OpenMPの指示文を用いること
で実現できる．

Algorithm 3は以上のアイディアに基づいた CGS法の擬
似コードである．以下，この実装法を PCGSと呼ぶ．Algo-

rithm 3では，〈qk, v j〉qk の総和計算を “omp parallel for”指
示節によって kに関して 3行目から 8行目において並列化
する．ここで，総和の内部計算 〈qk, v j〉qk はそれぞれのス
レッドにおいて計算することになる．まず，s = −〈qk, v j〉
をプライベート変数として，それぞれのスレッドで計算す
る（5行目）．そして，q j = q j + sqk を AXPYルーチンに
より計算する（6行目）．各スレッドで得られた q j はリダ
クション演算によって 1つのベクトルにする必要がある．
このような配列リダクションは，Fortranコードにおいては
“reduction”指示節を用いることで簡易に実装できる．
ここで，5行目および 6行目における計算は， jの値に
関わらず，3つのベクトル v j，q j，qk についてキャッシュ
ヒット率の高い計算となる．したがって，PCGSは並列計
算において CGS法の従来実装よりも高いパフォーマンス
が得られると期待できる．
PCGSを 2回繰り返すことによって，CGS2法と同様の
演算が可能となる．以下，提案実装に基づく CGS2 法を
PCGS2 と呼ぶ．Algorithm 4 は，PCGS2 の擬似コードを表
したものである．PCGS2においても，PCGS同様の利点が
ある．
尚，分散メモリ型計算機向けではあるが，同様の並列化

手法が [10], [11]で提案されている．

4. 逆反復法による固有ベクトル計算

本研究では，前節で示した提案実装 PCGS2の性能評価と
して，逆反復法による固有ベクトル計算コードへの実装を
行った．Algorithm 5は，n次実対称 3重対角行列 T のm本
の固有ベクトルを計算する逆反復法の擬似コードである．
Algorithm 5は LAPACK（Linear Algebra PACKage[1]）に実

Algorithm 3 Pseudocode of PCGS

1: function PCGS(v j, Q j−1)

2: q j = v j

3: #omp parallel for private(s) reduction(+:q j)

4: for k = 1 to j − 1 do
5: s = −〈qk, v j〉 � Call DOT

6: q j = q j + sqk � Call AXPY

7: end for
8: #omp end parallel for

9: return q j

10: end function

Algorithm 4 Pseudocode of PCGS2

1: function PCGS2(v j, Q j−1)

2: [u j] = PCGS
(
v j, Q j−1

)

3: [q j] = PCGS
(
u j, Q j−1

)

4: return q j

5: end function

装された実対称 3重対角行列向けの逆反復法コードである，
xSTEIN [7]を基としたものである．ここで，I は n次単位
行列とし，T の固有値を λ j (λ1 < λ2 < · · · < λm, m ≤ n)，そ
の近似値を λ̃ j としている．
隣り合う固有値が十分に離れている場合は，5行目および

8行目に表される計算の反復のみで v(i)
j は λ j の固有ベクト

ルへと収束する．しかし，隣り合う固有値が近接している，
クラスター固有値である場合には，10行目にあるような
逐次的な直交化計算を行うことにより，固有ベクトルの直
交性を確保する必要がある．ここで， j1 はあるクラスター
の最小固有値のインデックスである．クラスター固有値で
あるかどうかの判定は 9行目において，PetersとWilkinson

によって提案された基準 [12]を用いて行っている．
10行目の逐次直交化計算には，xSTEINではMGS法が採
用されている．この逐次直交化計算には，前節までで導入
した他のアルゴリズムも適用可能であるが，どのアルゴリズ
ムを採用しても，クラスターに m個の固有値が含まれる場
合，O(m2n)の計算量が必要となる．更に，Peters-Wilkinson

の判定基準を用いる場合，数千次以上の行列の固有値のほ
とんどが一つのクラスターと見なされてしまうことが知ら
れている [3]．このため，逐次直交化の対象となるベクトル
の本数 kが大きくなり，逆反復法による固有ベクトル計算
の計算時間の大半が，逐次直交化計算に占められることと
なる他，逐次直交化計算の内部での並列化が必要となる．

5. 性能評価

本節では，共有メモリ型マルチコアプロセッサシステム
上での数値実験について報告する．数値実験は，表 1に表
される京都大学学術情報メディアセンターのスーパーコン
ピュータ Appro Green Blade 8000を 1ノード使用した．
実験では，2 節および 3 節で述べた逐次直交化アルゴ

リズムを 3 重対角行列向け逆反復法の逐次直交化計算ア
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Algorithm 5 Inverse iteration algorithm

1: function Inv(T, λ̃1, . . . , λ̃m)

2: for j = 1, . . . , m do
3: i := 0

4: Generate v(0)
j from random numbers

5: T − λ̃ j I := PjL jU j

6: repeat
7: i := i + 1

8: Solve PjL jU jv(i)
j = v(i−1)

j

9: if |λ̃ j−1 − λ̃ j | ≤ 10−3‖T‖ then
10: Reorthogonalize v(i)

j against q j1 , . . . , q j−1

11: end if
12: until converge

13: Normalization: q j := v(i)
j /‖v(i)

j ‖
14: Q j =

[
Qj−1 q j

]

15: end for
16: return Qm

17: end function

表 1: 実験環境
Table 1 Specifications of the experimental environment

CPU Intel Xeon E5-2670

2.6GHz, 8cores×2, L3 cache: 20MB

RAM DDR3-1600 64GB

Max Memory Bandwidth: 102.4 GB/sec

Compliler Intel Fortran Compiler 14.0.2

Options -O3 -xHOST -ipo -no-prec-div

-mcmodel=medium -shared-intel -openmp

Software Intel Math Kernel Library 11.1.2

ルゴリズムとして実装した 4つのコード Inv-MGS，Inv-
CGS2，Inv-cWY，Inv-PCGS2を比較した．Inv-MGSは，
Intel MKLの DSTEINルーチンそのもので，逐次直交化計
算においてMGS法が実装されている．ここで、Intel MKL

の DSTEINはシリアルスレッドで実装されている．その他
のコードは，LAPACKの DSTEINをベースとして，逐次直
交化計算部分が異なるアルゴリズムを実装した．Inv-CGS2

には，Algorithm 2に表されるような行列-ベクトル乗算によ
る CGS2法による逐次直交化計算を実装した．Inv-cWYに
は，[8]で提案した，compact WY表現を用いたハウスホル
ダー変換に基づく逐次直交化計算を実装した．Inv-PCGS2

では，3節で提案した PCGS2（Algorithm 4）を実装した．
BLASのライブラリとしては，Intel Math Kernel Library

(MKL) を用いた．これにより，Inv-CGS2，Inv-cWYの逐
次直交化計算では，16スレッド並列で BLAS演算が実行
される．
逆反復法において，反復回数は 5回まで許容しているが，

いかなる入力行列の場合でも 3 回の反復回数で収束する
ことが確認できている．また，各テスト行列の固有値は，
Intel MKLに実装された DSTEBZルーチンを利用すること
により計算した．DSTEBZは，実対称 3重対角行列の固有
値を 2分法によって計算する倍精度演算ルーチンである．

5.1 数値実験 I
数値実験 I では，固有値分布が異なる 2 種類の n 次行
列 T1，T2 の全固有ベクトル計算に要した実行時間を比較
した．

T1 は，Glued-Wilkinson行列 [2], [4]である．この行列の
固有値は，Peters-Wilkinsonの判定基準において，大きさが
n/21となるクラスターと 2n/21となるクラスターがそれぞ
れ 7つ，計 14のクラスターに分かれることが知られてい
る．T2 は，全要素を (0, 1)の範囲の乱数により生成した実
対称 3重対角行列である．この行列の固有値は，サイズの
小さな行列では数十から数百のクラスターに分かれるが，
サイズの大きな行列ではほとんどが一つのクラスターに含
まれる．本実験においても，10500次以上の行列 T2の多く
は，9割以上の固有値が一つのクラスターに属していた．
図 1は，全固有ベクトル計算において各コードが要した

実行時間を比較したものである．ここで，図 1aは行列 T1，
図 1bは行列 T2 の場合を表している．
図 1a および 1b から，Inv-PCGS2 はある程度サイズの

大きな行列に対しては他のアルゴリズムに対して高速で
あることが分かる．したがって，Inv-PCGS2 の逐次直交
化計算に適用した OpenMPを用いた CGS2法の実装によ
り，計算性能が向上したということが確認できる．実際，
n = 21000の行列 T1 に対して Inv-PCGS2は，Inv-MGSの
2.8倍，Inv-CGS2の 1.9倍，Inv-cWYの 1.9倍高速である．
また，n = 20000 の行列 T2 に対して Inv-PCGS2 は，Inv-

MGSの 3.0倍，Inv-CGS2の 2.1倍，Inv-cWYの 1.4倍高速
である．その一方で，サイズの小さな行列では，他のコー
ドが Inv-PCGS2よりも高速である．これは，Inv-PCGS2の
逐次直交化計算において配列リダクション演算を要するこ
とから，そのオーバーヘッドによる計算時間の遅延が大き
く影響しているものと考えられる．逆に，サイズの大きな
行列では，キャッシュヒット率の向上による演算性能の改
善が大きいため，リダクションによる遅延の影響が少なく
なったと考えられる．

5.2 数値実験 II
数値実験 IIでは，最大固有値から m個の固有値に対応
する固有ベクトルのみを計算する場合について各コードの
実行時間を比較した．ここでは，テスト行列として全ての
対角成分と副対角成分が 1である行列 T3 を用いた．行列
T3 の全固有値は Peters-Wilkinsonの判定基準において一つ
のクラスターに属する．したがって，固有ベクトルを m本
求める場合には，ベクトル m本の逐次直交化を行うことに
なる．
図 2は，行列 T3のm本の固有ベクトルを計算するのに各

コードが要した時間を示している．ここで，図 2a，2b，2c, 2d

は，それぞれ行列のサイズが n = 5000, 10000, 15000, 20000

の場合のものに相当する．
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図 1: 行列 T1 および T2 の全固有ベクトル計算に要した実行時間の比較．
Fig. 1 Comparison of elapsed time for computing all the eigenvectors by each code.
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(b) Cases of n = 10000
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(c) Cases of n = 15000

5.E+01

5.E+02

5.E+03

0 4000 8000 12000 16000

El
ap

se
d 

Ti
m

e 
[s

]

Matrix Dimension

Inv-MGS
Inv-CGS2
Inv-cWY
Inv-PCGS2

(d) Cases of n = 20000

図 2: 行列 T3 の部分固有対計算に要した実行時間の比較．
Fig. 2 Comparison of elapsed time for computing m eigenvectors of T3 by each code.

図 2から，本研究における数値実験では n = 5000かつ
m = 500のときを除き，Inv-PCGS2が他のアルゴリズムよ
りも高速であることが分かる．特に，求めたい固有ベクトル
の本数mや行列サイズ nの値が大きいときほど，Inv-CGS2

や Inv-MGSに対する性能差は大きい．一方，n = 5000か
つ m = 500のときには，Inv-PCGS2よりも Inv-CGS2の方
が高速であった．この結果も，Inv-PCGS2に含まれる配列
リダクションによる計算時間のオーバーヘッドが起因して

いると考えられる．以上の結果をまとめると，逐次直交化
計算を行うベクトルのサイズが大きく，対象となるベクト
ルの本数が多くなるほど，Inv-PCGS2が Inv-CGS2に対し
て高速になると期待できることが分かる．

6. まとめ

本研究では，古典グラム・シュミット法に基づく逐次直
交化計算のスレッド並列実装について，OpenMPを用いた
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実装法を提案した．この実装では，スレッド毎の演算はレ
ベル 1 BLASルーチンによるものであるが，データの再利
用性が高まることで高速化が期待できる．また，提案実装
に基づく CGS2法を，実対称 3重対角行列の固有ベクトル
計算のための逆反復法に適用した．共有メモリ型マルチコ
アプロセッサシステム上での数値実験を通して，従来の逐
次直交化アルゴリズムを適用した場合に比べ，更に高速な
固有ベクトル計算が可能となる場合が多くあることを確認
した．
本研究で提案した古典グラム・シュミット法の実装法は，

キャッシュ容量やコア数の異なる計算機環境では，本研究
で得られた結果とは異なる結果が得られると考えられる．
また，実験結果から，逐次直交化するベクトルの次元が小
さい，または，ベクトルの本数が少ない場合には，行列-

ベクトル乗算で実装した古典グラム・シュミット法が高速
になりうる．以上より，計算機環境および入力行列のサイ
ズ，ベクトルの本数といったパラメータに応じて，逐次直
交化アルゴリズムを選択できることが望ましい．このよう
なオートチューニング機能を開発することが，今後の課題
の一つである．また，GMRES法をはじめとする Krylov部
分空間を用いた行列計算アルゴリズムに提案実装の導入す
ることも，今後の課題である．
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Performance and accuracy of LAPACK’s symmetric tridiag-

onal eigensolvers, SIAM J. Sci. Comput., Vol. 30, No. 3, pp.

1508–1526 (2008).

[3] Dhillon, I. S.: A new O(n2) algorithm for the symmetric tridi-

agonal eigenvalue/eigenvector problem, PhD Thesis, EECS

Department, University of California, Berkeley (1997).

[4] Dhillon, I. S., Parlett, B. N. and Vömel, C.: Glued matri-
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