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K-縮退グラフに含まれる誘導木の列挙

和佐 州洋1 有村 博紀1 宇野 毅明2

概要：本稿では，k-縮退グラフに含まれる誘導木（連結かつ非巡回な誘導部分グラフ）を，効率よく列挙す
るアルゴリズムを与える．グラフ G = (V,E)が k-縮退 (k-degenerate) であるとは，Gの任意の部分グラ
フが高々 kの次数を持つ頂点を含むときをいう．これまで，制約のある誘導部分グラフの列挙に関しては，
連結な誘導グラフ (Avis, Fukuda, DAM, 1996) や，コードレスパス，コードレスサイクル (宇野, 第 92回
アルゴリズム研究会, 2003) の列挙に関する先行研究があるが，誘導木については知られていない．最大次
数が dのとき，誘導木 1つ当たり O(d)遅延の列挙アルゴリズムは容易に構成できるが，これをどの程度
まで改善できるかは未解決の問題である．我々のアルゴリズムは，入力グラフ Gが k-縮退グラフであると
き，誘導木を 1つ当たりならし O(k)時間で列挙する．系として，kが定数ならば，誘導木を 1つたり，な
らし定数時間で列挙可能である．
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1. 序論

グラフ中の部分構造列挙問題とは，部分グラフ族に関す

る制約条件が与えられた時に，入力グラフに含まれ，かつ，

条件を満たすすべての部分構造を漏れなく重複なく列挙す

る問題である．部分構造列挙問題は，これまで広く研究さ

れてきた [1–3,6–9]．列挙アルゴリズムの研究では，遅延，

つまり，解 1つ当たりにかかる時間に着目して，研究が行

われてきた．そこで，究極の目標は，定数時間遅延を持つ

アルゴリズムを与えることである．

これまでに，部分構造列挙について，次のような結果が

示されている．以下では，入力グラフをG = (V,E)と固定

し，m = |E|をG中の辺の数，n = |V |をG中の頂点の数，
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N を解の個数とする．1970年代に，TarjanとRead [7]は，

制約条件を全域木とした時の列挙問題を研究した．彼らは，

Gが与えられた時に，すべての全域木を O(m+ n+mN)

時間で列挙するアルゴリズムを与えた．1996年に，Avisと

Fukuda [1]は，Gに含まれるすべての連結な誘導グラフを

列挙する問題を研究した．彼らは，逆探索法を用いること

で，これらを O(mnN)時間ですべて列挙するアルゴリズ

ムを与えた．宇野 [9]は，Gと頂点 s, t ∈ V が与えられた

時，sと tを結ぶすべてのコードレスパスを O((m+ n)N)

時間で，コードレスサイクルを O((m + n)N)時間で，す

べて列挙するアルゴリズムを与えた．これらのアルゴリズ

ムのならし時間遅延は，入力グラフのサイズの線形時間で

あることに注意されたい．

最近，解 1つ当たりの遅延またはならし遅延を，列挙さ

れる解のサイズ程度，または，それ以下で抑える研究が登

場してきた [3,6,8]．Shiouraと，Tamura，Uno [6]は，す

べての全域木を O(n+N)時間で列挙するアルゴリズムを
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与えた．これは，前処理の時間を除き，解 1つ当たりなら

し定数時間遅延で列挙するアルゴリズムである．Ferreira

ら [3]は，制約条件を c-部分木，つまり，c個の頂点からな

る G中の部分木とした時に，G中のすべての c-部分木を

O(cN)時間で列挙するアルゴリズムを与えた．これは，な

らし O(c)時間遅延となる．Ferreiraらの結果をさらに改

善して，Wasaら [8]は入力グラフを木に限定した時に，す

べての c-部分木を，O(n+N)時間で列挙する最適なアル

ゴリズムを与えた．これは，ならし O(1)時間遅延となる．

入力グラフが木の場合には，その部分木は誘導グラフに

なるので，Wasaらの結果は，入力グラフが木の場合に，サ

イズ cの誘導部分木が定数時間遅延で列挙可能性なことを

意味する．この結果より，木より一般的な入力グラフのク

ラスに対して，すべての誘導部分木が定数時間遅延で列挙

可能かどうかは，自然な問いである．

本論文では，この問題に対して，入力グラフが k-縮退グ

ラフであるときに，誘導木 1つ当たりならし O(k)時間遅

延で列挙するアルゴリズムを与える．これより，森や，格

子グラフ，平面グラフなどの定数縮退数を持つ入力グラフ

のクラスに対して，すべての誘導木がならし定数時間遅延

で列挙可能であることが示される．

本稿の構成は以下のとおりである．2章では，本稿で使

われる基本的な用語と問題に関する定義を与える．3章で

は，入力グラフが k-縮退グラフであるときに，すべての誘

導木をならし O(k)時間遅延で列挙するアルゴリズムを与

える．4章で，本稿のまとめと今後の課題を与える．

2. 準備

2.1 グラフ

グラフ (undirected graph) G = (V (G), E(G))を，頂点集

合 V (G)と辺集合E(G) ⊆ V (G)2の組で表す．頂点 u ∈ V

の隣接頂点集合 NG(u)を，NG(u) = {v ∈ V (G) | (u, v) ∈
E(G)}とする．頂点 u ∈ V の次数を dG(u) = |NG(u)|と
する．以下では，G は単純，つまり，多重辺と自己閉路

を持たないとする．また，文脈から明らかならば，V (G)

と，E(G)，NG(u)，dG(u)を，それぞれ，単に，V と，E，

N(u)，d(u)と書く．

G中の任意の 2頂点を u, v ∈ V とし，j 個の頂点の列を

π = (v1 = u, . . . , vj = v)とする．また，iを 1 ≤ i ≤ j − 1

を満たす任意の整数とする．ここで，任意の π に対して，

相異なる j− 1個の辺 (vi, vi+1)が Eに含まれるとき，πを

uから v へのパスといい，uから v へ到達可能であるとい

う．路の中で，j > 2かつ u = v であるとき π を閉路とい

う．Gが閉路を持たないとき，Gを非巡回であるという．

G中の任意の相異なる 2頂点間に路が存在するとき，Gは

連結であるという．
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図 1 グラフ G1 = (V1, E1)に含まれる誘導木 S1 の例．図中の太線

の頂点と辺は，誘導グラフ G1[S1] 中の頂点と辺を示す．G1

の頂点集合 V1 は，集合 {1, . . . , 7} からなり，辺集合 E1 は，

集合 {(1, 2), (1, 3), (1, 7), . . . , (5, 6)}からなる．また，S1 は，

集合 {2, 3, 5, 6, 7}からなる．ここで，S1 は連結かつ非巡回で

あるので，S1 は誘導木である．

2.2 誘導木

頂点集合 S で誘導される G の誘導グラフ (induced

subgraph) を，G[S] = (S,E[S]) と定義する．ただし，

E[S] = {(u, v) ∈ E | u, v ∈ S} とする．S のサイズを

|S|とする．誘導グラフ G[S]は，頂点集合 S から一意に

定まる．よって，以下では，文脈から明らかな場合，S と

G[S]を同一視する．S が非巡回であるとき，S を誘導森

(induced forest) と呼び，さらに，誘導森 S が連結ならば，

S を誘導木 (induced subtree) と呼ぶ（図 1）．G = (V,E)

の部分グラフ (subgraph) を G′ = (V ′, E′)とし，V ′ ⊆ V，

E′ ⊆ E[V ′]とする．

S を G の誘導木とする．頂点 x ∈ V と S の隣接数を

cnt(S, x) = |{y ∈ S | (x, y) ∈ E}|とする．隣接数は，xと

隣接する S 中の頂点の数を表す．ここで，隣接数に関して

以下の補題が得られる．

補題 1. グラフG = (V,E)中の誘導木を Sとし，Sに含ま

れない頂点を u ∈ V \ S とする．このとき，cnt(S, u) > 1

ならば，S ∪ {u}は閉路を含む．

証明. 頂点 uは，S との接続数が 2以上であるので，S 中

の相異なる頂点 v, w と隣接している．また，S は連結で

あるので，S 中で v から wまでパスが存在する．よって，

S ∪ {u}は，閉路 c = (u, v, . . . , w, u)を含む． ■

2.3 K-縮退グラフ

グラフGのすべての誘導グラフが，次数 k以下の頂点を

持つ時，Gは k-縮退グラフ (k-degenerate graph) である

といい [4]，これを満たす最小の kを，Gの縮退数と呼ぶ．

例 1. 定数の縮退数を持つグラフクラスとして，木や，格

子グラフ，外平面グラフ，平面グラフが挙げられ，その縮

退数は，それぞれ，1，および，2，2，5である．

ここで，以下の補題が成り立つ．

補題 2. G = (V,E)をグラフとし，kを整数とする．この

とき，以下はすべて等価である．

( 1 ) グラフGのすべての誘導グラフが，次数 k以下の頂点

を持つ．

( 2 ) グラフGのすべての部分グラフが，次数 k以下の頂点
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を持つ．

( 3 ) 条件 ∀u ∈ V, |{v ∈ V | v ∈ N(u), σG(u) < σG(v)}| ≤
k . . . (∗) を満たす全単射関数 σG : V → {1, . . . , |V |}が
存在する．

( 4 ) 次数 k 以下の頂点とそれに隣接する辺を Gから繰り

返し除くことで，GがK1 グラフになる．

証明. (1) → (2): グラフ Gのすべての誘導グラフが，次

数 k以下の頂点を持つとする．ここで，G中のある部分グ

ラフを G′ = (V ′, E′)とすると，G[V ′]の辺集合 E[V ′]は，

E′ ⊆ E[V ′]である．よって，G[V ′]は次数 k以下の頂点を

持つことから，S は次数 k 以下の頂点を持つ．(2) → (3):

グラフ G = (V,E)のすべての部分グラフが，次数 k 以下

の頂点を持つとする．このとき，G1 = Gは k以下の頂点

を持つことから，その頂点を u1とし，σG(u1) = 1とする．

つぎに，G2 = (V \ {u1}, E[V \ {u1}])は，同様に次数 k以

下の頂点を持ち，その頂点を u2とし，σG(u2) = 2とする．

これを繰り返すことで，条件 (*)を満たす σを構成できる．

(3) → (4): 条件 (*)を満たす σ を，Gに与えたと仮定す

る．このとき，σに関して，小さい頂点から順に Gから除

くことで，K1 が得られる．(4) → (1): 次数 k 以下の頂点

とそれに隣接する辺をGから繰り返し除くとし，最初に除

く頂点を u1，次に除く頂点を u2 とし，最後に残った頂点

を u|V | とする．ここで，任意の 1 ≤ i ≤ |V |に対して，Gi

を Vi = {ui, . . . , u|V |}で誘導されるグラフ Gi = G[Vi]と

する．このとき，ui を含む任意の頂点集合 U から誘導さ

れるグラフGi[U ]において，uiはGi[U ]中で，次数が高々

kの頂点である．よって，グラフ Gのすべての誘導グラフ

は，次数 k以下の頂点を持つ． ■

補題 2の (3)の条件 (*)を満たす σGの例を図 2に与える．

ここで，u < v(u > v)，つまり，頂点 u ∈ V が頂点 v ∈ V よ

り小さい（大きい）とは，σG(u) < σG(v)(σG(u) > σG(v))

を満たすときをいい，全単射関数 σG を Gの順序という．

以下では，文脈から明らかならば，σG を単に σと書く．

補題 2の (3)は，グラフが k-縮退グラフならば，任意の

頂点 u ∈ V に対して，uの隣接頂点集合 N(u)中で，uよ

りも大きい頂点の数が高々 kであるような順序が存在する

ことを示している．任意の k-縮退グラフ Gに対して，G

の順序 σを与える線形時間アルゴリズム [5]が，Matulaと

Beckによって与えられている．さらに，Matulaと Beck

のアルゴリズムを用いて，Gの縮退数を得ることができる．

2.4 列挙アルゴリズム

本節では，列挙アルゴリズムの定義を与える．列挙問題

Πに対する列挙アルゴリズムとは，インスタンス I を受け

取り，解集合 S(I)に含まれるすべての解 S を漏れ無く重

複無く出力するアルゴリズム Aをいう．本稿で扱う問題

を，以下に定義する．

5 2 13746

1

2
3

4

5

6

7
G1

図 2 グラフ G1 = (V1, E1) に対して，順序 σ1 を与えた例．矢印

を挟んで左右のグラフは同型である．右のグラフでは，頂点が

左から右に昇順で並んでいる．すなわち，σ1(6) = 1, σ1(4) =

2, . . . , σ1(1) = 7 である．また，G1 は 2-縮退グラフであり，

σ1 は補題 2 の (3) の条件 (*) を満たしている．

問題 1. G = (V,E)を入力グラフとする．このとき，誘導

木をなす頂点集合 S ⊆ V をすべて列挙せよ．

ここで，n = |I|とし，N = |S(I)|とする．このとき，任
意の多項式 p(·)に対して，アルゴリズム Aがならし多項

式遅延列挙アルゴリズムであるとは，入力 I を受け取り，

Aが停止するまでの時間計算量が O(N · p(n))であるよう
なアルゴリズムをいう．また，O(p(n))をならし多項式時

間遅延という．

3. 提案アルゴリズム

本章では，入力グラフ G = (V,E)が k-縮退グラフであ

るときに，Gに含まれる誘導木を，ならし O(k)時間遅延

で列挙する，分割法をベースにしたアルゴリズムを与える．

3.1 候補集合

本節では，誘導木に追加しても誘導木の性質を保つ頂点

の集合である，候補集合の関する定義を与える．まず，以

下に，候補集合の定義を与える．

定義 1. グラフ G = (V,E)中の誘導木を S とする．この

とき，候補集合 Can(S)を以下のように定義する：

Can(S) = {u ∈ V \ S | cnt(S, u) = 1}.

補題 3. グラフ G = (V,E)中の誘導木を S とし，頂点 u

を S に含まれない頂点とする．ここで，頂点 uが S の候

補集合に含まれるならば，その時に限り，S ∪ {u}は誘導
木である．

証明. まず，十分条件を示す．u ∈ Can(S)と仮定する．

このとき，cnt(S, u) = 1であることから，S ∪ {u}は連結
であり，また，少なくとも uを含む閉路を含まない．よっ

て，S も閉路を含まないことから，S ∪ {u}は誘導木であ
る．次に，必要条件を示す．S ∪ {u}が誘導木であると仮
定する．このとき，uは S ∪ {u}中で，次数 1以上である．

一方，uの次数が 2以上とする．このとき，S ∪{u}は uを

通るパス πを持ち，πの両端の頂点を s, tとする．ここで，

S ∪ {u}が誘導木であることから，sから tまでのパスは，

πのみである．よって，Sにおいて，sから tへは到達可能

ではなく，S は非連結である．したがって，cnt(S, u) = 1
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図 3 手続き ISE(G = (V,E))： G中のすべての誘導木を列挙する

主手続き．
Step I1. 補題 2 の (3) の (*) を満たす順序を計算する．
Step I2. ∅ を出力する．
Step I3. u を V 中の最小の頂点とする．
Step I4. S を {u} とし，Can(S) を求める．
Step I5. Rec(S,Can(S)) を呼び出す．
Step I6. G から u を除く．
Step I7. G が空でなければ，Step I3 に戻る．

である． ■

補題 3は，サイズ i+ 1 > 0の任意の誘導木を得るには，

サイズ iのある誘導木 S に，候補集合 Can(S)中の頂点を

加える事が，必要十分条件であることを示している．

3.2 アルゴリズム

本節では，入力グラフ G = (V,E)に含まれるすべての

誘導木を列挙する提案アルゴリズムを与える．

提案アルゴリズムの概要を以下に述べる．V の部分集合

をすべて含む集合族を S(V )とし，S(V )を探索空間と呼

ぶ．ここで，V 中の頂点 vを含む S(V )の部分探索空間を

Sv+(V )とし，含まない部分探索空間を Sv−(V )とする．提

案アルゴリズムは，探索空間 S を，部分探索空間 Sv+(V )

と Sv−(V )の互いに素な空間へ再帰的に分割しながら，部

分探索空間を探索することで，誘導木を列挙するアルゴリ

ズムである．

提案アルゴリズムは，候補集合を用いることで，探索空

間を枝刈りし，効率よく列挙するアルゴリズムである．具

体的には，誘導木 S の候補集合が空である場合，補題 3よ

り，V \ S 中のいかなる頂点 uを加えても，S ∪ {u}は閉
路を持つ．したがって，提案アルゴリズムは，候補集合が

空になるまで，候補集合中の頂点を追加し，空になったと

き，それ以降の分割を行わず，他の部分探索空間を探索す

ることで効率化を図る．

提案アルゴリズムのメインルーチン ISE とその手続

き Rec の擬似コードを，図 3 と図 4 に与える．手続き

ISE(G = (V,E))は，入力として無向グラフG = (V,E)を

受け取る．ISEは，まず，空な誘導木を出力する．次に，

サイズ 1からなる誘導木とその候補集合を入力とする再帰

手続き Recを呼び出し，それをすべての頂点について行

うことで，Gに含まれるすべての誘導木を出力する．

手続き Rec(S,Can(S))は，入力として，G中の誘導木

S と S の候補集合 Can(S)を受け取る．Recは，まず，S

を出力する．次に，S よりサイズが 1つ大きい誘導木を出

力するために，候補集合中の頂点 uを加えた誘導木 S∪{u}
とその候補集合を入力とする Recを，再帰的に呼び出す．

これをすべての候補集合中の頂点に対して行う．

次に，提案アルゴリズムの正当性に関する定理を与える．

定理 1. 提案アルゴリズムは入力グラフG中の誘導木すべ

図 4 手続き Rec(S,Can(S))

Step R1. S を出力する．
Step R2. u を Can(S) 中の最小の頂点とする．
Step R3. Can(S ∪ {u}) を求める．
Step R4. Rec(S ∪ {u}, Can(S)) を呼び出す．
Step R5. G と Can(S) から u を除く．
Step R6. Can(S) が空でなければ，Step R2 に戻る．

てを，漏れなく重複なく列挙する．

証明. (I) まず，アルゴリズムが誘導木を漏れなく出力す

ることを，出力される誘導木のサイズに関する帰納法を用

いて示す．サイズが 0の誘導木は，Step I2で出力される．

次に，サイズが 1の誘導木について考察する．Step I5で，

V 中の一つの頂点 uからなる集合 Sと Can(S)を引数とし

て，Recを呼び出し，Step R1で Sを出力している．これ

を V 中のすべての頂点に関して行っているので，ISEは，

サイズ 1のすべての誘導木を出力する．次に，サイズ iの

誘導木 S がすべて出力されたと仮定する．このとき，アル

ゴリズムは，S を出力した後，S に Can(S)中の頂点一つ

を加えた誘導木 S′と S′の候補集合を引数として，Recを

再帰的に呼び出し，これを Can(S)中の頂点全てに対して

行う．また，補題 3より，サイズ i+ 1の任意の誘導木は，

サイズ iのある誘導木に候補集合中の頂点を追加すること

で，生成できる．よって，仮定より，サイズ iの誘導木は

すべて出力されるため，サイズ i + 1の誘導木はすべて出

力される．以上の議論から，アルゴリズムは，G中の誘導

木を漏れなく出力する．

(II) 次に，出力に重複がないことを，数学的帰納法を用

いて示す．アルゴリズムは，明らかに，サイズ 0とサイズ

1の誘導木を重複なく出力する．また，サイズ i ≥ 1まで

の誘導木が重複なく出力されたと仮定する．ここで，サイ

ズ i + 1の誘導木 S ∪ {u, v}が出力される回数について考
察する．ただし，S をサイズ i − 1の誘導木とし，u, v を

u < vを満たす V \ S 中の頂点とする．
このとき，次の 2つの場合がある．(II.a)まず，u ∈ N(v)

のとき，uまたは vのいずれかが Can(S)に含まれ，もう

一方が Can(S ∪ {w})に含まれる．ただし，wは，u, v の

うち，Can(S)に含まれる頂点とする．よって，追加され

る順番は，一意に決まる．(II.b) 次に，u ̸= N(v)のとき，

u, vともに，Can(S)に含まれる．このとき，uより先に v

を追加すると，uは vよりも小さいため，Step R5で，uは

Gから除かれている．よって，アルゴリズムは，u, vとも

に Sに追加するとき，必ず uから先に追加する．したがっ

て，(II.a)と (II.b)より，uと v ともに S に追加される順

番は，一意であり，サイズ i + 1の誘導木は一度しか出力

されない．(I)と (II)より，題意は示された． ■

3.3 計算量の解析

本節では，提案アルゴリズムの計算量を解析する．まず，
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Can(S)と Can(S ∪ {u})との差分から，Can(S ∪ {u})を
計算する方法を，次に与える．

補題 4. グラフ G = (V,E)中の誘導木を S とし，頂点 u

を S の候補集合 Can(S)中の頂点とする．このとき，以下

が成り立つ：

Can(S ∪ {u}) = (Can(S) ∪ Γ) \∆.

ただし，Γ = {v ∈ N(u) | cnt(S, v) = 0}とし，∆ = ({v ∈
N(u) | cnt(S, v) > 0} ∪ {u})とする．

証明. (I) Can(S ∪ {u}) ⊆ (Can(S) ∪ Γ) \∆ を示す．w

を Can(S ∪ {u})中の任意の頂点とする．このとき，定義
より，cnt(S ∪{u}, w) = 1であるので，wは，S ∪{u}中で
uと u以外のただひとつの頂点 xの，いずれか一方と隣接

している．よって，w /∈ ∆である．また，w ∈ N(u)のと

き，w ∈ Γであり，さらに，w /∈ N(u)のとき，w ∈ Can(S)

である．よって，w ∈ (Can(S) ∪ Γ) \ ∆ であるので，

Can(S ∪ {u}) ⊆ (Can(S) ∪ Γ) \∆である．
(II) Can(S ∪ {u}) ⊇ (Can(S) ∪ Γ) \ ∆ を示す．w を

(Can(S)∪ Γ) \∆中の任意の頂点とする．まず，u ∈ ∆で

あるので，w ̸= uである．また，w /∈ S である．次に，w

と S ∪ {u}との接続数を考える．ここで，Can(S)と Γは

互いに素であるので，以下のように場合分けする．(II.a)

w ∈ Can(S)のとき，wは，S中のただひとつの頂点と隣接

している．さらに，N(u)と隣接し，かつ S中の頂点と隣接

している頂点は∆に含まれるので，cnt(S ∪{u}, w) = 1で

ある．(II.b) w ∈ Γであるとき，wは，S∪{u}中で uのみと

隣接する．よって，(II.a)と (II.b)より，cnt(S∪{u}, w) = 1

である．(I)と (II)の議論から，題意は示された． ■

次に，頂点 uの回避集合に関する定義を与える．

定義 2. グラフ G = (V,E)中の誘導木 S と頂点 u ∈ V に

対して，uの回避集合 AvoS(u)を以下のように定義する：

AvoS(u) = {v ∈ N(u) | v < u, cnt(S, v) ≥ 1}.

ただし，頂点の大小は，σによって定まる順序とする．

誘導木Sにおける回避集合族をAvo(S) =
∪

u∈V AvoS(u)

とする．回避集合に関して，補題 1より，以下の補題が直

ちに得られる．

補題 5. G中の誘導木を S とし，候補集合 Can(S)中の頂

点を uとする．このとき，vが uの回避集合 AvoS(u)中の

頂点ならば，v /∈ Can(S ∪ {u})である．
次に，候補集合を更新するための ISEの手続きである

UpdateCandidateとその副手続き UpdateAvoidの擬

似コードを図 5と 6に与える．それぞれの詳細を与える．

手続き UpdateCandidate(S,Can(S), Avo(S), u =

minCan(S)) は，入力として誘導木 S と，その候補集合

Can(S)，回避集合族Avo(S)，Sに加える候補集合中で最小

の頂点 u = minCan(S)を受け取る．UpdateCandidate

図 5 手 続 き UpdateCandidate(S,Can(S), Avo(S), u =

minCan(S))

Step C1. Can(S ∪ {u})← Can(S) \ {u} とし，Avo(S ∪ {u})←
Avo(S) とする．

Step C2. N(u)\AvoS(u)中の各頂点 v に対して，Step C3と Step

C4 を繰り返す．
Step C3. cnt(S, v) = 0 なら，Can(S ∪ {u}) に v を加え，

UpdateAvoid(v, u) を呼び出す．
Step C4. cnt(S, v) > 0 なら，Can(S ∪ {u}) から v を除く．
Step C5. Can(S ∪ {u}) を返す．

図 6 手続き UpdateAvoid(v, u)

Step A1. N(v)中の各頂点wに対して，v < wならば，AvoS∪{u}(w)

に v を加える．

は，uの回避集合以外の隣接頂点に対して，S との隣接数

で場合分けをしながら，Can(S)と Can(S ∪ {u})の差分
を計算することで，候補集合を更新する．

手続き UpdateAvoid(v, u)は，UpdateAvoidは，入

力として頂点 vと追加頂点 uを受け取り，vの隣接頂点す

べてに対して，その回避集合を更新する手続きである．

補題 6. UpdateCandidateは，入力を誘導木 S と，そ

の候補集合 Can(S)，回避集合族 Avo(S)，候補集合中の最

小の頂点 u = minCan(S)としたとき，S ∪ {u}の候補集
合 Can(S ∪ {u})を正しく返し，さらに回避集合を正しく
更新する．

証明. (I)まず，UpdateCandidateが，補題 4のCan(S∪
{u}) = (Can(S) ∪ Γ) \ ∆に対応しているか考察する．u

が，Can(S)中で最小であることから，AvoS(u)は，Can(S)

中の頂点を含まない．さらに，AvoS(u) 中の頂点は，補

題 5より，Can(S ∪ {u})中に含まれない．よって，これ
らから，AvoS(u)と Γ，AvoS(u)と ∆はそれぞれ互いに

素である．したがって，Step C3で追加される頂点の集合

は，Γに対応し，Step C4で削除される頂点の集合は，∆

に対応しているので，候補集合を正しく更新する．(II) 次

に，回避集合については考察する．ある頂点 w の回避集

合 AvoS∪{u}(w)に頂点 v が追加されるのは，w より小さ

い wの隣接頂点で，かつその接続数が，cnt(S, v) = 0から

cnt(S ∪ {u}, v) = 1になる時である．このような頂点は，

Step C3の条件を満たす頂点 v であるので，Step C3で呼

び出される UpdateAvoid で，正しく更新される．よっ

て，(I)と (II)から，題意は示された． ■

提案アルゴリズムは，手続きUpdateCandidateとUp-

dateAvoidを用いて，候補集合の計算を行う．次に，本

論文の主定理を述べる．

定理 2. 提案アルゴリズムは，入力グラフG = (V,E)中に

含まれるすべての誘導木を，前処理に O(|V | + |E|)時間，
解 1つ当たりならし O(k)時間遅延で，漏れなく重複なく

列挙する．
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証明. 提案アルゴリズムの正当性は，定理 1と補題 6か

ら明らかである．以下では，時間計算量について議論す

る．アルゴリズムは，まず，順序を得るために，Matulaと

Beck [5]のアルゴリズムを用いることで，O(|V |+ |E|)時
間かかる．また，すべての頂点に関して，回避集合を空集

合に初期化する必要がある．よって，前処理にかかる時間

は，O(|V |+ |E|)時間である．
次に，誘導木 1つ当たりにかかる時間を考察する．Step

I2 と Step I3 にかかる時間は，O(1) 時間である．また，

Step I4にかかる時間は，O(1)時間である．Step I6は，u

を実際に Gから削除すると，O(d(u))かかってしまうが，

擬似的に uの接続数を 1にして UpdateAvoid(u)を実行

することで，アルゴリズムの正当性を失わずに，Gから削

除したときと同じ処理を実現できる．Step I7は，O(1)時

間で判定できる．

最後に，Step I4にかかる時間，つまり，候補集合の更新手

続き UpdateCandidateにかかる時間を考察する．Step

C1は，実際にはコピーせず，また，集合を双方向連結リ

ストで実装することで，O(1)時間で実行できる．Step C2

にかかる時間は，O(1)時間である．次に，Can(S ∪ {u})
のサイズを cとする．ここで，UpdateAvoid(v)は，vの

隣接頂点で，かつ vより大きい頂点の数は，高々 k個であ

るから，O(k)時間で実行できる．よって，Step C3にかか

る時間は，O(ck)時間である．また，Step C4にかかる時

間は，この条件を満たす頂点はすべて uより大きいため，

O(k)時間である．したがって，誘導木 1つ当たり O(ck)

時間かかる．ここで，この誘導木に候補集合中の頂点を加

える事で生成される誘導木の数が，c個であることから，こ

れらの誘導木に O(k)時間ずつ時間を割り振るとする．こ

のとき，各誘導木に割り当てられる時間計算量は，アルゴ

リズム全体を通して，高々 1回である．

よって，誘導木 1つ当たりにかかる時間は O(k)時間で

ある．ここまでの議論を，誘導木の出力を差分で出力する

とすると，同様の議論を Recに関しても行えるので，提

案アルゴリズムは，入力グラフ G = (V,E)中に含まれる

すべての誘導木を，O(|V | + |E|)時間の前処理のあとに，
ならし O(k)時間遅延で，漏れなく重複なく列挙する． ■

定理 2より，次の系が直ちに導かれる．

系 1. 入力グラフ G = (V,E)が定数縮退グラフであると

する．このとき，Gに含まれるすべての誘導木は，ならし

定数時間遅延で列挙可能である．

4. 結論

本稿では，入力グラフ Gが k-縮退グラフ中であるとき

に，Gに含まれるすべての誘導木を，ならしO(k)時間遅延

で列挙するアルゴリズムを提案した．これにより，定数縮

退数を持つ入力グラフのクラスに対して，すべての誘導木

がならし定数時間遅延で列挙可能であることが示された．

今後の課題として，ならしではなく，厳密に O(k)時間

遅延で列挙できるアルゴリズムが存在するかどうかが，未

解決問題である．また，入力グラフが k-縮退グラフである

ときに，他の部分グラフを効率よく列挙する方法があるか，

が挙げられる．
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