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テクニカルノート

遅延ジッタの確率的な一評価方法について

江 部 文 隆† 今 井 博 英†† 角 山 正 博†††

マルチメディアデータのように，データ処理時間に制限が課されているシステムにおける平均遅延
時間とジッタを求める方法を示す．本方法では一般化確率ペトリネット（GSPN）によってモデル化
されたコンピュータシステムのモデルを用いて縮約可達グラフを求め，グラフから得られる処理の経
路に基づき本稿に示した式を用いて平均遅延時間とジッタ（標準偏差）を導出する．また，ネットワー
クゲームを処理するシステムに本方法を適用した例をあわせて示す．

A Probabilistic Evaluation Method for Delay-jitter Analysis

Fumitaka Ebe,† Hiroei Imai†† and Masahiro Tsunoyama†††

This paper proposes a probabilistic evaluation method for system analysis. Mean delay time
and jitter (standard deviation of delay time) of processing time in a system can be obatained
using the equations shown in the paper and the GSPN (Generalized Stochastic Petri Net)
model for the system. An example of evaluation for a system processing network game is also
shown in the paper.

1. は じ め に

コンピュータネットワークを用いた画像配信やネッ

トワークゲームのような，音声や動画像等のリアルタ

イム性を持つデータを扱うサービスが普及しつつあ

る．また，このようなサービスにおけるデータの品質

を確保するために，データに応じて優先的に処理を行

う QoS 制御が用いられるようになりつつある1)．こ

のようなシステムの性能を評価するために，従来のス

ループットやデータの損失あるいは誤り等に加えて，

データの処理が終了するまでの時間（遅延時間）の平

均値やその変動（ジッタ）の評価が求められている．

遅延時間の評価には，広く用いられているシミュレー

ションによる方法のほかに，待ち行列モデルを用いた

文献 2)や 3)等がある．しかし，待ち行列モデルを用

いてシステムをモデル化するのは容易ではなく，また

シミュレーションによってジッタを高精度で求めるた
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めには，多数回の試行を必要とするため長い時間と多

くの費用が必要になるという問題がある．これらの問

題点に対処するために，比較的容易にシステムをモデ

ル化できる一般化確率ペトリネット（GSPN）を用い

てシステムをモデル化し，モデルに基づいて解析的に

遅延時間の平均値とジッタを求める方法が検討されて

いる4),5)．

本稿では QoS制御を行うシステムを評価するため

に，GSPNを用いてモデル化されたコンピュータシス

テムにおける遅延時間の平均値とジッタを求める方法

を示し，そのための式を導出する．なお，ここでは遅

延時間の平均値からの差分をジッタと呼び，遅延時間

の標準偏差によってこれを評価する．最後に提案する

方法を用いてネットワークゲームを処理するシステム

を評価した例を示す．

2. 一般化確率ペトリネットと可達グラフ

一般化確率ペトリネット（GSPN）はプレース，ト

ランジション，プレースとトランジションを結ぶアー

ク，およびトークンからなる6)．トランジションは発

火条件が満たされたときにただちに発火する瞬間トラ

ンジションと，確率的に決まる時間の後に発火する時

間トランジションに分けられる．ペトリネットの各プ

レースにトークンを割り当てることをマーキングとい
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い，発火可能なトランジションが発火することによっ

てマーキングが変化する．マーキングMa から発火を

繰り返すことによって到達できるマーキングの集合を

可達集合 RS(Ma) と呼び，可達集合のすべてのマー

キングを含む被覆グラフを可達グラフという．

GSPN には時間トランジションだけを発火可能に

するタンジブルマーキングと，瞬間トランジションを

発火可能にするバニシングマーキングがある．GSPN

の可達グラフは，バニシングマーキングを縮約するこ

とによってマルコフ連鎖の状態遷移図に対応させるこ

とができる．本稿では，縮約された可達グラフのマー

キングと，マルコフ連鎖の状態遷移図を同じ意味で用

いる．

3. 遅延ジッタの解析

3.1 処理の経路

優先度に基づいて処理を行うクライアントサーバシ

ステムを考える．あるホストで処理の要求が発生する

と要求がサーバに伝えられ，サーバでは優先順位を考

慮したスケジューリングが行われる．サーバの処理が

終了すると，結果は再び処理を要求したホストに返さ

れる．GSPNを用いたシステムのモデルにおいては，

このような一連の動作が前章で述べた発火の系列で表

される．すなわち，処理要求の発生に対応するトラン

ジションの発火によって処理要求の発生が表され，処

理結果の受け取り完了に対応するトランジションの発

火によって処理がすべて終了したことが表される．し

たがって，処理要求が発生してから処理が終了するま

での発火の系列の滞在時間を求めることによって遅延

時間を求めることができる．また，システム中では他

のホストの処理要求の発生によって処理状況が変わる

ため，このような経路は複数存在する．このような処

理の経路を次のように定義する．なお，処理要求の発

生間隔および処理時間は指数分布に従うものとする．

定義 1 縮約可達グラフ上のマーキングMs を始点

とし，Me を終点とする発火系列中のトランジション

とマーキングからなる系列（Ms[tα > · · · tβ > Me）

を Ms から Me に至る経路（以下単に経路）と呼び，

Ms を始点マーキング，Me を終点マーキングという．

また，Ms から Me に至る経路が Nse 個存在すると

き，経路を P
(i)
se （1 ≤ i ≤ Nse）と表す．

ただし，経路中のマーキングは図 1 に示すように，

Ms は処理要求が発生可能な状態，Ma は要求が発生

した結果遷移した状態，Mb は最後の処理が実行中で

ある状態，Me は処理が終了して遷移した状態を表す．

処理が開始されてから終了するまでの時間は，図 1 に

図 1 処理の経路
Fig. 1 Processing path.

示す発火系列のマーキングMa からMb までの滞在時

間の和によって表される．これを始点マーキング Ms

から終点マーキング Me に至る経路の滞在時間と呼

び，T
(i)
se と表す．なお，ここで T

(i)
se には始点マーキ

ング Ms と終点マーキング Me の滞在時間は含まれ

ていない．

3.2 経路の選択率

複数の経路があるとき，実際の処理はその中の唯一

の経路に沿って実行され，どの経路が選択されるかは

確率的に決まる．また，経路に沿った処理が行われる

頻度は，始点マーキング Ms に遷移する回数によって

決まる．経路 i に沿った処理が行われる平均回数を経

路 i の選択率と呼び，R(P
(i)
se ) と表す．これは次の補

題で与えられる．ここで P (Ms) はマーキング Ms の

定常確率である．

補題 1 経路の選択率

R(P (i)
se ) = ΛMs × P (Ms) ×

b∏
j=s

λjk

Λj

Λj =

nj∑
i=1

λji

（証明） マーキング Mj から Mk へ遷移する確率は，

Mj から出て行く推移率の総和 Λj と Mk への推移率

λjk の比によって決まる．また，経路上のマーキング

Mj の滞在時間 t が次式の確率密度関数に従い，Ms

の平均滞在時間が平均 1/ΛMs の指数分布に従うこと

から7) 補題が成り立つ．

pMj (t) = Λj exp(−Λjt)

3.3 平均遅延時間とジッタ

経路上のマーキング Mj の滞在時間 t が平均 1/Λj

の指数分布に従うことから，経路全体の滞在時間の確

率密度関数は図 1 中の Ma から Mb までの確率密度

関数の畳み込みにより求めることができる．この畳み

込みを行うために，まず経路上で推移率の総和が等し

いマーキングどうしをまとめてアーラン分布で表す．

マーキング Mj の推移率の総和を Λj とし，これと

等しい推移率の総和を持つマーキングが nj 個あると

き，これらのマーキングの滞在時間の和は nj 相アー

ラン分布で表される．したがって，経路中に推移率の

異なるマーキングが l 種類あるとき，経路の滞在時間
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図 2 解析例の GSPN モデル
Fig. 2 GSPN model of the example.

の原点まわりの 1次および 2次モーメントは次の補題

で与えられる．

補題 2 経路の滞在時間の原点まわりの 1次および

2次モーメント

E(T (i)
se ) =

l∏
j=1

Λ
nj

j

{
l∑

k=1

nk∑
r=1

(
ckr

r

Λr+1
k

)}

E(T (i)
se

2
) =

l∏
j=1

Λ
nj

j

{
l∑

k=1

nk∑
r=1

(
ckr

r(r + 1)

Λr+2
k

)}

ckr =
1

(nk−r)!
lim

s→−Λk

[
nk−r∑
u=0

nk−rCu

(
u∑

v=0

uCv

(
· · ·

u∑
w=0

uCw

(
g
(u)
1 g

(v)
2 · · · g(w)

l

)
· · ·
))]

gj =
1

(s + Λj)nj

（証明） 付録 1参照

処理の要求が発生してから処理結果を受け取るまで

の遅延時間 τ の平均値 E[τ ] とその分散 V [τ ] は次の

定理で与えられる．ここで，A は始点マーキングと終

点マーキングの順序対からなる集合である．

定理 1 遅延時間の平均値とその分散

E[τ ] =

∑
(s,e)∈A

Nse∑
i=1

[
R(P (i)

se )E(T (i)
se )
]

∑
(s,e)∈A

Nse∑
i=1

R(P (i)
se )

V [τ ] =

∑
(s,e)∈A

Nse∑
i=1

[
R(P (i)

se )E(T (i)
se

2
)
]

∑
(s,e)∈A

Nse∑
i=1

R(P (i)
se )

− E[τ ]2

（証明） 補題 1および 2より明らか．

4. 解析例と評価

クライアントに優先順位が定められているネット

ワークゲームを処理するシステムを取り上げる．ただ

し，説明を簡単にするためにネットワーク部分につい

ては省略してある．このシステムは高優先度のクライ

アント 1 台，低優先度のクライアント 9 台，および

サーバ 1台の計 11台のホストからなっており，ここ

では低優先度のクライアントに対する平均遅延時間

とジッタを求める．このシステムでは，各クライアン

トがサービスを利用するときにサーバへ接続してセッ

ションを確立し，クライアントはサービスを利用して

いる間サーバへの処理要求を頻繁に行う．なお，サー
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バへのセッション確立要求および処理要求はポアソン

分布に従うものとし，サーバの処理時間は指数分布に

従うものとする．

このシステムの GSPNを用いたモデルを図 2 に示

す．モデル中の Tagged Clientが解析の対象となるク

ライアントであり，High Priority Clientが高優先順位

のクライアントを，Other Clientsが同じ優先順位の他

のクライアントを表している．トランジション t sr tag

の発火によって Tagged Clientからの処理要求の発生

が表され，t sps tagの発火によってサーバでの処理の

開始が，また t spe tagの発火によってサーバでの処

理の終了が表される．また，ここではサービスを利用

していない時間を表す t ss tagの発火遅延およびサー

ビスの継続時間を表す t tu tagの発火遅延を 60 [sec]

に，処理時間の平均値を 0.01 [sec]と 0.02 [sec]の 2通

りに設定している．処理要求の発生間隔を 0.05 [sec]か

ら 1.0 [sec]まで変化した場合の解析結果とシミュレー

ション結果を図 3，図 4 に示す．なお，モデルから

縮約可達グラフを求める際に TimeNET 8) を用いて

いる．

図 3 平均遅延時間
Fig. 3 Mean delay time.

図 4 ジッタ
Fig. 4 Jitter.

図から明らかなように，本方法によって求めた値と

シミュレーションから得られた値はほぼ一致してい

る．この結果から，要求発生間隔が短くなるに従って

平均遅延時間とジッタが増加するが，要求発生間隔が

1 [sec]と 0.05 [sec]の場合を比較すると，平均処理時間

が 0.02 [sec]の場合には平均遅延時間およびジッタと

もに約 60%増加し，平均処理時間が 0.01 [sec]になっ

た場合には約 28%程度におさまっていること等を解析

できる．

5. む す び

QoS制御を行うシステムを評価するために，優先度

に従って処理を行う GSPNを用いてモデル化された

システムについて，モデルから導出した縮約可達グラ

フを用いて遅延時間の平均値とジッタを解析的に求め

る方法を示した．また，本方法をネットワークゲーム

を処理するシステムに適用した例を示し，シミュレー

ションによる値とほぼ等しい結果が得られることを示

した．本方法を用いることによって，多数回のシミュ

レーションを繰り返すことなく，精度の高いジッタを

求めることができる．

今後は，平均値とジッタを求める際の繰返し計算ア

ルゴリズムを改良して処理の高速化を図るとともに，

本稿に示した例以外のシステムに適用して本方法を評

価する予定である．

参 考 文 献

1) Shin, J., Lee, D.C. and Kuo, C.-C.J.: Qual-

ity of Service for Internet Multimedia, Prentice

Hall, New Jersey (2004).

2) Kato, J., Shimizu, A. and Goto, S.: End-to-

End Delay Distribution on the Internet, IEICE

Trans. Inf. & Syst., Vol.E82-Q, No.4, pp.762–

768 (1999).

3) Oliner, A.J., Rudolph, L., Sahoo, R.K.,

Moreira, J.E. and Gupta, M.: Probablistic

QoS Guarantee for Super Computing Systems,

Proc. Internat. Conf. on Dependable Systems

and Networks (DSN2005 ), pp.634–643 (2005).

4) German, R.: Performance Analysis of Com-

munication Systems, Wiley (2000).

5) Ikeda, N., Imai, H., Tsunoyama, M. and Ishii,

I.: An Evaluation of Mean Delay and Jitter for

802.11e WLAN, Supplemental Volume of the

2005 Internat. Conf. on Dependable Systems

and Networks, pp.32–33 (2005).

6) Marsan, M.A., Conte, G.B.G., Donatelli, S.

and Franceschinis, G.: Modeling with Gener-

alized Stochastic Petri Nets, John Wiley and



2438 情報処理学会論文誌 July 2007

Sons (1996).

7) Durett, R.: Essentials of Stochastic Process,

Springer-Verlag (1999).

8) http://pdv.cs.tu-berlin.de/timenet/

付 録

A.1 補題 2の証明

推移率の総和が Λj であるマーキングが nj 個あっ

たとき，これらのマーキングの滞在時間は

fj(t) =
1

(nj − 1)!
Λjt

nj−1 exp(−Λjt)

の nj 相アーラン分布に従う．

経路 P
(i)
se 内の発火率が Λ1, Λ2, · · · , Λl の l 種類あ

るとき，この経路の滞在時間の確率密度関数は

f(T (i)
se ) = f1(t) ∗ f2(t) ∗ · · · ∗ fl(t)

となる．ここで，f1(t) ∗ f2(t) ∗ · · · ∗ fl(t) についてラ

プラス変換すると，

L(f1(t) ∗ · · · ∗ fl(t)) =
Λn1

1 · · ·Λnl
l

(s + Λ1)n1 · · · (s + Λl)nl

となる．さらにこれを部分分数展開をすると，
l∏

j=1

Λ
nj

j

{(
c11

s + Λ1
+ · · · + c1n1

(s + Λ1)n1

)
+ · · ·

+

(
cl1

s + Λl
+ · · · + clnl

(s + Λl)nl

)}

=

l∏
j=1

Λj

l∑
k=1

nk∑
r=1

ckr

(s + Λk)r

となる．ただし，

ckr =

lim
s→−Λk

dnk−r

dsnk−r

{
(s + Λk)nk

(s + Λ1)n1 · · · (s + Λm)nm

}
(nk − r)!

である．ここでライプニッツの公式を用いて展開した

後逆ラプラス変換すると，

f1(t) ∗ · · · ∗ fl(t) =
l∏

j=1

Λj

l∑
k=1

nk∑
r=1

(
ckr

(r − 1)!
tr−1 exp(−Λkt)

)

となる．これより，滞在時間の原点まわりの 1次モー

メントは

E(T
(i)
se ) =

∫ ∞

0

t{f1(t) ∗ · · · ∗ fl(t)}dt

=

l∏
j=1

Λ
nj

j

l∑
k=1

nk∑
r=1

(
ckr

r

Λr+1
k

)

となる．同様に，滞在時間の原点まわりの 2次モーメ

ントは

E(T
(i)
se

2
) =

∫ ∞

0

t2{f1(t) ∗ · · · ∗ fl(t)}dt

=

l∏
j=1

Λ
nj

j

l∑
k=1

nk∑
r=1

(
ckr

r(r + 1)

Λr+2
k

)

となる．
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