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あらまし ペアリング暗号は，拡大体GF(pn)上の離散対数問題を安全性の基礎の一つとする．素体
GF(p)上の離散対数問題に対する現在漸近的に最速の解法として数体篩法 (JL03-NFS)が知られて
いる．一方 JouxらはCRYPTO 2006において，拡大体GF(pn)上へ拡張した数体篩法 (JLSV06-

NFS)を考案した．JL03-NFSでは，2次元の篩処理 (2次元 lattice sieve)を用いることで十分で
あったが，JLSV06-NFSでは，3次元以上の篩処理が必要となる．本稿では，JL03-NFSにおいて
用いられる 2次元 lattice sieveを拡張した 3次元 lattice sieveを提案する．
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Abstract The security of pairing-based cryptography is based on the hardness of the discrete

logarithm problem over GF(pn). Joux et al. proposed the number field sieve over GF(pn) at

CRYPTO 2006 (JLSV06-NFS). JLSV06-NFS includes a sieving step of more than 2 dimensions.

In this paper, we present 3-dimensional lattice sieve as extension of 2-dimensional lattice sieve

used by the number field sieve over GF(p).

1 はじめに

次世代公開鍵暗号であるペアリング暗号は，
従来の公開鍵暗号では実現が困難な IDベース
暗号やインテリジェント暗号などの利便性の高
い暗号システムが構築可能であるため実用化が

期待されている．これまでペアリング暗号の高
速実装が多く報告されているが，現在最も高速
な実装が提案されているペアリングの一つとし
て BN曲線 [1]を用いたOptimal Ateペアリン
グ [14]が知られている．その安全性は 12次拡
大体GF(p12)上の離散対数問題の困難性によっ
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て保たれており，位数が 3072ビットの拡大体
GF(p12)上の離散対数問題の困難性は，128ビッ
トセキュリティレベルを満たすと考えられてい
る [1]．ここで，素因数分解問題や素体 GF(p)

上の離散対数問題の困難性は，500ビットを超
える大規模な計算機実験によって評価されてい
るが，ペアリング暗号で用いられる n = 6や
n = 12の拡大体GF(pn)上の離散対数問題の計
算機実験による困難性評価はまだ少ない．この
ため，ペアリング暗号の安全性評価の精度を高
める上で，拡大体GF(pn)上の離散対数問題の
困難性を計算機実験により評価することは不可
欠である．
素体GF(p)上の離散対数問題に対する漸近的

に現在最速な解法として数体篩法 [12, 4](JL03-

NFS)が知られているが，CRYPTO 2006にお
いて Jouxらは，JL03-NFSを拡大体GF(pn)上
に拡張した数体篩法 (JLSV06-NFS) を提案し
た [5]．JL03-NFSと，その拡張である JLSV06-

NFSでは，関係式の探索を行う関係探索ステッ
プが大きく異なる．関係探索ステップで用いら
れる手法として line sieveと lattice sieve[11]が
知られているが，一般に lattice sieveがより効
率的であるとされている．このため，JL03-NFS
や素因数分解での数体篩法 [8]では，2次元篩領
域上の lattice sieveが主流である．この lattice

sieveでは，ある基底により生成される格子点
を篩領域内から探索する処理を含むが，2次元
の lattice sieveにおいてはFranke-Kleinjung法
[2, 7]を用いることで効率的かつ網羅的な格子点
列挙を実現している．一方，n = 6や n = 12の
拡大体GF(pn)上の数体篩法では，次元を拡張
して 3次元以上の多次元篩領域における lattice

sieveを考慮しなければならない．しかし，一般
次元の line sieve[15, 3]や Franke-Kleinjung法
を考慮しない lattice sieve[16, 3]が知られている
ものの，2次元Franke-Kleinjung法の単純な一
般次元への適用は難しく，3次元以上のFranke-

Kleinjung法が実現可能かはまだ知られていな
い．
本稿では，2次元のFranke-Kleinjung法によ

って生成される基底が満たすべき条件を 3次元
篩領域上へ拡張し，それらの条件を満たすよう
な基底を生成するアルゴリズムを考察した．具
体的には，2次元 Franke-Kleinjung法の第 1成
分を，第 2及び第 3成分の 2次元として拡張す
ることで 3次元篩領域への適用を行った．そし
て，得られた提案 3次元Franke-Kleinjung法を
実装し，篩領域のサイズを変化させてそれぞれ

約 8000個の基底の生成を行った．その結果，約
60%の基底に対して拡張した条件を満たすよう
な基底を生成でき，網羅的に格子点を列挙でき
た．さらに，条件を満たさない約 40%の基底に
関しても，約 70%程度の格子点を列挙できた．

2 拡大体GF(pn)上の数体篩法
(JLSV06-NFS) の概要 [5]

本節では，Jouxらが提案したGF(pn)上の数
体篩法の概要について記述する．
素数 p，自然数 nに対して，有限体 GF(pn)

の乗法群をGF(pn)×とする．ここで，JLSV06-

NFSでは γ, δ ∈ GF(pn)×に対して，γx = δを
満たすような x = logγ δ = {0, 1, . . . , pn− 2}を
求める．
JLSV06-NFSの多項式選択では，代数体を定
義する 2つの多項式を f1, f2 ∈ Z[X] \ {0}で，
f1 6= f2，deg f1 = n，f1はGF(p)上既約，f1 |
f2 mod pとなるものを選択する．このとき条件
から，GF(pn)上で f1(v) = f2(v) = 0を満た
すような v ∈ GF(pn)が存在する．f1，f2それ
ぞれの根 α1, α2 ∈ Cに対して代数体をQ(α1),

Q(α2)，その整数環をO1, O2とすると，準同形
写像

φ1 : Z[α1]→ GF(pn), α1 7→ v

φ2 : Z[α2]→ GF(pn), α2 7→ v
(1)

が存在する．
JLSV06-NFSの関係探索では，整数 t ≥ 1に
対してある条件を満たす t+1次元ベクトル a =

(a0, a1, . . . , at)
Tを収集する．

smoothness bound B1, B2 ∈ R>0と，2つの
多項式 f1, f2に対して，factor base B1,B2を

Bi = {(q, g) | q: prime, q ≤ Bi,

g:monic polynomial,deg g ≤ t,

irreducible factor of fi mod q}

とする．また，ある t + 1次元列ベクトルの有
限集合 Ha ⊂ Zt+1 を篩領域とよぶ．さらに，
i = 1, 2の両方について，aの fiに対するノル
ムを

N(a, fi) =

∣∣∣∣∣∣Res(
t∑

j=0

ajX
j , fi(X))

∣∣∣∣∣∣
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とする．ただし，Res(f(X), g(X))はf(X), g(X)

の終結式を表す．このとき，smoothness bound

B1, B2に対して，N(a, f1)，N(a, f2)がそれぞ
れ B1-smooth，B2-smooth であるような a ∈
Ha(以下hit tupleとよぶ)を次節の lattice sieve

を用いて収集する．ここでB-smoothとは，最
大の素因数が B 以下の整数である．収集した
hit tupleの集合を S としたとき，]S ≥ ]B1 +
]B2 + 2n を満たさない場合はHa, B1, B2 を選
びなおす．hit tuple a = (a0, a1, . . . , at)

T ∈ S

は i = 1, 2の両方について，(
∑t

j=0 ajα
j
i )Oi =∏

q∈Bi
qεa,qと表すことができる．準同型写像 (1)

を用いて，φ1(
∑t

j=0 ajα
j
1) = φ2(

∑t
j=0 ajα

j
2)で

あることから，関係式 (relation)

∑
q∈B1

εa,q log φ1(q) +

r1∑
j=1

λa,1,j log Λ1,j ≡

∑
q∈B2

εa,q log φ2(q) +

r2∑
j=1

λa,2,j log Λ2,j

(mod pn − 1)

を得る．ここで，log φi(q)及び log Λi,jはvirtual

logarithmsとよばれる未知数 [4, 13]，λa,i,j は
単数による差を補正する Schirokauer指標 [12]，
riは Oiの torsion-free rankである．得られた
relationから連立一次合同式を構成し解くこと
で，log φi(q), log Λi,j (mod pn − 1)を得る．

2.1 多次元篩領域における
lattice sieve[16, 3]

本節では，t + 1次元篩領域における lattice

sieveを用いた hit pairの探索法について記述
する．
lattice sieveでは，ある r = (r, g) ∈ Bi で割

れるa ∈ Zt+1が格子になっていることを利用し
て，ある q = (q, g) ∈ Bi (special-q)に対して，
既に q | N(a, fi)であるような aの格子上にお
いて，さらに篩処理を行う方法である．lattice

sieveの利点として，既に q で割れているため
N(a, fi)が smoothになりやすいことや，篩処
理の対象を qで割れている aと限定することで
篩領域のサイズを縮小できることなどが挙げら
れる．
special-qで割れる aは t+ 1個の基底により

生成されるが，それらの基底を列ベクトルとし
てもつ t + 1次正方行列をMq とし，t + 1個

の基底の Z係数の空間を c空間とよぶ．また，
lattice sieveでは a空間の篩領域Haは用いず，
篩領域の閾値 I (整数かつ偶数値)，J ∈ Zに対
する c空間の篩領域

Hc = {(c0, c1, . . . , ct)T ∈ Zt+1 |
−I/2 ≤ ci < I/2 (0 ≤ i ≤ t− 1),

0 ≤ ct < J}

を用いる．lattice sieveでは，ある r = (r, g) ∈
Biで割れるような c空間上の c ∈ Zt+1もまた
格子となっていることを利用し，Hc 上で篩処
理を行う．c空間上において，rで割れる cを生
成する t + 1個の基底を列ベクトルとしてもつ
t+1次正方行列Mq,rは，Mq及びMrの kernel

の基底として得られる．
HcとMq,rに対して，Hcに含まれ，かつMq,r

の格子点であるような cを効率的に列挙する方
法は，t = 1すなわち 2次元の lattice sieveに
関しては Franke-Kleinjung法 [2] が知られてい
る．しかし，t > 1すなわち 3次元以上の lattice

sieveにおいて Franke-Kleinjung法が適用可能
かどうかは知られていない．

3 2次元Franke-Kleinjung法 [2]

本節では，t = 1すなわち 2次元篩領域上で
の格子点の列挙法であるFranke-Kleinjung法に
ついて記述する．
c空間上の格子点の基底を列ベクトルとする

Mq,rと，篩領域Hcとその閾値 Iに対して，c ∈
HcかつMq,rの格子点であるような cを効率的
に列挙する方法として，2次元篩領域の場合は
Franke-Kleinjung法が知られている．

3.1 基底MFK
q,r の生成

Mq,rを Hermite normal form (HNF)に変換
した行列をMHNF

q,r とすると，MHNF
q,r は以下の 3

通りのいずれかの形になる．

1 :

(
r z

0 1

)
, 2 :

(
1 0

0 r

)
, 3 :

(
r 0

0 1

)
ただし，z ∈ Z>0, z < rである．形状 2，3及
び r ≤ I である場合の形状 1では，c空間上で
line sieveを行うことで Lq,r ∩ Hcを得る．よっ
て以降では，r > I であるときの形状 1の場合
を扱う．
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Algorithm 1 2次元 Franke-Kleinjung法にお
けるMFK

q,r の生成方法

Input: Hc の閾値 I，基底MHNF
q,r = (u,v) =

((r, 0)T, (z, 1)T), r > I, 0 < z < r

Output: 変換された行列MFK
q,r

1: u← −u
2: while |v0| ≥ I do

3: u← u+ av, a = b−u0/v0c
4: SWAP(u,v)

5: end while

6: u← u+ av, a は |u0| < I を満たす最小の
正の整数

7: if u0 < 0 then SWAP(u,v)

8: return MFK
q,r = (u,v)

Algorithm 2 NEXTFK2(I,p,MFK
q,r )

Input: Hc の閾値 I，格子点 p = (p0, p1)
T ∈

Lq,r ∩ Hc，基底 MFK
q,r = (u,v) =

((u0, u1)
T, (v0, v1)

T)

Output: 格子点 p′ = (p′0, p
′
1) s.t. p′ ∈ Lq,r ∩

Hcかつ p′1 > p1かつ p′1 − p1が最小
1: if −I/2 ≤ p0 + u0 then return p+ u

2: if p0 + v0 < I/2 then return p+ v

3: return p+ u+ v

Franke-Kleinjung法では，Hcを考慮したMq,r

の基底変換を行い，成分がZである2次正方行列

MFK
q,r = (u,v) =

(
u0 v0
u1 v1

)
,

を生成する．ただし，次の条件を満たすとする．

• 長さ条件: |v0| < I かつ |u0| < I

• 距離条件: |u0 − v0| ≥ I

• 単調条件: u1 > 0 かつ v1 > 0

• 条件 a: sign(u0) 6= sign(v0)

• 条件 b: u0 > 0

ここで，条件 aは長さ条件及び距離条件から成
り立ち，条件 bはu,vの交換を行うことで満た
すことができる．上記のようなMFK

q,r の生成方
法をAlgorithm 1に示す．

3.2 格子点列挙方法

本節では，Lq,rをMFK
q,r で生成される格子点

全体とする．はじめに p← (0, 0)として初期化

を行い，MFK
q,r 及び篩領域の閾値 I, J に対して，

Algorithm 2の NEXTFK2を用いて p 6∈ Hc，
すなわち pの第 2成分 p1が J 以上となるまで
p← NEXTFK2(I,p,MFK

q,r )として繰り返すこ
とで格子点を列挙する．
Franke-Kleinjung法の効率的である特徴とし
て，以下が考えられる．

• Algorithm 2の分岐が 3通り，

• Lq,r ∩Hcにおける格子点列挙が網羅的，

• Algorithm 2の p1が単調増加．

次節では，3次元のMFK
q,r がこれらの特徴を保持

するよう，Franke-Kleinjung法の拡張を行った．

4 提案Franke-Kleinjung法

本節では，t = 2すなわち 3次元篩領域上に
拡張したFranke-Kleinjung法の基底生成及び格
子点列挙について記述する．

4.1 基底MFK
q,r の生成

Algorithm 2を用いた格子点列挙において，列
挙される格子点 pの第 2成分 p1は単調増加で
あり，基底 u,vの第 2成分は共に正であった．
このことから，u1及び v1は可能な限り 0に近
い値を保ちつつ基底変換を行うべきである．
上記の理由と 3.1節に習い，3次元の場合で
もMHNF

q,r からMFK
q,r の生成を開始する．Mq,rを

HNFに変換した行列をMHNF
q,r とすると，MHNF

q,r

は以下の 14通りのいずれかと一致する．

1 :

(
r z1 z2
0 1 0
0 0 1

)
, 2 :

(
r z1 0
0 1 0
0 0 1

)
,

3 :

(
r 0 z2
0 1 0
0 0 1

)
, 4 :

(
r 0 0
0 1 0
0 0 1

)
,

5 :

(
1 0 0
0 r z2
0 0 1

)
, 6 :

(
1 0 0
0 r 0
0 0 1

)
,

7 :

(
1 0 0
0 1 0
0 0 r

)
,

8 :

(
r 0 z1
0 r z2
0 0 1

)
, 9 :

(
r 0 0
0 r z2
0 0 1

)
,

10 :

(
r 0 z1
0 r 0
0 0 1

)
, 11 :

(
r 0 0
0 r 0
0 0 1

)
,

12 :

(
r z1 0
0 1 0
0 0 r

)
, 13 :

(
r 0 0
0 1 0
0 0 r

)
,

14 :

(
1 0 0
0 r 0
0 0 r

)
.
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Algorithm 3 3 次元 Franke-Kleinjung 法の
MFK

q,r の生成

Input: Hc の閾値 I，基底 MHNF
q,r = (u,v,w) =

((r, 0, 0)T, (z1, 1, 0)
T, (z2, 0, 1)

T),
r > I, 0 < z1 < r, 0 < z2 < r,

Output: 基底MFK
q,r

1: v0 < 0, w1 < 0, w0 = 0となるように基底変換
を行う

2: I,u,vに対して Algorithm 1を行う
3: if |u1| ≥ |w1| then do wにより uを reduce
4: if |v1| ≥ |w1| then do wにより vを reduce
5: while |w1| ≥ I do
6: if sign(u1) = sign(v1) then do
7: REDUCE1(w,u,v)
8: else do
9: REDUCE2(w,u,v)

10: RADIATE(u,v,w)
11: if |u1| > |v1| then do
12: SWAP(w,u)
13: else do
14: SWAP(w,v)
15: end while
16: ADJUST(u,v,w)

17: return MFK
q,r = (u,v,w)

Algorithm 4 NEXTFK3(Hc,p,M
FK
q,r )

Input: p ∈ Lq,r ∩Hc，MFK
q,r = (u,v,w)

Output: p′ ∈ Lq,r ∩Hc

1: if p+ u ∈ Hc then return p+ u
2: if p+ v ∈ Hc then return p+ v
3: if p+w ∈ Hc then return p+w
4: if p + iu + jv ∈ Hc となる i, j ∈ Z>0 が存在する

then return p+ iu+ jv
5: p← p+w

6: if p + iu + jv ∈ Hc となる i, j ∈ Z≥0 が存在する

then return p+ iu+ jv

ただし，z1, z2 ∈ Z>0, z1, z2 < rである．形状
4, 6, 7, 11, 13, 14の場合や r ≤ I の場合は line

sieveを行うことで格子点を列挙する．r > Iで
形状 2, 3, 5, 9, 10, 12の場合は，要素に色がつ
いた部分に対して 2 次元 Franke-Kleinjung法
(Algorithm 1)を用いて基底を生成する．よっ
て以降では，r > I であるときの形状 1, 8の場
合について扱う．
3節の長さ，距離及び単調条件を 3次元の lat-

tice sieveに拡張し，2次元Franke-Kleinjung法
の 3つの特徴を満たすような新たな条件を次の
ように定めた．成分が Zである 3次正方行列

MFK
q,r = (u,v,w) =

 u0 v0 w0

u1 v1 w1

u2 v2 w2


は次を満たすとする．

• 長さ条件: ∀x = (x0, x1, x2)
T ∈ {u,v,w}，

|x0| < I かつ |x1| < I

• 距離条件 1: 任意の x,y ∈ {u,v,w},x 6= y

に対して |x0 − y0| ≥ Iまたは |x1 − y1| ≥ I

• 距離条件 2: x = iu + jv −w (i, j ∈ Z>0)

としたとき，|x0| < I かつ |x1| < I を満た
すような i, jが存在しない

• 単調条件: u2 > 0かつ v2 > 0かつ w2 > 0

上記のようなMFK
q,r の生成方法をAlgorithm 3に

示す．ただし，step 7, 8, 10, 16はSub-algorithm

として付録Aに示す．Algorithm 3の step 1-2

によって u0, v0, w0 は長さ条件を満たす．そし
て，step 7, 9により c0 成分の長さ条件を保ち
ながら，u1, v1を用いてw1のサイズを減少させ
る．また，step 10ではu,v,wの向きを調節し，
step 16によって距離条件 1を満たすように調
整を行う．
付録Bに基底生成例を示す．付録Bに示した
基底は，長さ条件，距離条件 1及び 2，単調条
件を満たすことがわかる．

4.2 格子点列挙方法

本節では，Lq,rをMFK
q,r で生成される格子点全

体とする．はじめに p = (0, 0, 0)として初期化
を行い，MFK

q,r 及び篩領域の閾値 I, J に対して，
Algorithm 4の NEXTFK3を用いて p 6∈ Hc，
すなわち pの第 3成分 p2が J 以下となるまで
p← NEXTFK3(I,p,MFK

q,r )として繰り返すこ
とで格子点を列挙する．

5 実装実験

本節では，4節で提案した基底MFK
q,r の生成

に関する実験と，生成されたMFK
q,r を用いた格

子点列挙実験について述べる．計算機は，CPU

を Intel Core i7-3770 3.40GHz，RAMを 8GB

搭載したPC1台を用いた．OSはLinux(64ビッ
ト)を，言語はC++によって行い，コンパイラ
は gcc-4.7.2を用いた．また，多倍長演算には
gmp-5.0.5を用いた．
実験で用いたパラメータは，拡大体は p =

38486027，n = 12，pn: 303 ビット，代数体
を定義する多項式は f1(X) = X12 + X2 − 1，
f2(X) = f1(X) + p，special-qとして 99871 ≤
q ≤ 99989であるような q = (q, h) ∈ B2 を 10

個とった．
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表 1: (長さ，距離 1，距離 2，単調)条件を満たすMFK
q,r の個数と割合

I MFK
q,r の総数 (1,1,1,1) (1,1,1,0) (1,1,0,1) (1,1,0,0) 平均実行時間 (msec)

4 84265 60372(71%) 15056(17%) 10871(12%) 2072(2%) 14.8

16 84245 55195(65%) 15899(18%) 16040(19%) 2925(3%) 12.1

32 84205 56188(66%) 14029(16%) 16845(20%) 2890(3%) 11.2

64 84145 58464(69%) 10341(12%) 17477(20%) 2169(2%) 10.4

128 84005 62395(74%) 3724(4%) 18765(22%) 901(1%) 11.0

256 83865 61717(73%) 322(0%) 21918(26%) 110(0%) 12.1

512 83445 55746(66%) 2(0%) 27681(33%) 2(0%) 16.4

1024 82645 54204(65%) 0(0%) 28425(34%) 0(0%) 27.0

2048 81185 52446(64%) 0(0%) 28725(35%) 0(0%) 47.2

表 2: 全ての条件を満たす場合とその他の場合での格子点数と見積もられた格子点数とその割合

I 全ての条件を満たす場合 満たされない条件が存在する場合

4 232(64%) 26(24%)

16 15101(93%) 6612(68%)

32 112776(98%) 44345(73%)

64 804707(99%) 363001(83%)

128 5458255(99%) 2622610(90%)

256 38002237(99%) 21571710(94%)

512 244756676(99%) 155292427(96%)

1024 1562391487(99%) 1086778163(98%)

2048 9814496267(99%) 6964332990(99%)

5.1 基底生成実験

10個の special-qと篩領域の閾値 Iに対して，
I < r ≤ 85386 であるような r = (r, h) ∈
B2,deg(h) = 1，合計約 80000個の rに対して
Algorithm 3を用いてMFK

q,r の生成を行った．そ
して，生成した基底が 4節の条件，長さ条件，距
離条件 1，距離条件 2，単調条件を満たすかを
確かめた．
この結果を表 1に示す．列の項目は，4節の

条件 (長さ条件，距離条件 1，距離条件 2，単
調条件)が満たされているかを，満たしていれ
ば 1，そうでなければ 0で表している．そして，
special-q 1個あたりの平均の基底生成時間を最
後の列に示している．全ての条件を満たすよう
な基底は，どの篩領域の場合でも 60%から 70%

ほどの確率で得られた．また，篩領域が大きく
なるにつれて，単調条件を満たさない基底が減
り，距離条件 2を満たさない基底が増加した．

5.2 格子点列挙実験

10個の special-qと篩領域の閾値 I に対して
生成したMFK

q,r を用いてAlgorithm 4を用いて
格子点の列挙を行った．c2の閾値は J = I/2と
した．Hc 内にあると期待される格子点の個数
の見積もり値を I2J/rとし，列挙実験で得られ
た格子点の個数とその見積もりの個数との比較
を行った．ただし，単調条件を満たさない基底
は，実際には lattice sieveにおいて使用できな
いため，単調条件を満たさない基底によって得
られた格子点は 0個としている．
この結果を表 2に示す．全ての条件を満たす
場合はほぼ100%の格子点を列挙しているが，満
たされない条件が存在する場合でも，篩領域が
大きいほど得られた格子点の数が大きく，I ≥
128の結果では 90%以上の格子点を列挙できた．
I ≥ 128では単調条件を満たさない基底の割合
が非常に少ないことが，90%以上の格子点を得
られた理由の一つであると考えられる．
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6 まとめ

本稿では，3次元篩領域上の lattice sieveに
おいて用いる 3次元Franke-Kleinjung法を提案
した．具体的には，3次元篩領域上の格子点を
効率的かつ網羅的に列挙できる基底の条件を既
知の 2次元 Franke-Kleinjung法を基に拡張し，
それらの条件を満たすような基底を生成するア
ルゴリズムを考案した．さらに，この 3次元へ
拡張した提案Franke-Kleinjung法を実装し，約
80000個の基底を生成した結果，約 60%の基底
に対して効率的かつ網羅的な条件を満たすよう
な基底を生成でき，実際に格子点数の見積もり
値とほぼ同数の格子点を列挙できた．また条件
を満たさない基底に関しても，少ない場合では
約 70%程度の格子点が列挙できたが，篩領域サ
イズの増加に対して得られる格子点数も増加し
た．smoothness boundに対して篩領域が十分
大きいときは，ほとんどの格子点を列挙できる
と考えられるため，そのようなパラメータを用
いる場合は 3次元 lattice sieveを高速にできる
可能性がある．
今後は，本稿で提案を行った 3次元 Franke-

Kleinjung法を用いて 3次元 lattice sieveを行っ
た場合，網羅的でなかった基底を用いることで
得られなかった relation数について実験し検証
する．また，任意の基底に対して網羅的に列挙
が可能な基底の条件を考察し，基底生成アルゴ
リズムの改良を行う．さらに，4次元以上篩領
域においてFranke-Kleinjung法の適用が可能か
考察する．
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付録B
p = 38486027, n = 12， pn: 303 ビット．

f1(X) = X12 + X2 − 1，f2(X) = f1 + p．
q = (q, g) = (99989, X + 8368), r = (r, h) =
(89107, X + 54851) I = 64，

Mq =

(
99989 8368 0
0 1 8368
0 0 1

)
,

MLLL
q =

(
44 −41 −43
77 −132 47
−5 −13 3

)
,

Mr =

(
89107 54851 0
0 1 54851
0 0 1

)
,

MHNF
q,r =

(
89107 27083 −50795
0 1 0
0 0 1

)
,

MFK
q,r =

(
23 −57 35
23 −10 −48
7 28 13

)

付録A

Algorithm 5 REDUCE1(w,u,v)

Input: Hc の閾値 I，ベクトル u,v,w s.t. ∀x ∈
{u,v,w}, |x0| < I かつ (w1 > u1 かつ w1 > v1)
かつ sign(u1) = sign(v1)

Output: ベクトルu,v,w s.t. ∀x ∈ {u,v,w}, |x0| < I
かつ (w1 < u1 あるいは w1 < v1)

1: (x,y)← (u,v)
2: if x2 > y2 then do SWAP(x,y)
3: else if (x2 = y2)∧(x1 > y1) then do SWAP(x,y)
4: while true do
5: while |w0 + x0| < I do
6: if (|w1| < |u1|) ∨ (|w1| < I) then do
7: return u,v,w
8: w← w + x
9: end while

10: if (|w1| < |v1|) ∨ (|w1| < I) then do
11: return u,v,w
12: w← w + y

13: end while

Algorithm 6 REDUCE2(w,u,v)

Input: Hc の閾値 I，ベクトル u,v,w s.t. ∀x ∈
{u,v,w}, |x0| < I かつ (w1 > u1 かつ w1 > v1)
かつ sign(u1) 6= sign(v1)

Output: ベクトルu,v,w s.t. ∀x ∈ {u,v,w}, |x0| < I
かつ (w1 < u1 あるいは w1 < v1)

1: if sign(u1) 6= sign(w1) then x ← u,y ← v else
x← v,y← u

2: while |w1| < I do
3: w← w + x
4: while |w0| ≥ I do
5: w← w + y
6: end while
7: if (|w1| < |u1|) ∨ (|w1| < |v1|) then break
8: end while

9: return u,v,w

Algorithm 7 IS OPPOSITE(u,v,w)

Input: ベクトル u,v,w
Output: uに対して v,wとのなす角が 180度未満かど

うか
1: if u0 = 0 then
2: if sign(v0) 6= sign(w0) then return true else

return false
3: g = u1/u0

4: y = gv0 − v1, z = gw0 − w1

5: if sign(y) 6= sign(z) then return true else re-

turn false

Algorithm 8 RADIATE(u,v,w)

Input: ベクトル u,v,w
Output: ベクトルu,v,w s.t. u,v,wのなす角が 180度
1: if IS OPPOSITE(u,v,w) is true then
2: if IS OPPOSITE(v,w,u) is false then u ←

−u
3: else
4: if IS OPPOSITE(v,w,u) is true then v← −v

else w← −w
5: end if

6: return u,v,w

Algorithm 9 ADJUST(u,v,w)

Input: ベクトル u,v,w
Output: 距離条件 1を満たすベクトル u,v,w
1: for 全ての組み合わせ (x,y) do
2: z = x− y
3: if (|z0| < I) ∧ (|z1| < I) then
4: if |x2| ≥ |y2| then x = z else y = z
5: RADIATE(u,v,w)
6: go to step 1
7: end for

8: return u,v,w
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