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特徴点を合わせるための球面写像を用いた　
2形状間の写像方法

畠中 耕平1,a) 風間 正喜1

概要：本発表では surface parameterizationにより, 2つの形状間の写像を求める方法を説明する. Surface
parameterizationとは, 与えられたサーフェイスとある領域 (平面や球面)の間の全単射を求める手法であ
り,テクスチャマッピングやリメッシングなどのメッシュ処理の際に利用される. 我々は三角形メッシュ
で表現された 2つの形状に対して, surface parameterizationによって 2つの形状を同一の球面空間へ写像
し, 球面空間上での対応点を求めることによって 2形状間の写像を求めようと試みた.
　球面への写像を求める方法としては, エッジの長さに関するエネルギー最小化問題を解くことによって
球面へ射影する手法が知られている. この従来手法によって異なる 2つの形状をそれぞれ球面へ写像し, 対
応する点を求めると, 特徴的な点 (たとえば, 尖った点など)は球面上で一致しない. この特徴的な点を球面
上で合わせるため, 固定境界条件を課し, 従来手法を用いて球面から球面への写像を求めようとしたところ,
写像が求まらない場合があることが分かった. 　
　今回は, この問題点を考察し, 極小曲面理論を応用したエネルギーによってこの問題を解決し, 2形状間
の写像を求めることができたので報告する.

1. はじめに

　我々は東京大学と共同で,心臓シミュレータによるテー

ラーメード医療の実現に向けた研究開発を進めている [1].

心臓シミュレータの入力データである心臓モデルは, 四面

体有限要素メッシュと左心室流体部や右心室流体部などの

部位を表すラベルからなる. テーラーメード医療を実現す

るためにはＣＴやＭＲＩで撮像された 3次元医療画像から

患者固有の心臓形状を持つ心臓モデル (固有心臓モデル)を

妥当な時間で生成する必要がある. しかし, 患者固有の形

状を持つ四面体有限要素メッシュを生成し, その結果に対

して, ラベルを設定したのでは時間がかかりすぎる.

よって我々は標準的な形状を持つ心臓モデル (標準心臓

モデル)を作成し, 医療画像から抽出した心臓形状 (固有心

臓メッシュ)への全単射を構成することによってラベルを

写像して, 固有心臓モデルを生成しようと考えた. 標準心

臓モデルと医療画像から抽出した固有心臓メッシュの間の

全単射を求めるためには次の 2つの処理が必要となる.

( 1 ) 表面上の全単射を構成する.

( 2 ) (１)で得られた表面の写像を基に内部の点の全単

射を構成する.
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本論文は (１)に関するものである.

心室の形状を表す標準心臓モデルは表面に流体と心筋の

境界があり, その境界は弁輪部として表現される (図 1). ラ

ベルを正確に写像するためには, 境界上の節点が固有心臓

メッシュの表面の境界上へ写像される必要がある. 今,標

準心臓モデルの表面上の三角形メッシュM1 と, 医療画像

から抽出した固有心臓メッシュM2 があるとする.

M1,M2 を写像 {φi : Mi 7→ S2}i=1,2 によって,球面へ写

像し, 球面上で対応する点を求めることでM1,M2 間の写

像を得ことができる.

つまりM1 からM2 への写像は以下のように定めること

ができる.

φ−1
2 ◦ φ1 : M1 7→ M2. (1)

しかし, 標準心臓モデルの表面を構成する三角形メッ

シュはラベルを持っているため, それぞれ球面へ写像した

だけではラベルが一致しない (図 2). ラベルを一致させる

ためにラベルの境界を一致させる球面から球面への写像

ψ : S2 7→ S2 が必要となる (図 3). したがって求めるべき

写像は次のようになる.

φ−1
2 ◦ ψ ◦ φ1 : M1 7→ M2. (2)

そこで, Surface parameterizationを適用することによっ

て標準心臓モデルの表面から固有心臓メッシュへの全単射
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図 1 標準心臓モデルの表面. 赤い領域は左室流体のラベル, 青い領

域は右室流体のラベル, ピンクの領域は心筋のラベルを表し,

それぞれのラベルの境界は大動脈弁, 僧帽弁, 肺動脈弁, 三尖

弁の弁輪部である.

図 2 写像 φ1,φ2のみでM1からM2への写像を構成すると, M1,M2

それぞれが持つラベル境界 (赤点線, 青点線) が写像先の球面

S2 で一致しない. すると写像によってラベルの情報を正確に

写像できない.

図 3 境界を一致させる写像 ψ : S2 7→ S2 を導入することによって

M1 から M2 の写像をラベルを保存する形で写像することが

できる.

(式 2)を構成する方法が考えられる. しかし, 球面上で境界

を一致させる写像 ψ を構成するとき, 従来手法では全単射

が求められない場合があることが分かった. 本論文ではこ

の問題を解決する計算方法を提案し, ラベルの境界が一致

するような全単射 (式 2)を構成する方法を述べる.

以降では, 2節で Surface parameterizationについて紹介

し, 3節で従来手法によって球面への写像を求める方法と

その問題を述べ、4節でこの問題を解決した手法を提案し,

最後に 5節でまとめとする.

2. Surface parameterization

Surface parameterizationとは 3次元空間内の表面 S か

らある領域への写像を求める方法である [4], [5]. ＣＧの

分野ではテキスチャマッピングやリメッシングや曲面の

フィッティングや一致点探索のアルゴリズムなどに利用さ

れる. 像の領域は写像される形状の種数 (穴の数)によって

決められることが多い. たとえば対象とする形状の種数が

0の場合は球面へ写像する. 種数が 1, 及び形状が閉じてい

ない場合は平面へ写像し, また種数が 1より大きいときは

双対空間への写像が構成される.

多くの 3次元形状が切れ目を入れれば平面と同じトポロ

ジーを持つことや部分的に平面を持つなどの理由から, 平

面領域への写像が多く研究されている. たとえば [4]では

調和写像 φ : R3 7→ R2 を求めるために, ラプラス方程式の

解4φ = 0を以下の汎関数を最小化することよって求める.

F (φ) =
∫

Ω

|∇φ|2. (3)

式 (3)はディリクレ積分と呼ばれる. このとき,境界を写像し

たい領域に重なるように固定境界条件は設定される. 実際の

計算では, 表面 Sを離散化した三角形メッシュM を用いて

計算を実行する. 三角形メッシュM = (X,E, T )は頂点の

集合 X = {xi ∈ R3}i=1,...,|X|,辺の集合 E = {ei}i=1,..,|E|,

三角形要素集合 T = {ti}i=0,..,|T | で構成される. これらを

メッシュがもつグラフ構造にしたがって離散した以下のエ

ネルギーを最小化することにより直接写像した節点 {φ(xi)}
を数値計算で求めることができる.

Ep(φ(X)) =
1
4

|X|∑
i=1

|N(i)|∑
j∈N(i)

wi,j |φ(xi) − φ(xj)|2. (4)

ここで, N(i) は i 番目の節点と辺を共有する頂点の集

合であり, |N(i)| は N(i) の要素数を表す. 重み wi,j は∑|N(i)|
j∈N(i) wi,j = 1 を満たすように設定される. たとえば,

wi,j = 1/N(i)をすると [4]にある barycentric mappingsと

なる. 本研究では, ＣＧ分野で研究されてきている形状間の

写像を構成する方法を心臓モデルに適用することを考えた.

3. Surface parameterizationの心臓モデル
への適用

今, 三角形メッシュM1,M2 とそのラベルの境界が与え

られているとする. 我々は与えられた境界が一致するよう

に 2形状間の写像 (式 (2))を構成したい. 図 4はM1 及び

その境界を示す. M1 は心室を表す標準心臓モデルの表面

である. 黄点がラベルの境界 (流体と心筋の境界)を表す.

また, 図 5はM2 及びその境界を示す. M2は医療画像から

抽出された心室の形状で, 黄点は求める写像で合わせたい

境界である.
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図 4 M1(要素数 9016) を表す. 黄点は境界上の節点を表す.

図 5 M2(要素数 20414) を表す. 黄点は手動で設定した境界上の節

点を表す.

3.1 従来手法による写像 {φi}i=1.2 の構成

心臓モデルの表面上の三角形メッシュの種数は 0である

ため, 球面への写像を求める. その手法は, [6], [7], [8], [9]な

ど平面でのエネルギー式 (4)を球面へ拡張することによっ

て球面への写像を求めている. [9]にあるような以下のエネ

ルギーの最小化問題を解くことで、M1,M2 を球面へ写像

すること考える.

Eh(φ(X)) = Ep(φ(X)) +
1
2

|X|∑
i=1

α||φ(xi)|2 − 1|2. (5)

第 2項の係数 αは, 大きくとることで、近似的に制約条件

を表すペナルティ項として働き, 節点を球面上に固定する

効果を持つ. 従来手法によって三角形メッシュM1,M2 か

ら球面の写像 {φi}i=1,2 を求める. 図 6はそれぞれ, 計算に

より得られた式 (5)の最小解 φ1(M1),φ2(M2)である. この

ようにして, 従来の手法によって球面への写像 φ1,φ2 は求

めることができる.

3.2 従来方法の問題点 (ψの構成)

続いて, 写像 ψ を求める. まず, 写像 ψ : S2 7→ S2 であ

るため, 球面写像を構成する従来の方法で求められると考

えた. 写像 φi の時との違いは球面上で一致するべきラベ

ルの境界点を固定の境界条件として課すことである. した

がって, 式 (5)のエネルギー最小化問題に以下の境界条件

を課すことにする.

図 6 写像 φi : Si 7→ S2 の結果：左図は φ1(M1), 右図は φ2(M2)

を表す.

xλ(k) = x′
k. (6)

ここで, {xλ(k)} ∈ φ1(M1)は φ1(M1)の境界上の節点であ

り (図 6左図の黄点), x′
k は φ2(M2)の境界上の点を B-スプ

ライン関数で曲線近似し, その曲線上に xλ(k) で構成され

る辺同士の長さの比を保つように移動した点である (図 7

右図). 図 7左図は
(
xλ(k),x′

k

)
の組を表す.

α = 50として, 式 (5)の最小化問題を式 (6)の制約条件

を課して解くことによって,写像 ψ を求める. 図 8は計算

によって求めた最小解を表す. 一部のメッシュにしわがよ

り裏返った状態であることがわかる. このような状態では,

写像は全単射とならない.

式 (5)は球面上に張られた自然長 0のバネによって節点

同士を結んだモデルとみることができる. つまり, メッシュ

にしわができないことを保証しているわけではない. 固定

点によって大きく動かしたため, バネが裏返った状態で安

定することも考えられる.

そこで球面上のしわを取り, メッシュの裏返りが起きな

いような計算方法を次節にて導入する.

図 7 左図は
`

xλ(k),x
′
k

´

を示す. 黄点が {xλ(k)} の境界上の節点
(図 6 の右図の黄点). 青点は φ2(S2) 対応する境界上の点を示

す. 右図は節点 xλ(k) を x′
k 上に固定した結果である.

4. 提案手法

前節では, 境界を一致させるために球面から球面への写

像を従来の手法に固定点を配置することによって構成しよ

うとした. しかし, 結果はメッシュの一部にしわがより, 裏

返った状態となった (図 8). 本節では, 提案手法として新た
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図 8 左図はエネルギー式 (5) の最小化問題を制約条件の式 (6) を

課して求めた最小解 ψ によって写像した形状を表す. 右図は

左図の一部を拡大したものである. 一部メッシュにしわができ

て, 裏返っていることがわかる.

にエネルギーを構成した計算方法により, メッシュの裏返

りが起きない写像を求めた結果を紹介する.

4.1 エネルギーの構成

たとえばシャボン玉は膜にかかる表面張力によって表面

積を最小にする性質と閉じた面によって囲まれる体積を一

定に保つ性質から, 球面の状態で安定する [10]. エネルギー

は以下のように表現できる.

Es(Ω) = a

(
1
3

∫
∂Ω

x · ndS − V0

)2

+ b

∫
∂Ω

dS. (7)

ここで nは表面での外向き単位法線ベクトルを表し, dS

は面素を表す. また, V0 は単位球の体積であり, ∂Ωは球面

の領域で, Ωは球面で覆われた領域である. a,bはそれぞれ

係数を表す.
∫

∂Ω
x · ndS はガウスの発散定理により以下の

関係式から,∫
Ω

dV =
∫

Ω

1
3
∇ · xdV =

1
3

∫
∂Ω

x · ndS, (8)

体積を表す. よって, エネルギー Es を最小とする形状は第

1項より, なるべく体積を V0 を保ちつつ, 第 2項により表

面積を小さくするものとなる. そのため, 形状に裏返りが

ある場合は第 2項のエネルギーをさらに小さくする裏返り

が取れた形状が存在するため最小解にならないと考えられ

る. 式 (8)を離散化した式 Ês は以下のようになる.

Ês(X) = a

1
6

|T |∑
i=1

xi,1 · (xi,2 × xi,3) − V0

2

+ b

|T |∑
i=1

si.

(9)

　ここで, (xi,1,xi,2,xi,3)は i番目の三角形要素を構成す

る 3つの節点である. しかし, 上記のエネルギーのみでは,

第 2項のため, 面の裏返りは抑えられるが, 節点が一つの点

に収束する問題が発生してしまう. したがって, 以下のエ

ネルギーを追加する.

Êtri(X) = c

|T |∑
i=1

(
ai

a′
i

− 1
)2

s′i + d

|T |∑
i=1

(
si

s′i
− 1

)2

s′i.

(10)

ここで, ai は i番目の三角形要素のアスペクト比, a′
i は

i番目の三角形要素の初期のアスペクト比である. また, si

は i番目の三角形要素の面積, s′i は i番目の三角形要素の

初期の面積である. したがって, 式 (10)の第 1項は初期の

三角形要素のアスペクト比を保ち, 第 2項は初期の三角形

要素の面積を保つ効果を持つエネルギーとなる.

最終的なエネルギーは式 (9)の Êsに式 (10)の ˆEtriを足

し合わせた以下の式になる.

E(X) = Ês(X) + Êtri(X). (11)

式 (11)の最小化問題を式 (6)の制約条件を課して解くこ

とによって写像 ψを求める.

4.2 計算方法

式 (11)の最小解はたとえば, 最急勾配法などによって求

められる. 計算の方法は以下のようになる.

Step1. 境界上の頂点の設定 xλ(i) = x′
k

Step2. 降下方向の計算 d = −∇E(X)

Step3. ステップサイズの計算

α∗ = arg min
α

E(X + αd)

Step4. 境界以外の節点の更新 X = X + α∗d

Step5. 収束しなかったら Step2へ, 収束したら終了

4.3 計算結果

それぞれの係数を a = 0.5,b = 0.5,c = 50,d = 1000とし,

上記の計算方法によって写像 ψを求めた. 図 9は式 (11)の

最小解 ψを用いて写像した形状である. メッシュの裏返り

は見られない.

以上によって写像 φ−1
2 ◦ ψ ◦ φ1 を求めることができた.

図 10は φ−1
2 ◦ ψ ◦ φ1(M1)を表す. 図 5と比較するとM2

の境界にM1 の境界が写像されていることがわかる.

5. まとめ

今回我々は surface parameterizationによって標準心臓

モデルの表面上の節点と, 医療画像から抽出した固有心臓

メッシュを球面へ写像し, 球面上で対応点を求めることに

よって,標準心臓モデルの表面から固有心臓メッシュへの

写像を構成する方法を考えた. ラベルを正確に写像するた

めに球面上でラベル境界が一致するような球面から球面へ

の写像を固定点を設定することによって求める計算方法を

提案し、標準心臓モデルの表面から固有心臓メッシュへの

写像を構成することができた. 今回得られた表面の全単射

を用いて, 今後は [11]等の手法により内部の点の全単射を

求めることで, 心臓間の写像を構成することを行う予定で
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図 9 式 (11) による最適化結果. 黄点は写像された境界点を示す.

図 10 M1 をM2 へ写像した結果 φ−1
2 ◦ψ ◦ φ1(M1), 黄点は写像さ

れた境界を示す.

ある.
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