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AISM法を用いた近似逆行列の2レベル並列計算

張 臨 傑†1 森屋 健太郎†2 野 寺 隆†3

大規模な線型問題に対して，2レベルの近似逆行列計算に AISM法を利用する新し
い並列前処理の手法を提案する．SGI社の Origin 2400にMPIを用いて提案手法を
実装した数値実験により，近似逆行列の計算は PE16 台の PE上で最大約 136.72倍
の速度向上が得られた．

Two-level Parallel Computation for Approximate Inverse
with AISM Method

Linjie Zhang,
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†3

In this paper, we propose a novel strategy for parallel preconditioning of large
scale linear systems by means of a two-level approximate inverse technique with
AISM method. According to the numerical results on an origin 2400 by using
MPI, the proposed parallel technique of computing the approximate inverse
makes the speedup of about 136.72 times with 16 processors.

1. は じ め に

理工学における様々な現象を記述した偏微分方程式の境界値問題を，有限要素法や有限差

分法によって離散化すると，次のような大型で疎な係数行列を持つ連立 1 次方程式が得ら

れる．
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Ax = b, A ∈ Rn×n, x, b ∈ Rn (1)

通常，式 (1) をクリロフ部分空間法で解く場合には，残差ノルムの収束を改善するため

に，式 (1)に対する行列の前処理が広く用いられている（Saad 8) [pp.102–103]）．行列の前

処理とは，式 (1)に対する次式のような行列変換を行うことである．本稿では，前処理行列

M ∈ Rn×n を計算し，式 (1)の係数行列 Aの右側から掛けて近似解を計算する手法を利用

する．

AMy = b, x = My (2)

近年，前処理行列M として行列 Aの近似逆行列がよく用いられている．現在，近似逆行

列を求める算法は数多く提案されており（e.g. Chowら3) [pp.997–1005]），Bruら2) の提

案した AISM法は，その中の 1つの算法である．AISM法は係数行列 Aの近似逆行列を次

式で計算する．

A−1 ≈ α−1In − α−2UΩ−1V T , (α > 0) (3)

ただし，In ∈ Rn×n は単位行列であり，行列 U，V の列ベクトル uk，vk は，式 (4)で計

算する．

uk = xk −
k−1∑
i=1

(vi)k

αri
ui,

vk = yk −
k−1∑
i=1

yT
k ui

αri
vi

(4)

また，式 (3)に現れる行列 Ωは対角行列であり，その対角要素は rk = 1 + (vk)k/αであ

る．さらに，Bruら2) は，式 (3)の係数 αおよび式 (4)の xk，yk について，次のような

選択を提案している．

α = 1.5‖A‖∞, xk = ek, yk = (ak − αek)T

ここで，ek ∈ Rn は In の k番目の列ベクトルであり，ak は行列 Aの k番目の行ベクトル

である．一般的にいって，U と V は密行列になる傾向がある．U と V の疎な性質を維持す

るために，非ゼロ要素を切り捨てる処理を行う必要がある．

AISM 法2) は，ベクトル uk，vk の計算過程に依存関係が存在しているため，並列計算

に不向きであり．並列計算機環境では利用されないことが多い．この問題を改善するため

に，森屋ら6) は，Naik 7) の並列実装法を用いて，部分的な並列計算を可能にした AISM法

を提案した．
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2165 AISM 法を用いた近似逆行列の 2 レベル並列計算

近年，近似逆行列を求める算法を並列化するほかに，グラフ分割法5) や，領域分割法8)

[pp.75–84]を利用して，係数行列を並列計算向きに再構成し，2レベルの並列計算で近似逆

行列を求める解法もよく使われている．この並列手法は，もとの近似逆行列問題をいくつか

の小さい近似逆行列問題に変換することである．各々の小さい近似逆行列問題は，互いに独

立しているので，それら各々の問題は並列に計算できる．ただし，各小行列の近似逆行列の

計算は，各小行列単位で CPUに割り当てて並列化する．この手法は，並列計算機環境で，

並列計算に不向きな算法を利用する際によく使われている1),4)．

本稿では，2 レベルの近似逆行列計算に AISM 法を用いて，新しい前処理行列の並列計

算法を提案する．最後，MPIを用いて SGI社の Origin 2400 に実装し，提案する手法の有

効性を示す．

2. 近似逆行列の 2レベル並列計算

グラフ分割法5)を用いて，行列の要素を次のような縁付きブロック対角行列に再構成する．

P T AP =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

A1 B1

. . .
...

Ap Bp

C1 · · · Cp As

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

(5)

ただし，P は置換行列である．式 (5)のような縁付きブロック行列の対角行列 Ai は，お互

いに独立しているので，もとの行列 Aと比べて並列計算に適している．この手法はもとも

と疎な行列に対するコレスキー分解の並列手法として提案されたが4)，Benziら1) はこの手

法を利用して，AINV法を用いた近似逆行列の 2レベル並列計算を提案している．

まず最初に，近似逆行列の 2 レベル計算について順をおって述べることにする．本稿で

は，AISM法を適用できるように，P T AP の逆行列を次式のように分解する．

(P T AP )−1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

A−1
1 E1

. . .
...

A−1
p Ep

S−1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

I1

. . .

Ip

F1 · · · Fp Is

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

ただし， Ei = −A−1
i BiS

−1，Fi = −CiA
−1
i ，S = As − ∑p

i=1
CiA

−1
i Bi はシュールコン

プリメントであり，As と同じ次元を持つ．Ii と Is はそれぞれ Ai，As と同次元の単位行

列である．右側の A−1
i と S−1 をそれぞれの近似逆行列Mi とMs で近似すると，P T AP

の近似逆行列は次式のようになる．

(P T AP )−1 ≈

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

M1 Ē1

. . .
...

Mp Ēp

Ms

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

I1

. . .

Ip

F̄1 · · · F̄p Is

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

(6)

ただし，Mi ≈ A−1
i ，Ms ≈ S̄−1，Ēi = −MiBiMs，F̄i = −CiMi である．ここで，

S̄ = As − ∑p

i=1
CiMiBi は，近似シュールコンプリメントである．本稿では，CiMiBi

を近似シュールコンプリメント S̄ のローカルな部分という．

近似逆行列の 2レベル計算は，式 (6)に基づいて，2レベルで P T AP の近似逆行列を計

算する．

レベル 1：Mi ≈ A−1
i （i = 1, . . . , p）を計算する．

レベル 2：Ms ≈ S̄−1 を計算する．

ただし，Ēi，F̄i を陽的に計算せず，Ēi，F̄i をベクトルに掛けるときは，Ēix =

−Mi (Bi (Msx))，F̄ix = −Ci(Mix) のように計算する．2 レベル計算の算法を図 1 に

示す．

2レベル計算では，Ai（i = 1, . . . , p）と S̄ の近似逆行列を求めることによって，P T AP

の近似逆行列を計算する．つまり，次元の大きい近似逆行列問題は，p + 1個の次元の小さ

い近似逆行列問題に変換することになる．一般的に，2次元問題の場合，疎な行列の近似逆

行列を求めるコストは，ほぼ行列の次元の 2 乗に比例するため，いくつかの次元の小さい

近似逆行列を計算することによって，総計算コストを軽減することが期待できる．ただし，

1 for i = 1, . . . , s

2 compute Mi ≈ A−1
i

3 compute S̄i = CiMiBi

4 end for

5 compute S̄ = As −
∑p

j=1
S̄j

6 compute Ms ≈ S̄−1

図 1 近似逆行列の 2 レベル計算法
Fig. 1 Algorithm of the two level computation.
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ステップ PE 1 PE 2 . . . PE p

1 compute M1 ≈ A−1
1 compute M2 ≈ A−1

2 . . . compute Mp ≈ A−1
p

2 compute S̄1 = C1M1B1 compute S̄2 = C2M2B2 . . . compute S̄p = CpMpBp

3 receive S̄i, (i = 2, . . . , p) from other PEs send S̄2 to PE 1 . . . send S̄p to PE 1

4 compute S̄ = As −
p∑

j=1

S̄j wait . . . wait

5 compute Ms ≈ S̄−1 wait . . . wait

6 send Ms to other PEs receive Ms from PE1 . . . receive Ms from PE1

図 2 2 レベル並列計算を行う様子
Fig. 2 Steps of two level parallel computation.

与えられた行列に対して pが大きくなるにつれ，Ai の次元は小さくなり，As の次元は大き

くなる傾向がある．したがって，pの増大につれ，Ai の近似逆行列を計算する時間が短く

なるものの，近似シュールコンプリメント S̄ の近似逆行列を計算する時間は長くなる．し

たがって，pを増やしても，2レベル並列計算による近似逆行列の計算時間が必ずしも減少

するとは限らない．

図 1 に示した 2レベル計算の算法において，2，3行目の計算はそれぞれの行の処理が各

PEで独立していることが分かる．つまり，Mi（i = 1, . . . , p）と近似シュールコンプリメ

ント S̄ のローカルの部分 CiMiBi（i = 1, . . . , p）の処理は，各 PE で独立に計算できる．

すなわち，これらの計算は並列計算できることになる．本稿では，Mi（i = 1, . . . , p）と

CiMiBi（i = 1, . . . , p）の処理を各 PEで独立して行う 2レベル計算を 2レベル並列計算

と呼ぶことにする．2レベル並列計算を行う場合の計算と通信の様子を図 2 で示す．数値実

験では，2レベル計算と 2レベル並列計算の両方を実装し，それぞれの速度向上を比較検討

する．

3. クリロフ部分空間法への実装

2レベル（並列）計算で計算した近似逆行列をクリロフ部分空間法の前処理行列とする実装

について述べる．まずクリロフ部分空間法に現れるベクトル x ∈ Rnを (x1, x2, . . . , xp, xs)
T

に分割し，xi と xs を i番目の PEに配置する．ただし，x1, x2, . . . , xp, xs の次元は，それ

ぞれ A1, A2, . . . , Ap, As の次元と一致する．

行列 P T AP とベクトルの積は，次式で計算するものとする．

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

A1 B1

. . .
...

Ap Bp

C1 · · · Cp As

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

x1

...

xp

xs

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

A1x1 + B1xs

...

Apxp + Bpxs∑p

i=1
Cixi + Asxs

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

ここで，Aixi + Bixs（i = 1, . . . , s）と Cixi（i = 1, . . . , s）は，お互いに独立に並列計算

できる．

なお，前処理行列M とベクトルの積は，次式のように計算すればよい．
⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

M1 Ē1

. . .
...

Mp Ēp

Ms

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

I1

. . .

Ip

F̄1 · · · F̄p Is

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
×

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

x1

...

xp

xs

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

M1x1 + Ē1zs

...

Mpx1 + Ēpzs

Mszs

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

ただし，zs =
∑p

i=1
F̄ixi + xs である．また，F̄ixi（i = 1, . . . , s）とMixi（i = 1, . . . , s）

の計算は独立に行えるので，並列計算が可能となる．

ベクトルの内積は，α =
∑p

i=1
< xi, yi > + < xs, ys >で計算する．よって，< xi, yi >

（i = 1, . . . , s）は，お互いに独立に並列計算することができる．

4. 数 値 実 験

MPIを用いて SGI社の共有メモリ型並列計算機 Origin 2400 を利用し，以下の条件で数

値実験を行った．

• CPUの周波数と個数：300MHz × 16個
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• 通信ライブラリ：MPI-1.2

• プログラム言語：C言語

• 計算精度：倍精度
• ノードの割当て：1CPUが 1PEを担当

グラフ分割法による行列の再構成には，Karypis ら5) の開発した関数 pmetis を利用す

る．近似解を求めるために，クリロフ部分空間法の 1つである GMRES(m)法9) を利用す

る．残差ノルムの収束評価に関しては，連立 1 次方程式の初期近似解を零ベクトルとし，

GMRES(m)法の収束判定条件を

‖rk‖2 / ‖b‖2≤ 1.0 × 10−12

とする．ただし，rk は k 回目の反復における GMRES(m) 法の残差ベクトルである．

GMRES(m) 法の反復回数は，クリロフ部分空間の次元が 1 つ増加するたびに 1 回と数

える．また，リスタート周期mを 50とする．計算時間については，MPI Wtime()関数で

求めた値を秒単位で示す．計算時間と速度向上とも小数点以下 2桁まで表示する．

AISM 法のパラメータ α は，Bru ら2) の提案に基づき α = 1.5× ‖A‖∞ の値を使用す
る．行列 U，V の非ゼロ要素の切り捨て処理を行う閾値は 0.1 とする．近似シュールコ

ンプリメントの計算では，非ゼロ要素の切り捨て処理は行わない．計算した近似逆行列を

GMRES(m)法の右前処理行列として適用し，近似解を計算する．

［数値例］正方領域 Ω = [0, 1]× [0, 1]における次の偏微分方程式の境界値問題を考える．

−uxx − uyy + D
{(

y − 1

2

)
ux +

(
x − 1

3

)(
x − 2

3

)
uy

}
− 43π2u = G(x, y),

u(x, y)|∂Ω = 1 + xy

ただし，右辺 G(x, y) は真の解が u = 1 + xy になるように決定する．領域 Ω を格子点数

192× 192 に区切り，5点中心差分で離散化すると得られる連立 1次方程式の次元は 36,864

となる．Dhの値は 2−7 とする．ただし，h はきざみ幅であり h = 1/193 である．

最初に，1つの PEで 2レベル計算を行わずに，AISM法で近似逆行列を計算する．近似

逆行列の計算に，約 3,799.65秒かかった．次に，pを 2，4，6，8，20，12，14，16に設定

し，グラフ分割を行い，係数行列を式 (5) に変換する．この処理にかかった時間は 1秒未

満であった．グラフによる分割の結果から，pmetisはグラフをほぼ均等に分割しているこ

とが分かる．つまり，行列 Ai，（i = 1, . . . , p）の次元は，ほぼ同じであった．また，pの増

加につれ Ai の次元が減少し，As の次元が増大することが確認できた．p = 2の場合，A1，

A2 と As の次元はそれぞれ 18,239，18,239，386であった．p = 12になると，As と Ai の

表 1 2 レベル（並列）計算を行う場合の近似逆行列の計算時間と速度向上
Table 1 Computation time and Speedup of 2 level (parallel) computation for an approximate

inverse.

2 レベル計算 2 レベル並列計算
p 計算時間 速度向上 計算時間 速度向上
2 1,686.56 2.25 850.19 4.46

4 818.30 4.64 206.91 18.36

6 551.11 6.89 95.15 39.93

8 426.68 8.90 58.06 65.44

10 360.54 10.53 42.60 89.18

12 315.92 12.02 33.65 112.90

14 295.39 12.86 30.70 123.76

16 277.31 13.70 27.78 136.72

次元はほぼ同じになった．pを 14以上に設定すると，As の次元は Ai を上回り，p = 16の

場合，Ai の平均次元は約 2,150に対し，As の次元は 2,460まで増大した．

ここで，1 つの PEを用いる 2レベル計算と複数の PEを用いる 2レベル並列計算を行

い，それぞれの速度向上を表 1 に示した．この表 1 から，1つの PEで，2レベル計算を

行うだけで，最大約 13.70倍の速度向上が得られたことが分かる．さらに，2レベル並列計

算を行うと，16台の PEで最大約 136.72倍の速度向上得られた．2レベル計算と 2レベル

並列計算とも，pの増大につれ，得られた速度向上が大きくなった．ただし，p = 14以降，

速度向上の増大率は小さくなった．それは，pを 14以上に設定すると，As の次元が Ai よ

りも大きくなり，近似シュールコンプリメント S̄ の近似逆行列を計算する時間が長くなっ

たためである．

最後に，2レベル並列計算で計算した近似逆行列を GMRES(50)法の前処理行列として

適用し近似解を計算した．式 (7)を満たすまでに要した反復回数と計算時間を表 2 に示す．

ただし，Tpre は近似逆行列の計算時間を表している．I と Tgmres は GMRES(50)法の反

復回数と計算時間を表しているが，Tgmres には前処理時間である Tpre は含まれていない．

Ttotal は総処理時間であり，Ttotal = Tpre + Tgmres の関係がある．また，Etotal は，近

似解を計算することにおいて，1 つの PE で 2 レベル計算を行わない場合の総処理時間に

対する速度向上の値である．表 2 から，p = 14まで，近似解を計算する総処理も高い速度

向上が得られたことが分かる．ただし，p = 16の場合，速度向上は 10.04まで落ちた．こ

れは，3 章で述べた実装法で GMRES(m)法を並列化する場合に，As の次元が大きくなる

と，GMRES(m)法の並列効果が落ちるためである．

情報処理学会論文誌 Vol. 49 No. 6 2164–2168 (June 2008) c© 2008 Information Processing Society of Japan



2168 AISM 法を用いた近似逆行列の 2 レベル並列計算

表 2 GMRES(50) 法の数値実験の結果
Table 2 Numerical results of GMRES(50).

p Tpre I Tgmres Ttotal Etotal

2 850.19 10,195 5,173.39 6,023.58 1.90

4 206.91 7,297 1,743.88 1,950.79 5.88

6 95.15 9,006 1,486.89 1,581.97 7.25

8 58.06 8,207 1,101.35 1,159.40 9.89

10 42.60 9,595 1,170.40 1,213.01 9.45

12 33.65 8,244 932.81 966.40 11.87

14 30.70 6,991 789.02 819.69 13.99

16 27.78 8,395 1,114.45 1,142.13 10.04

5. 結 論

近似逆行列の 2レベル並列計算に AISM法を適用し，SGI社の Origin 2400に算法の並

列実装を行った．数値実験により，近似逆行列の計算は，最大約 136.72倍の速度向上が得

られた．近似解を求める総処理も最大 13.99 倍の速度向上が得られた．したがって，提案

する手法は計算機環境で AISM法を利用する場合の有効な並列手法の 1つになりうるとい

える．
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