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PGAS言語X10による
数値制約充足問題ソルバーRealpaverの並列化

石井 大輔1,a) 鈴村 豊太郎1,2,3,b)

概要：数値制約充足問題 (NCSP) は，制御工学やロボティクス等の問題を実数変数を持つ等式・不等式制
約を用いて記述し，充足解を求める問題である．実数変数のドメインを区間ベクトルとして与え，制約伝
播と探索を駆使し，指定精度で解を包む区間ベクトル集合を効率よく計算する手法が発展している．有限・
離散ドメインの制約充足問題については並列化手法が研究されているものの，実数ドメインにおける多く
の提案手法は逐次処理を前提としており，その並列化手法は明らかでなかった．とくに under-constrained

NCSPでは，領域状の解集合を多数の区間ベクトルで包む計算を行うが，このような求解プロセスには並列
性が見込まれる．本研究では，PGAS言語 X10を用いて既存の NCSPソルバー Realpaverを拡張し，計算
機クラスタ上でスケール可能な並列ソルバーを構築した．提案手法では，探索木を複数プレースに分散し，
各プレースで自律的な求解タスクを走らせることで並列化を行う．また，均等に探索木を分散するための前
処理を提案する．東京工業大学 TSUBAME2.0上で 16プレースを用いた実験結果では，well-constrained

NCSPに対して最大 7.9倍，under-constrained NCSPに対して最大 9.7倍の速度向上を得た．

1. はじめに

数値制約充足問題 (NCSP, 3.2節) は，実数変数を持つ等
式・不等式制約の充足解を求める問題である．制御工学や
ロボティクス等の問題を NCSPとして直截的に記述し，ソ
ルバーを用いて高信頼な求解を行うことができる (例: [1])．
Branch-and-pruneと呼ばれるアルゴリズムに基づき，実
数変数のドメインを box (区間ベクトル) として与え，区間
計算 (3.1節)，局所無矛盾性に基づく制約伝播，探索を駆
使し，指定精度で解を包む box集合を効率よく計算する手
法が発展している (4章)．有限ドメインの制約充足問題に
ついては並列化手法が研究されているものの [2][3][4]，実
数ドメインにおける多くの提案手法は逐次処理を前提とし
ており，その並列化方法は明らかでなかった．
近年，under-constrained NCSPあるいは限量化 NCSP

(制約中で限量子とパラメタ変数を用いたNCSP)の求解技術
が発展している [5][1]．Under-constrained NCSPは領域状
の解集合を持ち，制約求解系は解集合を多数の boxで包む計
算を行う (例: 図 5)．点状の解を探索する well-constrained

NCSP の求解プロセスに較べ，under-constrained NCSP
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の求解プロセスには並列性が見込まれる．
本研究では，PGAS言語 X10 (3.3節) を用いて既存の

NCSPソルバー Realpaver[6]を拡張し，計算機クラスタ上
でスケール可能な並列ソルバーを構築する．提案手法では
branch-and-boundアルゴリズムの並列化手法を参考に，複
数計算ノードの並列タスクが自律的に並列処理を行う構成
とする (5章)．求解中に計算ノード間で動的に探索空間を送
受信し，負荷分散を行う．また，under-constrained NCSP

の求解を効率よく並列化するために，上記並列処理の前処
理として幅優先探索を行い，より均等な探索空間の分割を
行う手法を提案する (5.3節)．本研究では，Realpaverの逐
次実装をそのまま利用し，提案手法の「軽量な」実装を行っ
た (6章)．大規模クラスタ (東京工業大学 TSUBAME2.0)

上で実装を用いてベンチマーク問題を求解する評価実験を
実施した (7章)．

2. 関連研究

有限ドメイン・連続ドメインの制約充足問題の並列求解
法が研究されている．サーベイ [7]では既存研究を，(a) 制
約伝播手続きの並列化手法，(b) 異質な求解エージェント
群を協調させる手法 (cf. ポートフォリオ手法)，(c) 探索空
間を分割し，複数ワーカで探索する手法 [2][3][4]，に分類し
ている．本研究は (c) に属する．NCSP求解について，(a)
や (b) のアプローチでは研究されているものの [8][9][10]，
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(c) のアプローチによる手法は著者らの知る限り提案され
ていない．
Branch-and-bound アルゴリズムの探索木を複数プロ
セッサ上のワーカに分散し，探索を行う手法が多く研究さ
れている [11][12][13]．また制約充足問題ソルバー [2][3]や
SATソルバー [14][4]についても同様の研究がなされてい
る．本研究では [11]を参考に並列探索処理を設計した．
[11][13]では，カットオフ深さを設定し，探索木の分散
を先延ばしすることで大きな分割木を生成する手法を提
案している．本研究でも同様のアイディアにより，under-

constrained NCSPの探索木を均等分割するために，分割
前に幅優先探索する手法を提案する．

3. 基本技術

3.1 区間計算
区間計算 [15] は浮動小数点数の計算を区間の計算に拡
張したものである．区間計算は実数計算の保守的近似であ
り，結果として得られる区間は実数計算がとりうるすべて
の結果を計算誤差とともに包む．区間 x = [x, x]により集
合 {r ∈ R | x ≤ r ≤ x}を表す．x, x ∈ Rで区間 xの上限
と下限を表す．本稿ではスカラーと同様に xと xで実ベク
トルと区間ベクトルを表す．d次元 box (区間ベクトル) x

は d区間の組 (x1, . . . ,xd)である．

3.2 数値制約プログラミング
数値制約充足問題 (numerical constraint satisfaction

problem, NCSP) [16]を下記の要素からなる 3つ組 (v,v0, c)

で表す．
• d変数の組 v = (v1, . . . , vd)．
• d次元 boxとして与えられる初期ドメイン v0．
• 制約 c ≡ f(v) = 0 ∧ g(v) ≥ 0 (ただし f : Rd → Rp，

g : Rd → Rq)．
本稿では d，p，qで問題中の変数，等式，不等式の数を表
す．制約を満たす変数 v への値 ṽ ∈ v0 の付値を NCSPの
解という．また集合 Σ := {ṽ ∈ v0 | c(ṽ)}を解集合という．
NCSPは，d < pがなりたつとき over-constrained (制約
過多)，d = pがなりたつとき well-constrained (制約過
不足がない)，d > pがなりたつとき under-constrained

(制約不足)であるという．一般に，well-constrained NCSP

は離散的な解集合を持ち，under-constrained NCSPは連
続的な解集合を持つ．
NCSP の標準的な求解手法として，4 章で説明
する branch-and-prune アルゴリズム [17] がある．
branch-and-prune アルゴリズムは，局所無矛盾性 (local

consistency) に基づき近似的に制約充足性を判定すること
により，NCSPを NP完全な探索問題として扱う．代表的
な局所無矛盾性である Box無矛盾性に基づく Prune実装
の計算量は O(ewd2)である (eはユーザ定義制約中の演算

Require: NCSP (v,v0, c)

Ensure: box集合の組 S

1: L := {v0}; S := ∅
2: while L ̸= ∅ do

3: v := Extract(L)

4: v := Prune(v)

5: if v ̸= ∅ then

6: ṽ := Select(v)

7: if ṽ ∈ v then

8: L := L ∪ Branch(ṽ,v)

9: else

10: S := S ∪ {v}
11: end if

12: end if

13: end while

14: return S

図 1 Branch-and-prune アルゴリズム．

子・初等関数の数，wは初期ドメイン一辺の最大サイズ，d
は変数の数を表す)[18]．

3.3 PGAS言語X10

X10[19]は，並列分散環境における高性能・高生産プロ
グラミングの実現を目標に，IBM Researchにより開発さ
れているプログラミング言語である．X10は計算環境モデ
ルとして PGAS (partitioned global address space) を採
用しており，複数のプレースにまたがったデータ構造と，
軽量な並列タスクによる並列分散処理とを，簡潔に記述す
るための構文を備えている．構文の例として，プレース
毎の分散処理のための at，並列タスクを生成するための
async，同期のための finished，when，atomic等がある．
X10 プログラムを Java または C++のプログラムに変
換し，実行可能ファイルを生成するコンパイラが開発され
ている．生成プログラムの実行環境として，ソケット通信
バックエンドやMPIバックエンド等があり，用途に応じ
てコンパイル時に切り替えることができる．また Javaと
C++との外部インターフェース機構を備え，本研究ではこ
の機能を使って X10と C++間の接続を行った．

4. Branch-and-pruneアルゴリズム

本章では NCSP求解アルゴリズム branch-and-pruneに
ついて説明する．アルゴリズムを図 1に示す．アルゴリズ
ムは，NCSPを入力として受け取ると，近似的な全解探索
を行い，初期ドメイン中の解集合を包む boxの集合 S を出
力する．branch-and-pruneは 4つのサブルーチンを持ち，
問題や求解アプローチに応じて実装を用意する．
• Extractは各繰り返しにおいて，解の探索空間である

Lから box v を選択する．この Extractの実装によっ
て，深さ優先探索や幅優先探索等の探索法を設定する
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ことができる．
• Pruneは相補的な 2つの処理を行う．1つ目に探索空
間 v から制約と矛盾する付値を除去する．NCSP の
求解では局所無矛盾性に基づき，ある区間の端部分を
取り除く．本研究では数値制約のための局所無矛盾
性である Hull無矛盾性，Box無矛盾性，区間ニュー
トン法を複合的に適用する手法 [20]を用いる．2つ目
に，区間ニュートン法等を用い，v 内の解の存在保証
を行う [5]．保証に成功した場合は S に追加する．問
題が under-constraindedで領域状の解集合をもつ場合
には，v が解集合の内部 boxであることを保証でき
る．その場合，探索を打ち切り，効率化を図ることが
できる．

• Selectは変数集合 v = {v1, . . . , vd, •}から 1つの要素
を選択する．本研究ではラウンドロビン方式で順に変
数を選ぶように実装した．また Selectは探索打ち切り
の判定も行い，要素 •が探索打ち切りを表す．本研究
では探索打ち切り条件として，box v の最大幅が規定
幅 (求解精度) より小さいかどうか，あるいは内部 box

であるかどうかを用いる．
• Branchは box v を 2分割する．分割された boxは L

に戻され，以降各 boxについて探索を行う．分割の際，
boxのどの辺を選ぶか (変数選択) が探索の効率化の
ために重要となる．本研究では box毎にラウンドロビ
ン方式で変数選択を行う．

Branch-and-pruneによる探索において，条件がよければ
Prune 1回の適用で探索空間を大幅に削減できる (例: Prune

として区間ニュートン法を用いた場合，2次収束)．一方，
探索空間が解を含まなければ，多くの場合，Prune適用の結
果として空集合が得られる．このように Pruneが探索木を
枝刈りし，不平衡化を招くため，一般に branch-and-prune

の探索空間サイズを事前に予測するのは難しい．

5. Branch-and-pruneの並列化

まず，branch-and-pruneアルゴリズムの whileループ
の中身 (3–12行目) を 1つの async文とし，並列タスクに
することで，プレース内での探索処理を粗粒度で並列化で
きる．ただし本研究では，6章でも述べるように，計算量
が大きい Prune手続きを並列化せず atomic処理とするた
め，プレース内での並列化による大きな効果は得られない
と考えられる．
本研究では，速度向上を得るために，branch-and-prune

の探索処理を複数プレースに分散することで並列化を行う．
そのために，[11] 11章で述べられている深さ優先 branch-

and-bound アルゴリズムの並列化手法と同様に実装を行
う．実装は各プレースにおいて図 2に示すような同一処理
を行う分散的な構成とし，複数プレース間で動的な負荷分
散を実施する．各プレースは探索空間の 1部分を担当して

Branch-and-prune
+ メッセージ応答

プレースを選択し，
探索空間を要求 メッセージ送受信

探索空間
がなくなった

探索空間
を受信

拒否された

要求送信

図 2 各プレースにおける処理．
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図 3 探索木の分散処理．

探索を行い，プレース間で動的に探索空間 (box) の受け渡
しを行う．プレースにおいて手持ちの探索空間がなくなっ
た場合，他のプレースを 1つ選び，要求を送り，当該プレー
スが要求に応えて探索空間を送り返すのを待つ．要求先で
も探索空間が枯渇していた場合は拒否メッセージを受ける
ので，再度プレースを選んで要求を送りなおす．計算の終
了判定には Dijkstraの方法を用い，全プレースで探索が終
了したことを確認する ([11] 11.4.4節を参照)．

5.1 探索空間の分散手法
各プレースは探索空間要求を受け取ると，探索の最中
に探索空間の一部を送信する．プレース横断的な branch-

and-pruneによる探索処理を図 3に示す．各プレースに探
索空間要求を格納するためのキューを設け，要求を受け
取ると，要求元のプレース識別子を保持する．図中の探索
木の各節点では，入力された探索空間 (box) に Pruneを
適用した後，Branchを適用して 2分割している．その際，
キューに要求があれば，分割した boxの片方をキュー内の
識別子 (P1や P2) のプレースに送信する．もう片方につい
ては同プレースで探索を進める．Boxに Pruneを適用した
結果が空集合になった場合は探索を終了し，他プレースに
探索空間を要求する．図において，P2 は受け取った box

に Pruneを 1回適用したのみで探索を終了している．

5.2 初期ドメインの分散
求解処理の初期においては，探索開始前にあらかじめ各
プレースに探索空間の要求を登録しておき，図 4のような
ツリー状に NCSPの初期ドメインがプレース P0 から全プ
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図 4 初期ドメインの 8 プレースへの分散経路．
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図 5 Under-constrained NCSP 求解結果の例 (serial)．
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図 6 前処理の例．

レースに分散されるようにする．具体的には，プレース Pi

からプレース Pj，ただし j := i mod 2⌊log2 i⌋，への要求
を設定する．探索木が高さ nの完全二分木であれば 2n プ
レースに探索空間が行き渡る．

5.3 領域状の解集合計算のための前処理
Under-constrained NCSPは領域状の解集合を持ち，ソ
ルバーは図 5のような解集合を包む box集合を計算する．
事前に解集合の領域の位置・形状がわかれば，均等に求解
処理を分割することが可能になる．そこで提案手法では，
事前に指定した深さまで幅優先探索を行い，図 6のように
解集合を低精度で包む box集合を求め，boxを各プレース

区間演算ライブラリ Gaol (C++)

数値制約充足問題求解ライブラリ
Realpaver (C++)

並列数値制約充足問題ソルバー
(X10)

複数プロセスを生成

区間演算

Boxの削減 (Prune)

図 7 実装の構成．

に分散してから，図 2の求解処理を始めるようにした．
前処理では，まずプレース P0 にて下記の処理を行う．

( 1 ) 幅優先 Branch-and-pruneを実行し，初期ドメインか
ら規定サイズ以下の box集合 B を求める．アルゴリ
ズム中の box集合 L内の全 boxが規定サイズ以下に
なるまで実行し，B := Lとすればよい．また各繰り
返しにおいて B を boxのサイズでソートする．

( 2 ) B を 2分割し，片方をプレース P1 に送る．
次に，前節の経路図 4に従い，各プレースで下記の処理を
行い，box集合を分散する．
( 1 ) Box集合 B を受け取ったら，branch-and-pruneの L

に設定し，Lの要素数が B の 2倍になるまで幅優先
branch-and-pruneを実行する．

( 2 ) B を 2分割し，片方を他プレースに送る．
上記手続きにより，分散経路の木が 1段高くなるに従い，2
倍の個数の boxが各プレースに行き渡るようにしている．
図 6は規定 box幅を 2.5とし，8プレースで上記手続きを
行った結果を示している．

6. 実装

提案手法の実装を X10 (バージョン 2.3.1) と C++ (gcc

バージョン 4.3.4) で行った．実装の構成を図 7に示す．実
装では C++で実装された既存の区間演算ライブラリ Gaol

(バージョン 4.0.1)*1 とNCSP求解ライブラリRealpaver[6]

(バージョン 1.1を拡張したもの [5])*2 を利用し，図 2の
処理と branch-and-prune アルゴリズムを X10 で実装し
た．X10 実装では各プレースに図 2 の処理を走らせる．
Branch-and-pruneアルゴリズム 4行目の Pruneで C++の
Realpaverの APIを呼び出すようにしている．Realpaver

は逐次処理を前提にしているため，X10側での上記 API

呼び出しは atomic文にする必要がある．Pruneの処理は
branch-and-pruneアルゴリズムのボトルネックであるため
(逐次実行時に実行時間の 95%以上を占める)，本実装では
プレース内部での速度向上がほとんど期待できないと考え
られる．

*1 http://sourceforge.net/projects/gaol/
*2 http://pagesperso.lina.univ-nantes.fr/

~granvilliers-l/realpaver/
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図 8 Well-constrained NCSP求解の速度向上 (横軸: プレース数，
縦軸: 速度向上)．

7. 評価実験

提案手法による NCSP求解の性能向上を評価するため
に実験を行った．実験には東京工業大学のスーパーコン
ピュータ TSUBAME2.0 の 4 ノードを用いた．各ノード
は，CPU: Intel Xeon 2.93GHz (6コア)×2，RAM: 54GB，
内部結合: QDR InfiniBand× 2 (80Gbps) というスペック
になっている．X10はMPIバックエンド (OpenMPIバー
ジョン 1.6.3) を用い，オプション X10 NTHREADSを 12に，
GC NPROCSを 12に設定した．各 NCSPインスタンスにつ
いて 1, 2, 4, 8, 16プレースを用いて求解を行った．各プ
レース数による求解時の，各ノードにおけるユーザレベル/

カーネルレベルの CPU 使用率はそれぞれ，4.5%/0.2%，
4.5%/0.2%，4.5%/0.2%，8.5%/0.1%，17%/0.1%程度であっ
た．おおまかにプレース数分の CPUコアに対応する値と
なっている．

7.1 Well-constrained NCSPの求解
INRIA COPLINプロジェクトのベンチマーク集*3 の 5

問題 7インスタンスの求解を行った．求解精度 (求解処理
を打ち切る最大 box幅) は 10−8 とした．各インスタンス
の性質と実験結果を表 1に示す．各列は，問題名，サイズ
(変数・制約の数)，解の個数，1プレースで求解したとき
の実行時間 t1，そのときの探索における分岐数 br1，4プ
レースで求解したときの実行時間 t4，そのときの各プレー
スでの分岐数の標準偏差 σ4，16プレースで求解したとき
の実行時間 t16，そのときの各プレースでの分岐数の標準
偏差 σ16，を表す．ただし標準偏差は比較のため，総分岐
数 br1 で割っている．求解の速度向上を図 8に示す．
実験結果では，bt 2インスタンスと eco について 16プ
レースを用いて 7.0–7.9 倍の速度向上を得た一方，ef 2イ
*3 http://www-sop.inria.fr/coprin/logiciels/ALIAS/

Benches/benches.html
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図 10 速度向上の求解精度による差異．

ンスタンスについては速度向上は 1.3倍にとどまり，te で
は速度向上を得ることができなかった．速度向上の有無は
探索木の平衡度と分割の可否による．ef と te については，
表 1の分岐数の標準偏差 σ4/br1 および σ16/br1 が同列の
他インスタンスに較べ大きく，各プレースが探索した探索
木のサイズがばらついていることがわかる．実際，両問題
の探索木は平衡しておらず，ef では木の片側の枝がつねに
高々高さ 2となっており，te ではつねに高さ 1となってい
る．そのため提案手法では，最低でも木全体の高さ (te で
は br1 と等しい) 分の Pruneおよび Branchの計算を並列
化できない．その他に，インスタンスサイズによらず速度
向上が得られることがわかった．

7.2 Under-constrained NCSPの求解
文献 [5][1]で述べられている NCSP 4問題の求解を行っ
た．求解は 5.3節の前処理を適用しない場合とする場合の
2通りで行った．また問題 serial と 3rpr については 2通り
の精度で求解を行った．各問題の性質および実験結果を表
2に示す．2列目のサイズを射影変数の数+パラメタ変数の
数，3列目を求解精度とした以外は表 1と同様の情報を示
している．求解の速度向上を図 9，10に示す．問題 serial

を精度 0.01で求解した結果を図 5に示す．
serial 以外の問題で 16プレース使用時に 8.9–9.7倍の速
度向上を得た．serial では 5.0倍の速度向上を得た．8プ
レース以上を用いたすべての求解処理において，前処理を
用いたほうが速度向上が大きくなった．
sp の解集合は初期ドメインへの Branch適用 2回の分割
面について対象的な形をしており，2あるいは 4プレース
を使用時はほぼ等しく探索空間が分散される．しかし 3回
目の Branch適用以降は非対称に探索空間が分割されてい
くため，前記以外のプレース数では各プレースの探索木の
大きさにばらつきが出てしまう．8あるいは 16プレース使
用時，2プレースにおいて全探索空間の約 1/4の求解を行
う結果となり，実行時間がほぼ変わらなかった．前処理を
用いると，2あるいは 4プレース使用時では用いない場合
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表 1 Well-constrained NCSP 求解の実験結果．
問題 サイズ 解の個数 t1 t4 t16 br1 σ4/br1 σ16/br1

Broyden tridiagonal (bt) 20 2 11.5 4.12 1.58 23345 0.10 0.04

25 2 349 131 44.1 561559 0.11 0.04

Economics (eco) 8 8 49.3 18.8 7.1 54766 0.13 0.04

Extended Frudenstein (ef ) 30 1 4.5 4.47 3.46 90 0.28 0.16

50 1 33.4 28.8 25.2 150 0.28 0.16

Robot kinematics (rk) 9 16 27.4 12.2 10.8 28669 0.18 0.12

Trigexp 1 (te) 100 1 32.5 32.5 32.7 98 0.43 0.24

表 2 Under-constrained NCSP 求解の実験結果．
問題 サイズ 精度 解の個数 前処理 t1 t4 t16 br1 σ4/br1 σ16/br1

Sphere and plane (sp) 2+2 0.01 52217 off 21.7 5.54 5.45 62589 0.00 0.08

on 6.08 2.23 0.03 0.02

Sailboat (sail) 2+2 0.1 27473 off 29.6 17.5 8.09 36361 0.22 0.08

on 8.12 3.33 0.02 0.02

Serial robot (serial) 2+2 0.01 71716 off 33.9 16.6 11.5 93465 0.19 0.10

on 11.53 6.77 0.12 0.07

0.005 186632 on 88.7 31.7 16.1 245465 0.13 0.07

3-RPR robot (3rpr) 3+3 0.4 258259 off 135 41.1 17.4 258811 0.04 0.03

on 48.5 13.9 0.80 0.02

0.2 814139 on 381 138 42.9 816313 0.09 0.02

よりも若干並列化の効率が悪くなっているものの，それ以
外のプレース数でも相応の速度向上を得ることができた．
sail と serial は図 5にも見られるように解集合が複雑な
形状をしており，また位置によっては内部でも細かい精度
の box群を計算する必要がある．そのため，前処理を用い
ない求解処理において，各プレースの探索木の大きさにば
らつきが出たものと考えられる．sail については前処理を
適用することで速度向上を大きく改善することができた．
serial については前処理を適用し速度向上を改善できたも
のの，16プレース使用時で 5.0倍にとどまった．
求解精度を 1/2倍した場合の速度向上を比較すると (図

10)，どちらの設定でも同様の結果となった．

8. まとめと今後の課題

本研究では，well-constrainedおよび under-constrained

NCSPを求解するための branch-and-pruneアルゴリズム
の並列化手法を提案し，既存実装 Realpaverを PGAS言
語 X10により拡張することで提案手法を実装した．実験
結果では，well-constrained NCSP について 16 プレース
使用時に最大 7.9 倍の速度向上 (並列化効率 50% 程度)，
under-constrained NCSPについて 16プレース使用時に最
大 9.7倍の速度向上 (並列化効率 60%程度) を得た．
提案手法は探索木を分散することで並列化を図ったもの
であり，計算量の大きい Pruneは並列化していない．今後
の課題として，Pruneも並列化し，複数プレース間・単一
プレース内部の双方で速度向上を得ることが挙げられる．
また，本研究では branch-and-pruneの求解パラメタを固

定して開発を行ったが，異なる求解パラメタを持つ並列タ
スク群による求解も効果的だと考えている．文献 [1]では
NCSPに基づき並列ロボットの解析を行っているが，提案
手法を用いることで未解決問題を扱うことが可能になると
見込まれる．
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