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分布間ダイバージェンスと議席配分方式の関係について

一森 哲男1,a)
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概要：本論文の目的は分布間ダイバージェンスと議席配分方式の関係を明らかにすることである．最近，
Rényiダイバージェンスと緩和除数方式と呼ばれる議席配分方式の間の関係が明らかにされた．そこで本
論文では，この結果を一般化し，f ダイバージェンスと呼ばれるダイバージェンスのクラスと議席配分方
式間の関係を明らかにする．得られた主な結果は，(i) f ダイバージェンスが緩和比例方式に対応するこ
と，(ii) f ダイバージェンスのクラスに属する全変動距離（�1 距離）が最大剰余法に対応すること，およ
び，(iii) Chernoffの αダイバージェンスが 1対 1に緩和除数方式に対応することである．また，それぞれ
の分野で得られている知見から他方の分野の結果を比較検討する．
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Abstract: In this paper, we develop the relationship between some divergences and apportionment methods
of representatives. Recently Ichimori has established the correspondence between the Rényi divergence and
the relaxed divisor method of apportionment. The aim of this paper is to generalize his results and to develop
the correspondence between the class of f -divergences and apportionment methods. The results obtained are
(i) the class of f -divergences are in correspondence with the relaxedly proportional methods, (ii) the total
variation distance (i.e., �1 norm) is in correspondence with the largest remainder method and (iii) the class
of Chernoff’s α-divergences are in one-to-one correspondence with the relaxed divisor methods.
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1. はじめに

情報理論では，2つの分布間の距離を測るためにダイバー

ジェンスという情報量が定義されている．もちろん，ベク

トル解析のダイバージェンス（発散）とは別のものである．

最も有名なダイバージェンスは Kullback-Leiblerによるも

のであろう [1]（これは相対エントロピーや情報ダイバー

ジェンスなどさまざまな名前で呼ばれている [2]）．これ以

外にも，Rényiダイバージェンス [3]や Chernoffによる α

ダイバージェンス [4]などいくつものダイバージェンスが

知られている．
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政治学では得票や人口に応じて議席を配分することが重

要な問題となっている．比例代表制では，政党の獲得した

票数に応じて政党間で議席を配分する．アメリカのような

連邦制では，州の人口に応じて州間で議席を配分する．政

党を州と読み替え，政党の得票を州の人口と読み替えれば，

両者は同じ問題と考えられる．この問題は議員定数配分問

題と呼ばれ 200年以上にわたり激しい論争が続けられてい

る [5]．わが国でも 1票の格差の問題としてよく知られてい

る．議席配分方式とは国勢調査により定まった人口分布に

応じて，定められた数の議席を州間で配分するアルゴリズ

ムのことである．つまり，このアルゴリズムにより議席分

布が定まる．人口分布と議席分布の両者を確率分布と考え

れば，これらの分布間のダイバージェンスが定義できる．

この値が最小であれば，議席分布は人口分布に最も近いと
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解釈できる．

最近，先行研究で，Rényiダイバージェンスの最小化が

緩和除数方式という配分方式に対応することが明らかにさ

れた [6]．

本論文の目的は，この先行研究の結果を拡張し，さまざ

まなダイバージェンスがどのような配分方式に対応してい

るかを明らかにすることである．さらに，それぞれの分野

で得られている知見から他方の分野を観察し考察する．こ

のことは，分布間のダイバージェンスや議席配分方式に関

して，今後の研究の発展に役立つものと期待できる．

2. f ダイバージェンス

分布間ダイバージェンスとして，Csiszár の f ダイ

バージェンス [7]（Ali-Silvey 距離ともいう [8]）は最も

一般的なものとして知られている．2 つの離散確率分布

U = (u1, u2, . . . , un)とV = (v1, v2, . . . , vn)が与えられたと

する．ここで，uk > 0（k = 1, 2, . . . , n），かつ
∑n

k=1 uk = 1

であり，vk > 0（k = 1, 2, . . . , n），かつ
∑n

k=1 vk = 1であ

る．このとき，両分布間の f ダイバージェンスとは

Df (U||V) =
n∑

k=1

vkf

(
uk

vk

)

と定義されている．正の実数の集合を R+ とし，実数の

集合を Rと書く．関数 f : R+ → Rは狭義凸で，さらに，

f(1) = 0と正規化されている．

f ダイバージェンスは数学で定義される距離関数とは異

なり，対称性や三角不等式が成り立たない．そのため，厳

密には距離とはいえないが，しばしば，Df (U||V)は U か
ら V まで*1の距離という．有名な Jensenの不等式より

n∑
k=1

vkf

(
uk

vk

)
≥ f

(
n∑

k=1

vk
uk

vk

)
= f(1) = 0

が導かれ，その値が非負 Df (U||V) ≥ 0であることが分か

る．また，関数の狭義凸性より，Df (U||V) = 0となるの

は，すべての k ∈ {1, 2, . . . , n}に対し uk = vk となるとき，

および，そのときのみである．

たとえば，f(t) = t log t（t > 0）とおけば，f ダイバー

ジェンスは
n∑

k=1

uk log
uk

vk

となり，Kullback-Leiblerダイバージェンスが得られる．

表 1 に関数 f(t)とそれにより定まるダイバージェンスを

いくつか与える．

表 1 の DKL は Kullback-Leiblerダイバージェンスを示

す．Dχ2 は Pearsonの χ2ダイバージェンス [9]を表してい

る．DH は Hellinger距離の 2乗（Hellingerダイバージェ

ンス）[10]と呼ばれ，U と V に関して対称である．すなわ
*1 逆に，これを V から U までの距離と定義する人もいる．

表 1 代表的なダイバージェンス

Table 1 Typical examples of divergences.

f(t) (t > 0) ダイバージェンス

t log t DKL(U||V) =
n∑

k=1

uk log
uk

vk

− log t DKL(V||U) =
n∑

k=1

vk log
vk

uk

(t − 1)2 Dχ2(U||V) =
n∑

k=1

(uk − vk)2

vk

(t − 1)2

t
Dχ2(V||U) =

n∑
k=1

(vk − uk)2

uk

1

2

(√
t − 1

)2
DH(U||V) =

n∑
k=1

1

2

(√
uk −√

vk

)2
|t − 1| DV(U||V) =

n∑
k=1

|uk − vk|

1

α(α − 1)
(tα − 1) Dα(U||V) =

1

α(α − 1)

(
n∑

k=1

uα
k

vα−1
k

− 1

)

1

α − 1
(tα − 1) DT(U||V) =

1

α − 1

(
n∑

k=1

uα
k

vα−1
k

− 1

)

ち，DH(U||V) は DH(V||U) に等しい．DV は全変動距離

（�1 距離）といわれ，これも U と V に関して対称である．
最後から 2つ目は Chernoffの αダイバージェンスであ

り，これは 1つのパラメータ −∞ < α < +∞を含んでい
る．しばしば，

4
1 − α2

(
1 −

n∑
k=1

u
1+α

2
k v

1−α
2

k

)

の形で表現されるが，ここでは比較のため，特に，その下

の Tsallisダイバージェンスと比較しやすいような形で表

現した．具体的には，上記の式の指数部の (1 + α)/2を新

たに αとおき直している．α = 1の場合は極限操作により

f(t) = lim
α→1

1
α(α − 1)

(tα − 1) = t log t

となり，Kullback-LeiblerダイバージェンスDKL(U||V)が

導かれる．α = 0の場合は極限操作により f(t) = − log t

となり，Kullback-LeiblerダイバージェンスDKL(V||U)が

導かれる．

最後の DT は Tsallisダイバージェンス [11]を表してお

り，これも 1つのパラメータ α > 0を含んでいる．α = 1

の場合，極限操作により f(t) = t log tとなり，Kullback-

Leibler ダイバージェンスが導かれる．この Tsallis ダイ

バージェンス，および，これのもとになる Tsallisエント

ロピーは Tsallisの発見以前から知られていたようである．

表 1 の中のダイバージェンスの式を比較することにより，

Tsallis ダイバージェンスが Chernoff の α ダイバージェ

ンスの特別な場合であることが分かる．このことからも，

Tsallisの発見は新規でないと思われる．

一般に，凸関数はいくらでも存在する．また，凸関数と

凸関数の和（より一般的には，凸結合）もまた，凸関数と

なるので，それに応じて f ダイバージェンスはいくらでも

c© 2013 Information Processing Society of Japan 1989



情報処理学会論文誌 Vol.54 No.8 1988–1995 (Aug. 2013)

存在する．たとえば，関数 f(t) = t log tと f(t) = − log t

から，f(t) = t log t + (− log t) = (t − 1) log t（t > 0）も

ダイバージェンスを定義する [1]．これは Jeffreysダイバー

ジェンス [12]と呼ばれるもので，これを記号 DJ(U||V)で

表せば，当然，2つの Kullback-Leiblerダイバージェンス

の和になる．つまり，

DJ(U||V) = DKL(U||V) + DKL(V||U)

となる．これは U と V に関して対称で，DJ(U||V) =

DJ(V||U)である．

3. 議席配分方式

議席配分方式は最大剰余法と除数方式を考慮対象とする

のが現実的である．最大剰余法は世界中でよく使われてお

り，わが国でも地域に議席を配分する際には必ず使用され

ている．たとえば，小選挙区制で選出される衆議院議員の

300議席は 47都道府県間で最大剰余法を用いて配分されて

いる．また，残りの 180議席は 11ブロック（北海道ブロッ

ク，東北ブロックなど）間で最大剰余法を用いて配分され

ている．一方の除数方式は 1つの配分方式ではなく，無数

の方式を含む配分方式のクラスである．たとえば，11ブ

ロックに配分された議席は，それぞれ，各ブロック内での

比例代表制の選挙結果に基づき，ドント法（別名 Jefferson

方式）という除数方式を用いて政党間で配分されている．

3.1 最大剰余法

議席を州間で配分する問題を考える．州の総数を s，議

席の総数を hとする．州 iの人口を piとし，そこに配分す

る議席数を ai で表す．州全体の集合を S = {1, . . . , s}と
定義する．

議席数 hを州の人口に完全に比例させて配分したとき，

各州 iの理想の分け前は

qi = h × pi

π

である．ここで，πは総人口で
∑s

i=1 pi に等しい．この qi

を州 iの「取り分」という．万一，すべての取り分が整数

であれば，問題が解決し，各州の議席配分数は取り分に等

しくなる．しかしながら，普通は，取り分は整数ではない

ため，その端数を切り上げるか切り捨てるかして，取り分

を整数に丸める必要がある．ただし，一般的な四捨五入で

はうまくいかないことが多い．そこで，小数点以下の端数

の大きなものから順にその端数を切り上げ，すべての議席

が配分されるようにしたものを「最大剰余法」という．

定義 1（最大剰余法） 議席分布（a1, . . . , as）を定める．

( 1 ) すべての州 i ∈ Sに対して取り分 qi = hpi/πを求める．

( 2 ) すべての州 i ∈ S に対して配分議席数を ai = �qi�と
する*2．

*2 記号 �x� は床関数で，x 以下の最大の整数である．

( 3 ) 残余議席数 η = h −∑s
i=1 ai を求める．

( 4 ) すべての州 i ∈ S に対して端数 qi − aiを求め，最大の

端数を持つ η 個の州 iに対しては 1議席を追加する：

ai = ai + 1．

たとえば，ある国が 3 つの州から構成されているとす

る．州 1の人口は 235万人，州 2の人口は 333万人，州

3 の人口は 432 万人とする．議席総数を 10 とする．つ

まり，s = 3，h = 10，p1 = 2,350,000，p2 = 3,330,000，

p3 = 4,320,000である．計算により，取り分は q1 = 2.35，

q2 = 3.33，q3 = 4.32となる．上記アルゴリズムのステッ

プ ( 2 )での配分は a1 = 2，a2 = 3，a3 = 4となる．残余の

議席数は η = 10 − 2 − 3 − 4 = 1となり，端数が最大の州

1が 1議席の追加を受け，最終の配分は a1 = 3，a2 = 3，

a3 = 4となる．

上記の数値例に対し，議席総数を 1割だけ増加させてみ

る．すなわち，h = 11とする．人口は変化しないとすると，

各州の取り分も 1割だけ増加し，具体的には，q1 = 2.585，

q2 = 3.663，q3 = 4.752となる．ステップ ( 2 )での配分は

順に 2議席，3議席，4議席となり，残余の議席数は 2と

なる．端数の大きな 2州は州 2と 3なので，それぞれの州

に 1議席が追加され，最終の配分は順に 2議席，4議席，5

議席と定まる．以前に比べ州 1の配分議席数が 3から 2に

減少している．原因は議席総数の増加だけであるため，こ

の現象はきわめて奇妙である．

実際，アメリカで 1880 年度の国勢調査結果に基づき，

最大剰余法を用いて議席を配分しているとき，議席総数が

299ではアラバマ州に 8議席が与えられるが，議席総数を

300に増やすとアラバマ州に配分される議席数は 7に減っ

てしまった．そのため，この現象を「アラバマ・パラドッ

クス」と呼んでいる．

最大剰余法はこのような奇妙な現象を引き起こすが，「取

り分制約」というきわめて重要な性質を満足する．取り分

制約とは，議席配分アルゴリズムにより定められた議席分

布（a1, . . . , as）が不等式

�qi� ≤ ai ≤ 	qi
 ∀i ∈ S

を満たすことである*3．そのため，最大剰余法はわが国を

はじめ多くの国々で現在も使用され続けている．

3.2 除数方式

アラバマ・パラドックスを避ける方法として知られてい

るのが除数方式と呼ばれる配分方式である．ただし，この

方式は取り分制約を満たさない [5]．除数方式の基本は人

口 x人につき 1議席を配分する．この xの値は「除数」と

呼ばれ，すべての議席が配分されるように調整して定めら

れる．このため，除数 xは整数に限定されているのではな

く，正の実数とする．最大剰余法は取り分の値を整数に丸
*3 記号 �x� は天井関数で，x 以上の最小の整数である．
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めたが，除数方式は人口を xで割った値を整数に丸める．

そのときに使われるのが「丸め関数」と呼ばれるものであ

る．非負の整数の集合を Z0，正の整数の集合を Z+，非負

の実数の集合を R0 する．丸め関数 d : Z0 → R0 は狭義増

加である．各 a ∈ Z0 に対し a ≤ d(a) ≤ a + 1を満たす．

また，d(b) = bかつ d(c) = c + 1を満たす整数のペア (b, c)

は存在しない．ただし，b ∈ Z+，c ∈ Z0 である．

除数方式では，人口を除数で割った値（実数）を整数に

丸めて州の配分議席数を決めるが，より一般的に正の実数

zを丸め関数 d(a)を用いて，整数に丸める規則を以下のよ

うに定義する．

定義 2（丸め規則） 実数 z > 0 を丸めた整数を [z] で

表す．

( 1 ) z < d(0)ならば [z] = 0とする．

( 2 ) d(a) < z < d(a + 1) となる a ∈ Z0 が存在すれば，

[z] = a + 1とする．

( 3 ) z = d(a)となる a ∈ Z0 が存在すれば，[z] = aまたは

[z] = a + 1とする．

たとえば，丸め関数を d(a) = a+0.5（a ∈ Z0）とする除数

方式（Webster方式と呼ばれる）を考える．上記 3.1節の数

値例（ただし，h = 10とする）に対し，除数を x = 955,000

に選ぶと，p1/x = 2.46，p2/x = 3.49，p3/x = 4.52が得

られる．順に，d(1) < 2.46 < d(2)，d(2) < 3.49 < d(3)，

d(4) < 4.52 < d(5)となり，上記の丸め規則 ( 2 )より，配

分は順に 2議席，3議席，5議席と定まる．

いくつかの除数方式とそれにともなう丸め関数 d(a)を

表 2 に与える．Adams方式，Dean方式，Hill方式，Web-

ster方式，Jefferson方式の丸め関数は文献 [5]から引用し

た．残りの丸め関数は文献 [13]から引用した．さらに，丸

め関数 d(a)は連続する 2整数 aと a + 1の間の値をとる

が，多くは両者の何らかの平均になっている場合が多い

ので，その両者間の関係も同表に与える．表 2 に現れる

Theil方式の identric平均と緩和除数方式の Stolarsky平均

は文献 [14]で定義されている．Theil方式は文献 [15]の脚

注 1で，T&S方式は文献 [16]でそれぞれ述べられている

が，前者は提案だけで，後者はその付録 Eで丸め関数が対

数平均であることを示している．

表の中の丸め関数の中には，d(0) が定義されていない

ものもあるが，そのような場合，すべて，極限操作によ

り定義する．よって，T&S 方式では d(0) = 0，Theil 方

式では d(0) = 1/e ≈ 0.37と定まる．最後の緩和除数方式

に対して，θ ≤ 0 では極限操作により d(0) = 0 となり，

θ > 0かつ θ = 1の場合は，そのまま a = 0を代入して，

d(0) = (1/θ)1/(θ−1) である．

この緩和除数方式で θ = 0, 1の場合の丸め関数も極限操

作で定義する．このとき，

表 2 代表的な除数方式

Table 2 Typical examples of divisor methods.

除数方式名 d(a) a と a + 1 の関係

Adams a 小さい方

Dean
2a(a + 1)

2a + 1
調和平均

Hill
√

a(a + 1) 幾何平均

T&S
1

log a+1
a

対数平均

Theil
1

e

(a + 1)a+1

aa
identric 平均

Webster a + 1
2

算術平均

Jefferson a + 1 大きい方

緩和除数
(

(a + 1)θ − aθ

θ

) 1
θ−1

Stolarsky 平均

lim
θ→0

(
(a + 1)θ − aθ

θ

) 1
θ−1

=
1

log a+1
a

および

lim
θ→1

(
(a + 1)θ − aθ

θ

) 1
θ−1

=
1
e

(a + 1)a+1

aa

となることから，θ = 0の場合の緩和除数方式は T&S方式

に等しく，θ = 1の場合の緩和除数方式は Theil方式に等

しくなる．また，簡単な計算より，θ = −1は Hill方式に，

θ = 2はWebster方式に等しくなることが分かる．

3.3 最適化による配分方式の表現

議席の配分方式を最適化問題として記述する試みは古く

から行われている．すべての方式が適切な形をした最適化

問題として表現されるとは限らないし，1つの方式をさま

ざまな形の最適化問題として表現できる可能性もある．こ

こでは，一般的によく知られた形で表現されている配分方

式を取り上げる．

最初に，最適化問題の制約条件を述べる．決定変数は州

への配分議席数 ai（i ∈ S）である．丸め規則の定義 ( 1 )

より，d(0) = 0となる除数方式を用いれば，議席を受け

取らない州は存在しないので，そのような配分方式を最適

化問題で表現するには，制約：ai ∈ Z+ が必要である．他

方，d(0) > 0となる除数方式を含め，その他の配分方式に

対しては，制約：ai ∈ Z0 が必要である．さらに，制約条

件：
∑s

i=1 ai = hが必要である．すなわち，州全体に配分

される議席の和は議席総数に等しい．

配分議席数 ai = 0を許す・許さないの違いはあるもの

の，それ以外の点では，制約条件はすべての配分方式に共

通なので，最小化問題として記述するならば，各配分方式

を特徴づける違いは目的関数だけとなる．表 3 にいくつ

かの配分方式と，それらを記述する目的関数をそれぞれ示

す．Adams方式，Jefferson方式の目的関数は文献 [17]に

与えられている．最大剰余法，Hill方式，Webster方式の

c© 2013 Information Processing Society of Japan 1991
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表 3 最適化表現による配分方式

Table 3 Apportionment methods via optimization.

配分方式 目的関数

最大剰余
s∑

i=1

∣∣∣∣ai − pi × h

π

∣∣∣∣
Adams

s∑
i=1

a2
i − ai

pi

Dean
s∑

i=1

a2
i − ϕ(ai)

2pi

Hill
s∑

i=1

ai

(
pi

ai
− π

h

)2

T&S
s∑

i=1

pi log
pi

ai

Theil
s∑

i=1

ai log
ai

pi

Webster
s∑

i=1

pi

(
ai

pi

− h

π

)2

Jefferson
s∑

i=1

a2
i + ai

pi

緩和除数
s∑

i=1

aθ
i

θ(θ − 1)pθ−1
i

目的関数は文献 [5]に与えられている．Webster方式の目

的関数を最初に考案したのは Saint-Laguë [18]であり，Hill

方式の目的関数の正当性を示したのは Huntington [19]で

ある．T&S方式，Theil方式および緩和除数方式の目的関

数は文献 [20]で与えられている．Dean方式の目的関数は

文献 [21]で与えられているが，これに含まれる関数 ϕ(a)

は奇数の調和数と呼ばれ，各 a ∈ Z+ に対し，

ϕ(a) = 1 +
1
3

+
1
5

+ . . . +
1

2a − 1

と定義される．

4. ダイバージェンスと配分方式との関係

2 章で述べたダイバージェンスと 3 章で述べた議席配分

方式との関係を調べる．最初に，f ダイバージェンス・ク

ラスに属する代表的なダイバージェンスと議席配分方式と

の関係を調べる．次に，f ダイバージェンスそのものがど

のような配分方式のクラスに対応するかを明らかにする．

最後に，ここで得られた対応関係について考察を与える．

4.1 代表的なダイバージェンスと配分方式との関係

議席配分問題の枠組みの中で，それぞれの f ダイバー

ジェンスを焼き直してみる．すなわち，n = s とし，す

べての州 i ∈ S に対して ui = ai/h，vi = pi/π，または，

ui = pi/π，vi = ai/hとする．前者のダイバージェンスを

Df (A||P)と書き，後者を Df (P||A)と書く．

最初に，Kullback-Leiblerダイバージェンスを考えてみ

る．DKL(A||P)は

n∑
k=1

uk log
uk

vk
=

s∑
i=1

ai

h
log

ai

h
pi

π

=
s∑

i=1

ai log
ai

pi
+ h log

π

h

となり，これの最小化は表 3 より，Theil方式に対応して

いることが分かる．ただし，ここで少し注意が必要であ

る．Theil方式では d(0) = 0なので，人口の少ない州では

ai = 0となる可能性がある．本論文のダイバージェンスの

定義では ui > 0を仮定していたので，これに対処するた

め，慣例に従い，0 log 0 = limt→0 t log t = 0と定めること

にする [2]．

さらに，DKL(P||A)は
n∑

k=1

uk log
uk

vk
=

s∑
i=1

pi

π
log

pi

π
ai

h

=
s∑

i=1

pi log
pi

ai
+ π log

h

π

となり，これの最小化は T&S方式に対応する．T&S方式

では d(0) = 0なので ai ≥ 1となり，上式の分母に ai がき

ても問題はない．

次に，χ2ダイバージェンスを考えてみる．Dχ2(A||P)は

n∑
k=1

(uk − vk)2

vk
=

s∑
i=1

(ai

h − pi

π )2
pi

π

=
π

h2

s∑
i=1

pi

(
ai

pi
− h

π

)2

となり，Webster方式に対応することが分かる．さらに，

Dχ2(P||A)は

n∑
k=1

(vk − uk)2

uk
=

s∑
i=1

( pi

π − ai

h )2
ai

h

=
h

π2

s∑
i=1

ai

(
pi

ai
− π

h

)2

となり，Hill方式に対応することが分かる．

次に，HellingerダイバージェンスDH(A||P)=DH(P||A)

を考えてみる．これは

s∑
i=1

1
2

(√
ai

h
−
√

pi

π

)2

= 1 −
√

1
hπ

s∑
i=1

√
aipi

となり，θ = 1/2の緩和除数方式に対応することが分かる．

現在のところ，この配分方式の名前は付けられていない

ようである．上式の右辺の項
∑

i

√
aipi は Bhattacharyya

係数と呼ばれ，− log(
∑

i

√
aipi)は Bhattacharyya距離と

呼ばれている [22]．だから，θ = 1/2 の緩和除数方式は

Bhattacharyya距離を最小にしているともいえる．

次に，Chernoff の α ダイバージェンスを考えてみる．

Dα(A||P)は

s∑
i=1

1
α(α − 1)

(
s∑

i=1

(ai

h

)α/(pi

π

)α−1

− 1

)

と書ける．ここで，α = θとおくと，

s∑
i=1

1
θ(θ − 1)

(
πθ−1

hθ

s∑
i=1

aθ
i

pθ−1
i

− 1

)

が得られる．これの最小化は緩和除数方式に対応している

ことが分かる．いい換えれば，α = θとおいた αダイバー

ジェンスは，パラメータ θを持つ緩和除数方式に 1対 1に

c© 2013 Information Processing Society of Japan 1992
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表 4 ダイバージェンスと配分方式の対応

Table 4 The correspondence between divergences and

methods of apportionment.

ダイバージェンス 配分方式 パラメータ θ の値

DV(A||P) = DV(P||A) 最大剰余 該当せず

DKL(A||P) Theil 1

DKL(P||A) T&S 0

Dχ2(A||P) Webster 2

Dχ2(P||A) Hill −1

DH(A||P) = DH(P||A) 名無し 1
2

Dα(A||P) 緩和除数 (−∞, +∞)

DET(A||P) 緩和除数 (−∞, +∞)

対応している．

Tsallisダイバージェンスは機械学習や物理学をはじめ

さまざまな研究に応用されている．これは正のパラメータ

α > 0に対して定義されているが，これをすべての値のパ

ラメータに対して定義できるように拡張する．すなわち，

−∞ < α < +∞に対して，

DET(U||V) =
1

α(α − 1)

(
n∑

k=1

uα
k v1−α

k

)

と定義する．しかしながら，これはChernoffの αダイバー

ジェンスに等しい．だから，これも緩和除数方式に対応

する．

次に，分布に関して対称となる全変動距離（�1 距離）

DV(A||P)を考えてみる．これは

n∑
k=1

|uk − vk| =
s∑

i=1

∣∣∣ai

h
− pi

π

∣∣∣ =
1
h

s∑
i=1

∣∣∣∣ai − pi × h

π

∣∣∣∣
と書けるので，最大剰余法に対応することが分かる．

以上の結果を表 4 にまとめる．この表では，最大剰余法

以外はすべて緩和除数方式であり，それぞれ対応するパラ

メータ θの値を明示している．

最後に，これも分布に関して対称となる Jeffreysダイバー

ジェンスDJ(A||P)を考えてみる．これは 2つのKullback-

Leiblerダイバージェンスの和で定義されているので，両者

の中間的な配分方式になる．これは両方式の目的関数の定

数項を除いた和，すなわち，

s∑
i=1

(
ai log

ai

pi
+ pi log

pi

ai

)

を最小にする配分方式である．ただし，これはあまり満足

のいく配分方式ではなく，除数方式にもならないし，取り

分制約も満たさない．

配分方式が除数方式になるためには，任意の正の定数

λ > 0に対して，人口分布 (p1, . . . , ps)が (λp1, . . . , λps)に

変化しても議席分布 (a1, . . . , as)は不変とならなければな

らない [5]．しかしながら，上式の人口 pi を λpi に置き換

えてみると，上式は
s∑

i=1

(
ai log

ai

pi
+ λpi log

pi

ai

)
− h log λ + πλ log λ

に変化する．十分小さな λ に対しては，上式の最小化は

Theil方式に対応し，十分大きな λに対しては，T&S方式

に対応することが分かる．すなわち，これは除数方式では

なく，アラバマ・パラドックスを受ける可能性がある．

また，Theil方式と T&S方式の与える議席分布が同一と

なる人口分布の数値例を作ることは可能である．この数値

例を用いると，明らかに，Jeffreysダイバージェンスに対

応する配分方式の与える議席分布もこれらの議席分布に一

致するはずである．一方，Theil方式と T&S方式は除数方

式であるため，取り分制約は満たさない．よって，Jeffreys

ダイバージェンスに対応する配分方式も取り分制約を満た

さない．

4.2 f ダイバージェンスと配分方式の関係

ここでは，より一般的に f ダイバージェンスがどの

ような配分方式に対応しているかを議論する．いま，uk

（k = 1, . . . , n）を正の変数と考え，vk（k = 1, . . . , n）は正

の定数として，非線形計画問題

min
u

Df (U||V) s.t.
n∑

k=1

uk = 1, uk > 0 (k = 1, . . . , n)

を考える．記号 s.t. は条件を表す．最小化は変数 u =

(u1, . . . , un)に関して行う．f ダイバージェンスの性質よ

りDf (U||V)の最小値は 0であり，唯一の最適解は uk = vk

（k = 1, . . . , n）となる．このことから，この最適化問題を

（連続緩和された）議席配分問題に焼き直すと

min
a

Df (A||P) s.t.
s∑

i=1

ai = h, ai > 0 (i ∈ S)

が得られる．最小化は議席分布 a = (a1, . . . , as) に関し

て行う．ただし，州 iに配分される議席数 ai は整数では

なく正の実数，つまり，連続量としている．いい換えれ

ば，配分議席数の整数条件を線形条件に緩和（連続緩和）

している．これの唯一の最適解はすべての州 i に対して

ai = (h/π) × pi となり，配分議席数 ai が人口 pi に完全

に比例している．このような性質を持つ配分方式を「緩和

比例方式」と呼んでいる [23]．いい換えれば，f ダイバー

ジェンスから導かれる配分方式はすべて緩和比例方式とな

る．さらに，緩和比例方式のクラスには最大剰余法と緩和

除数方式が含まれる [23]（表 5 を参照）．

最大剰余法は全変動距離DV(A||P)から導かれ，これは

取り分制約を満たす．緩和除数方式は Hill方式，T&S方

式，Theil方式，Websterなどを含む配分方式のクラスで

あり，これはパラメータ α = θ（−∞ < α < +∞）を持つ
αダイバージェンスに 1対 1に対応する [13]．緩和除数方
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表 5 対応のまとめ

Table 5 Results of correspondence.

ダイバージェンス 配分方式 特色

Csiszár の f 緩和比例 連続緩和で議席と人口が比例

全変動距離 �1 最大剰余 取り分制約を満たす

Chernoff の α 緩和除数 アラバマ・パラドックスを回避

式には，Adams方式，Jefferson方式，Dean方式は含まれ

ない*4．これらの配分方式が緩和除数方式でないことの証

明は文献 [21]で与えられている．厳密にいえば，これらの

配分方式が緩和比例方式でないことを証明している．一般

に，Adams方式と Dean方式は人口の少ない州に非常に有

利であり，Jefferson方式は人口の多い州に非常に有利であ

ることはよく知られているため，好ましい配分方式とはい

えない．つまり，緩和除数方式は好ましくない配分方式を

排除している．最近，除数方式かつ緩和比例方式となる配

分方式は緩和除数方式だけであることが示されており [24]，

緩和除数方式の妥当性が増大した．

4.3 対応関係に関する考察

情報理論では，ダイバージェンス間の優劣についての一

般的な議論はなされてこなかったようである．しかしな

がら，ダイバージェンスの中で最も基本的で重要なもの

は Kullback-Leiblerダイバージェンス DKL(A||P)および

DKL(P||A)であろう．これらに対応する配分方式は，それ

ぞれ，Theil方式と T&S方式である．すなわち，情報理論

からすれば，Theil方式と T&S方式が最も基本的で重要と

なる．

しかしながら，議席配分の世界では，Theil方式と T&S

方式は配分方式としてはあまり注目を浴びてこなかった．

実のところ，この分野の基本的な著書 [5]の中でも，一言も

述べられていない．一方，この世界では，Webster方式と

Hill方式が最も優れた配分方式と考えられている．これら

に対応するダイバージェンスはそれぞれ χ2 ダイバージェ

ンス Dχ2(A||P) と Dχ2(P||A) である．さらに，Webster

方式と Hill方式の一方を選ぶ問題では，必ずしも完全に認

められているわけではないが，Webster方式が Hill方式よ

り優れているといわれている [5], [13]．議席配分の世界か

ら見ると，χ2 ダイバージェンス Dχ2(A||P)が最も優れて

いる．議席を配分する問題では，さまざまな配分方式を用

いて議席を配分し，その中でどの議席分布が人口分布に最

も近いかを論じている．だから，議席分布と人口分布では，

真の分布は人口分布の方である．この結論を一般的にいえ

ば，分布 V を真の分布としたときの χ2 ダイバージェンス

Dχ2(U||V)が最も優れているといえる．

一般に，ダイバージェンスは対称でないが，多くの応用

*4 Adams方式，Jefferson方式，Dean方式は緩和除数方式ではな
いが，除数方式ではあるので，アラバマ・パラドックスを避ける．

では対称の方が好ましい．そこで，Jeffreysダイバージェ

ンスのように，強制的に対称となるダイバージェンスが作

られているが，議席配分の観点からすると，このようなこ

とは好ましいことではない．なぜならば，これらに対応す

る配分方式は，Jeffreysダイバージェンスに対応する配分

方式のように，ほとんどは，取り分制約を満たさず，アラ

バマ・パラドックスを受けてしまうからである．

5. 結論

本論文では，Csiszárの f ダイバージェンスのクラスに

属する代表的なダイバージェンスのいくつかと議席配分方

式との対応を明らかにした．このような研究は本論文が初

めてと思われる．さらに，その結果を一般化して，f ダイ

バージェンスに対応する配分方式はすべて緩和比例方式で

あり，最大剰余法と緩和除数方式を含んでいることを明ら

かにした．

議席配分方式は無限に存在するが，実際に世界中で使用

されている主なものは，それほど多くはない．主な配分方

式の例として，最大剰余法はわが国でも長年使用され，か

つ，さまざまな国々でも使われている．また，緩和除数方

式の中の Hill 方式がアメリカで使用され，Webster 方式

がヨーロッパをはじめ，他の多くの国々で使われている．

実際に使用している国はないと思われるが，Theil方式と

T&S方式も妥当な方式と考えられている．いい換えれば，

世界中でよく使われている配分方式，あるいは，十分妥当

と思われる配分方式は，主に f ダイバージェンスから導か

れる．

情報理論や確率論では，f ダイバージェンスは分布間の

距離を測る妥当な尺度と考えられるが，今回の結果は，政

治学の議席配分の研究でも，f ダイバージェンスが妥当な

ものということを意味している．
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