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1. は じ め に

密行列の固有値計算は，量子化学計算や統計計算な

ど，様々な科学技術計算の分野で必要とされる重要な行

列計算の一つである．代表的な密行列向け固有値計算

ソルバとしては ScaLAPACK1) が有名であるが，近年，

京コンピュータをはじめとしたスーパーコンピュータ

上での ScaLAPACKの性能限界が指摘されている．そ

のため，ScaLAPACKにかわる新しいソルバの開発が

望まれており2)，国内では今村らによる Eigen-K3)，海

外ではDPLASMA4)や ELPA5)，といったソルバの開発

が進んでいる．そこで，本論文では開発中の Eigen-K

に関して，

• 京コンピュータ上で行った性能評価結果を，ScaLA-

PACKと比較しながら報告する．特に，両者の性

能差の主な要因となっている三重対角化部分の性

能について詳しく述べる．

• 固有値ソルバの開発に活用するために構築中の性
能予測モデルを紹介する．そして，実際にモデル

により性能予測をした結果を示し，課題について

議論する．

2. 対称密行列の固有値計算

対称密行列の固有値計算の一般的な手順は，(1)行

列の三重対角化，(2)三重対角行列の固有値・固有ベク

トル計算，(3)固有ベクトルの逆変換，である．このう

ち，性能ネックになっているのは (1)の三重対角化で，

その主な原因は，計算が逐次的であることと演算の半

分程度が実効性能が低い行列ベクトル積によって行わ

れることにある．そのため，先に挙げた DPLASMA4)

や ELPA5) では，帯行列を経由する 2ステップ型の三

重対角化を採用し，実効性能の高い行列積を有効利用

することで性能向上を図っている．しかしながら，2

ステップ型の三重対角化を行うと，(3)の固有ベクト

ルの逆変換の計算量が 2倍になってしまうため，求め
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る固有ベクトルの本数が多い場合は逆効果になってし

まう可能性がある．

3. Eigen-Kの概要

Eigen-K3) は，今村らによって開発中の固有値ソル

バで，対称密行列の全固有値・全固有ベクトル計算を

主な対象としている．前述のように，2ステップ型の

三重対角化を採用すると，全固有ベクトルを計算する

場合には，固有ベクトルの逆変換のコスト増が無視で

きなくなるので，Eigen-Kでは，ScaLAPACKと同様

の，1ステップ型の三重対角化の方法を採用している．

本論文で用いた Eigen-Kのプログラムでは，(1)と (3)

はハウスホルダー変換による三重対角化と逆変換を開

発者が独自に実装したものになっており，一方，(2)は

ScaLAPACKの分割統治法のルーチンを京向けに移植

したものとなっている．

4. 性 能 評 価

Eigen-K と ScaLAPACK（PDSYEVD）を用いて

100, 000次元の対称密行列の固有値計算を京コンピュー

タ上で実行した際の，強スケーリングの様子と 4, 096

ノード使用時の各計算ステップの占める時間を図 1に
示す．この図より，開発中の Eigen-Kは ScaLAPACK

よりも高性能であり，性能の主な差は三重対角化部分

にあることが確認できる．次に，Eigen-Kの三重対角

化における各 BLASレベルの計算時間と演算・通信の

占める割合を図 2に示す．これより，計算の主要部で
ある Lv.2, 3 BLAS 演算がよくスケーリングしている

一方で，並列数を増やすと通信時間がボトルネックに

なっていることが確認できる．

5. 性能モデリング

今回は，「並列実行時間が演算時間と通信時間の和で

表される」という仮定の下，演算時間と通信時間につ

いて以下の方針でモデリングを行う．

• 演算時間
三重対角化の計算では行列の成分の値は計算時間

に影響を与えないので，プログラムからMPI通信
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図 1 Eigen-K と ScaLAPACK による京コンピュータ上での 100,000

次元の行列の固有値計算時間の強スケーリング（左）と 4,096

ノードでの並列計算時の計算時間の内訳（右）

図 2 Eigen-K による京コンピュータ上での 100,000 次元の行列の三

重対角化において各 BLAS 演算ごとの時間（左）と全体に対

する演算時間・通信時間が占める割合（右）

の部分を除き，仮想的に並列計算時と同様の計算

（計算結果は全くの無意味）を 1プロセスで行う

ベンチマークプログラムを作成する．そして，こ

のベンチマークプログラムの実行結果を用いて，

並列計算時の演算時間を求める．

• 通信時間
Eigen-Kでは行列データを二次元分散で各プロセ

スが保持しており，通信は二次元のうちの一次元

方向の集団通信を並列に行う形となっている．つ

まり，一つの通信に参加するプロセス数は高々全

プロセス数の平方根程度となるので，MPIのベン

チマークが実行可能だと判断できる．そこで，今

回はベンチーマークの実行結果を利用して通信時

間のモデル式のパラメータを決定する．

上記の方法でモデリングを行い，実際に 100, 000次

元の行列の三重対角化の計算時間について予測した結

果を図 3に示す．図 3よりスケールの様子については，

ある程度の誤差はあるものの，おおよその傾向は予測

できているのではないかと考えている．また，右の割

合を示したグラフから，Lv.2および 3の BLAS に関

しては比較的精度良く予測できているが，Lv.1 BLAS

については予測精度があまり良いとは言えない．この

誤差の原因については，現在調査中である．

図 3 Eigen-K による京コンピュータ上での 100,000 次元の行列の三

重対角化の計算時間について，モデルによりスケールの様子を

予測した結果（左，実線：予測，点線：実測）と時間の内訳を

予測した結果（右）

6. お わ り に

本論文では，現在開発が進められている密行列固有

値ソルバ Eigen-Kの京コンピュータ上での性能評価と

性能モデリングに関する結果について報告した．ポス

ター発表当日は，モデリングの詳細および，本論文で

紹介できなかった性能評価結果とモデルによる予測結

果についても発表する予定である．また，発表までに

今回示したモデルの誤差の原因について詳しく調査し，

発表当日に議論を行いたい．
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