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直並列グラフの全域配送木

川端 真生1,a) 西関 隆夫1,b)

概要：グラフ Gにはソースが１つだけあるとし，そのソース wには供給量と呼ばれる正整数が割り当てら
れ，ソース以外の点は全てシンクであり，需要量と呼ばれる非負整数が割り当てられていて，各辺には容
量と呼ばれる正整数が割り当てられているとする．Gの全域木 T が全域配送木と呼ばれるのは，ソース w

から各シンク v へその需要量だけのフローを T 上の w から v へ行く道に沿って流したときに，T の各辺
eに流れるフローの値が eの辺容量以下である時である．全域配送木問題とは，与えられたグラフ Gに全
域配送木が存在するかどうか判定する問題である．本文では，まず全域配送木問題が直並列グラフに対し
てすら NP完全であることを示す．次に直並列グラフに対し全域配送木問題を解く擬多項式時間アルゴリ
ズムを与える．
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1. まえがき

図 1 に示すように，グラフ G = (V,E) は連結であり，

ソース（供給点）が１つだけあるとし，そのソース w ∈ V

には供給量と呼ばれる正整数 sup(w)が割り当てられてい

る．Gのソース w以外の全ての点はシンク（需要点）であ

るとして一般性を失わない．各シンク v ∈ V には需要量

と呼ばれる非負整数 dem(v)が割り当てられている．また，

Gの各辺 e ∈ E には正整数の辺容量cap(e)が与えられて

いる．図 1においてソースは正方形で，シンクは丸で描か

れており，それらの中にある整数は供給量あるいは需要量

であり，各辺に付けられた整数はその辺容量である．

ソース wから各シンク vへ dem(v)だけフローを流した

い．ただし，Gの全域木 T を 1つ選び，どのシンク vに対

しても T 上の wから vへ行く道に沿ってフローを dem(v)

だけ流すことにする．しかも T の各辺 eを流れるフローの

値を，eの容量 cap(e)以下にしたい．むろん sup(w)は需

要量の合計以上でなければならない．このような全域木 T

を Gの全域配送木と呼ぶ．図 1のグラフの全域配送木 T

の一例が太線で描かれている．T の各辺 eに付けられた括

弧の中の整数は eを流れているフローの値である．T を w

を根とする根付き木とみなしたとき，T の辺 e = (u, u′)の

端点 uが根付き木 T において u′ の親であるとき，辺 eを

流れるフローの値は，u′ および u′ の子孫の需要量の合計
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に等しい．与えられたグラフGに全域配送木が存在するか

どうか判定する問題を全域配送木問題と呼ぶ．

全域配送木問題は単一ソース，多重シンクのネットワー

クフロー問題に似ているが，各シンク v へ行くフロー

が１本の道フローになっていなければならない，即ち

“unsplittable flow”[2], [3], [10]でなければならない．しか

し，どのシンク vへの道フローもGの同じ全域木 T 上のw

から v へ行く道でなければならない点が unsplittable flow

とは異なる．

全域配送木問題は電力網の配電計画問題やイン

ターネットの Server− client 配送問題等によく現れ

る [1], [5], [6], [7], [8], [9], [11], [14]．ソースが 1 個とは

限らず複数個ある場合には，ソースが 1個の場合と同様に

して全域配送林が定義できる．与えられたグラフ Gが木

であるときには，辺容量がない場合 [7]および辺容量があ

る場合 [8]に全域配送林を線形時間で求めるアルゴリズム

が知られている．木より広いグラフのクラス，例えば直並

列グラフに対して全域配送木問題を効率よく解くアルゴリ

ズムを開発することが望まれている．スタイナー木問題な

ど多くの組み合わせ問題は直並列グラフに対して線形時間

で解けることが知られているが [13]，直並列グラフに対し

てすら NP-完全である問題もいくつか知られている．その

１つに辺素道問題がある．グラフGが与えられ，Gのいく

つかの点対が指定されているときに，それらの点対を結ぶ

道で互いに共通な辺を持たないものがGに存在するかとい

うのが辺素道問題である．この辺素道問題は直並列グラ

フに対してすら NP-完全であることが知られている [12]．
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図 1 直並列グラフ G とその全域配送木 T

(a)

(b)

(c)

(d)

図 2 直並列グラフの定義

全域配送木問題は辺素道問題とも似てはいるが，道フロー

が全域木を誘導しなければならない点が異なる．

本文では，まず全域配送木問題は直並列グラフに対して

すら NP完全である数少ない問題であることを示す．次に

直並列グラフの全域配送木問題を解く擬多項式時間アルゴ

リズムを与える．与えられた直並列グラフ Gの点数を n

とし，需要量の総和をDとすると，本文のアルゴリズムの

計算時間は O(D4n)である．したがって，Dが定数ならば

線形時間で，Dが nの多項式ならば多項式時間で走る．

2. 直並列グラフの全域配送木問題の NP完
全性

直並列グラフは次のように再帰的に定義される [13]．

1. 図 2(a)のように１つの辺 (s, t)からなるグラフGは直

並列グラフである．その辺の両端点 s, tはグラフGの

図 3 直並列グラフ

0 0

・・・・

・・・・

・・・・

図 4 全域配送木問題への多項式時間帰着

端子と呼ばれる．

2. 図 2(b)のような端子 s1，t1を持つ直並列グラフG1と

端子 s2，t2 を持つ直並列グラフ G2 を次のように接続

して得られるグラフ Gは直並列グラフである．

(a) 図 2(c)のように t1 と s2 を同一視して得られるグラ

フ G．ただし，Gの端子は s = s1 と t = t2 である．

この接続を直列接続と呼ぶ．

(b) 図 2(d) のように s1 と s2 を同一視し，t1 と t2 を

同一視して得られるグラフ G．ただし G の端子は

s = s1 = s2 と t = t1 = t2 である．この接続を

並列接続と呼ぶ．

図 1および 3のグラフは直並列グラフである．

本節では全域配送木問題は直並列グラフに対してすら

NP 完全であることを示す．全域配送木問題は明らかに

NPに属するので，既に NP完全な問題として知られてい

る集合分割問題 [4], p.47，が直並列グラフの全域配送木問

題に多項式時間で帰着できることを示せばよい．ここで

集合分割問題とは，与えられた n個の正整数 d1, d2, · · · , dn
からなる集合 Aを２つの部分集合 A1 と A2 に分割し，集

合 A1 内の整数の和が A2 内の整数の和と等しくなるよう

にできるかどうかを判定する問題である．この集合分割問

題の問題例 A = {d1, d2, · · · , dn}から直並列グラフ Gを図

4のように構成する．Gには 1個のソース w と n + 2個

のシンクがある．wの供給量 sup(w)は
∑n

i=1 di であると

する．また，整数 d1, d2, · · · , dnの各々を需要量をとする n

個のシンクと需要量 0の 2個のシンク sと tが Gにある．

点 sや tとソース wとを容量
∑n

i=1 di/2の辺で結ぶ．さら

に 1 ≤ i ≤ nなる各 iについて需要量 di のシンクを点 sや
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図 5 図 3 の直並列グラフの二分分解木 TBD

tと容量 di の辺で結ぶ．こうして得られた直並列グラフが

Gである．明らかに分割問題に解があるとき，かつその時

に限りGに全域配送木が存在する．このようにして次の定

理が得られる．

定理 1 全域配送木問題は直並列グラフに対してすら

NP完全である．

このようにして，P ̸= NPならば，直並列グラフの全域

配送木問題を多項式時間で解くアルゴリズムは存在しない．

3. 擬多項式時間アルゴリズム

本節では，直並列グラフ Gの全域配送木問題を解く擬

多項式時間アルゴリズムを与える. nをグラフの点数とし，

需要量の合計をDとすると，そのアルゴリズムの計算時間

は O(D4n)である．

3.1 直並列グラフの 2分分解木とアルゴリズムの概要

直並列グラフ Gは二分分解木 TBD により表現すること

ができる．図 3 の直並列グラフの二分分解木を図 5 に示

す．TBD の各点 uはGの部分グラフGuに対応する．uが

TBD の葉ならば，GuはGの１本の辺から誘導される部分

グラフである．TBD の内点 uに付けられたラベルs，pは

それぞれ直列接続と並列接続を表している．uが TBD の

内点であり，その子が u1と u2であり，uのラベルがs（あ

るいはp）ならば，Gu1
と Gu2

を直列接続（あるいは並列

接続）して得られたグラフが Gu である．なお，直並列グ

ラフの二分分解木は線形時間で構成できる [13]．

本文のアルゴリズムは二分分解木に基づいた動的計画法

を利用する．直並列グラフ Gの二分分解木 TBD の内点を

u, u′ とし，図 6のように u, u′ に対応するグラフ Gの部分

グラフをそれぞれ Gu, Gu′ とすると，Gの任意の全域配送

木 T はグラフ Gu, Gu′ の林 Fu, Fu′ を誘導する．図 6で T

は太線で描かれている．この例では，林 Fu は木であり，

ソース wはGuに含まれており，FuはGuの全域配送木で

図 6 直並列グラフ G の全域配送木

もある．一方，林 Fu′ は２本の木からなる林であり，Gu′

の全域二木である．本文のアルゴリズムは，Gの二分分解

木 TBD の葉から根に向かって動的計画法を適用し，この

ような全域配送木あるいは “全域配送二木”を求めていく．

グラフ Gには丁度 2個のソース w1 と w2 があり，それ

らの供給量を sup(w1)，sup(w2)とする．Gの全域部分グ

ラフ F が全域配送二木と呼ばれるのは，F が 2本の点素

な木 T1，T2からなり，i = 1および 2について次の（a）お

よび（b）が成立するときである．

(a) 木 Ti はソース wi を含み，Ti 内の需要量の合計は

sup(wi)以下である．

(b) ソース wi から Ti の各点 vへ dem(v)だけのフローを

木 Ti 上の wi から v へ行く道に沿って流したときに，

Ti の各辺 eのフローの値は cap(e)以下である．

具体的には全域配送木や全域配送二木そのものではな

く，それらが存在するかどうかを表現する６つの関数を計

算する．Guがソース wを含むとき，Guの全域配送木ある

いは全域配送二木は Gu の端子からフローを出力できる．

一方，Gu がソース wを含まないとき，端子からフローを

入力してもらわないといけない．こうした出力量と入力量

x, y を変数とする 6個の関数 fs,t, f
t
s , f

s
t , g

s
t , g

t
s, g

s,t を各

部分グラフ Gu に対して定義して，動的計画法により直並

列グラフの二分分解木 TBD の葉から根に向けてこれら 6

個の関数を計算する．関数名 f や gの下添字は出力端子名

を，上添字は入力端子名を表している．

3.2 関数の定義

需要量の合計Dは sup(w)以下であるとしてよい．むろ

ん，どの辺を流れるフローも D 以下である．0 ≤ z ≤ D

なる全ての整数 z からなる集合を ZD と書く．各部分グラ

フGuに関して定義される 6個の関数の変数 x, y ∈ ZD は，

各々端子 sおよび tからのフローの入出力量を表す．一方，

関数の値は１または０であり，Gu に全域配送木や全域配

送二木が存在するかどうかを表す．詳しくは次のように定

義される．なお fs,t, f
t
s , f

s
t はソース w を含むグラフ Gu

に対して定義されて，gst , g
t
s, g

s,t はソース wを含まないグ

ラフ Gu に対して定義される．

(i) fs,t(Gu, x, y)

図 7(a)のように Gu にはソース wが含まれるとし，Gu
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(a) グラフ Gu

(b)fs,t のグラフ G′
u

(c)f t
s のグラフ G′

u

(d)fs
t のグラフ G′

u

図 7 fs,t，f t
s，fs

t の説明図

の端子を s, tとする．図 7(b)のように，Gu に仮のシンク

s′ と t′ を付加し，それらの需要量を各々 x, y ∈ ZD とし，

各々 Gu の端子 s, tと辺で結び，それら２本の辺の容量を

∞とする．こうして得られた（直並列）グラフ G′
u に全域

配送木 T が存在するならば，fs,t(Gu, x, y) = 1であり，存

在しないならば fs,t(Gu, x, y) = 0であると関数 fs,tを定義

する．直感的に言えば，fs,t(Gu, x, y) = 1は，Gu の端子

sおよび tからフローを各々 xおよび y だけ出力できる全

域配送木がGuに存在することを意味する．なお，x /∈ ZD

あるいは y /∈ ZD のときには，便宜上 fs,t(Gu, x, y) = 0と

定義する．他の５つの関数も同様である．

(ii) f t
s(Gu, x, y)

図 7(c)のように，Gu に需要量が xの仮のシンク s′ を

付け加え，端子 sと容量∞の辺で結ぶ．また供給量が y

の仮のソース t′ を付け加え，容量∞の辺で端子 tと結ぶ．

こうして得られたグラフを G′
u とすると，G′

u にはソース

が 2個ある．G′
u の全域配送二木で，一つの木が点 w, s, s′

を含み，もう一つの木が点 t, t′ を含むようなものが存在

するならば，f t
s(Gu, x, y) = 1であり，存在しないならば

f t
s(Gu, x, y) = 0であると関数 f t

s を定義する．直感的に言

えば，f t
s(Gu, x, y) = 1は，端子 tからフローを yだけ入力

されれば端子 sから xだけ出力できるような Gu の全域配

送二木が存在することを意味する．

(iii) fs
t (Gu, x, a, b)

f t
s の定義で端子 sと tの役割を交換したものが fs

t であ

る．詳しくは，図 7(d)のように，Gu に需要量が yの仮の

(a) グラフ Gu

(b)gst のグラフ G′
u

(c)gts のグラフ G′
u

(d)gs,t のグラフ G′
u

図 8 gst，gts，gs,t の説明図

シンク t′ を付け加え，端子 tと容量が∞の辺で結ぶ．ま
た供給量が xの仮のソース s′ を付け加え，容量∞の辺で
端子 sと結ぶ．こうして得られたグラフ G′

u の全域配送二

木で，一つの木が点 s, s′を含み，もう一つの木が点 w, t, t′

を含むものが存在するならば，fs
t (Gu, x, y) = 1であり，存

在しないならば fs
t (Gu, x, y) = 0であると fs

t を定義する．

(iv) gst (Gu, x, y)

図 8(a)のように Gu にソース w はないとする．図 8(b)

のように，Gu に仮のソース s′ とシンク t′ を付加し，s′ の

供給量を xとし，t′の需要量を yとする．s′と t′の各々を

Gu の端子 s, tと辺で結び，それらの容量を∞とする．こ
うして得られたグラフG′

uに全域配送木が存在するならば，

gst (Gu, x, y) = 1であり，存在しないならば gst (Gu, x, y) = 0

であると gst を定義する．直感的に言えば，g
s
t (Gu, x, y) = 1

は，端子 sからフローを xだけ入力されれば，端子 tから

y だけ出力できるような配送全域木が Gu にあることを意

味する．

(v) gts(Gu, x, y)

図 8(c)のように，gst の端子 sと tの役割を交換したもの

が gts である．

(vi) gs,t(Gu, x, y)

図 8(d)のように，Guに仮のソース s′と t′を付加し，そ

れらの供給量を x と y とし，それぞれ端子 s と tと容量

∞の辺で結ぶ．こうして得られたグラフG′
uに，点 s′と s

を含む木と点 t′ と tを含む木からなる全域配送二木が存在

するならば，gs,t(Gu, x, y) = 1であり，存在しないならば
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gs,t(Gu, x, y) = 0であると gs,t を定義する．直感的に言え

ば，gs,t(Gu, x, y) = 1は，端子 sからフローを xだけ入力

され，端子 tから y だけ入力されれば，Gu に全域配送二

木が存在することを意味する．

3.3 アルゴリズム

グラフ Gu の端子 sや tはソース wであるかもしれない

し，需要量が正のシンクであるかもしれないが，どちらも

需要量が 0であるシンクであるとした仮想的グラフを G∗
u

と書くことにする．記述の便宜上，本文のアルゴリズムは

二分分解木 TBD の葉から根に向かって，この仮想的グラ

フ G∗
u に対して 6つの関数を計算する．なお G∗

u に対する

関数から Gu に関する関数は容易に計算できる．

（a）全域配送木の存在判定方法

図 5のように，与えられた直並列グラフGの二分分解木

TBD の根を r とすると，G = Gr である．G∗
r に対して 6

つの関数が計算されているとき，Gに全域配送木があるか

どうかは次のように判断できる．

G(= Gr) の端子 s と t がどちらもシンクのときには，

fs,t(G
∗,dem(s),dem(t)) = 1 ならばグラフ G には全域

配送木が存在し，fs,t(G
∗, dem(s),dem(t)) = 0 ならばグ

ラフ G には全域配送木は存在しないと判断できる．ま

た，s と t の片方，例えば s がソース w のときには，

gst (G
∗, sup(w), dem(t)) = 1 ならばグラフ G には全域配

送木が存在し，gst (G
∗, sup(w),dem(t)) = 0ならばグラフ

Gには全域配送木は存在しないと判断できる．

（b）二分分解木の葉 uでの関数の計算方法

グラフ Gの二分分解木 TBD の点 uが葉であるとき，G∗
u

に対して 6つの関数を計算する方法を示す．図 2(a)のよう

に Gu は 1本の辺 e = (s, t)からなる．G∗
u にはソースが含

まれないので，fs,t, f
t
s , f

s
t は G∗

u に対して定義されない．

x, y ∈ ZD に対して gst , g
t
s, g

s,t は次のように計算できる．

gst (G
∗
u, x, y) =

{
1 if y ≤ x and y ≤ cap(e);

0 otherwise;
(1)

gts(G
∗
u, x, y) =

{
1 if x ≤ y and x ≤ cap(e);

0 otherwise;
(2)

gs,t(G∗
u, x, y) = 1. (3)

（c）TBDの内点 uが並列接続に対応しているときの関数の

計算方法

次にグラフ Gの二分分解木 TBD の内点 uが並列接続に

対応しているときに６つの関数を計算する方法を示す．u

の子を u1, u2 とし，u1 に対応する直並列グラフを G1 と

し，u2 に対応する直並列グラフを G2 とする．このとき図

2(d)のように Gは G1 と G2 を並列接続して得られる．

（i）まず fs,t(G
∗
u, x, y)の計算方法を示す．G∗

u にソース

wが含まれていて，wは G∗
u の端子 s, tではないとしてよ

い．wはG1に含まれるとしよう．（wがG2に含まれる場

合も同様である．）関数 fs,t(G
∗
u, x, y)を定義するときのグ

ラフ G∗
u
′ の全域配送木を T とすると，むろん T には閉路

がないので，T のフローのパターンはある整数 a, b ∈ ZD

に対して次の３つの場合がある．

(a) 図 9(a)のように，G1の外に端子 sと tから各々 x+ a

と y+ bだけフローが出力する．また，G2の中に端子

sと tから各々 aと bだけフローが入力される．

(b) 図 9(b)のように，G1 の外に端子 sから x+ aだけフ

ローが出力し，G1 の中に端子 tから bだけ入力する．

また，G2 には端子 sから aだけ入力し，端子 tから

y + bだけフローが出力する．

(c) 上の (b)で端子 sと tの役割を交換した場合である．

詳しくは図 9(c)のように，G1の外に端子 tから y+ b

だけ出力し，G1 の中に端子 s から a だけ入力する．

また，G2 には端子 tから bだけ入力し，端子 sから

x+ aだけフローが出力する．

したがって，次 (a),(b) あるいは (c) が成り立つよう

な a, b ∈ ZD が存在するとき，かつそのときに限り

fs,t(G
∗
u, x, y) = 1と計算できる．

(a) fs,t(G
∗
1, x+ a, y + b) = 1 and

gs,t(G∗
2, a, b) = 1 (4)

(b) f t
s(G

∗
1, x+ a, b) = 1 and

gst (G
∗
2, a, y + b) = 1 (5)

(c) fs
t (G

∗
1, a, y + b) = 1 and

gts(G
∗
2, x+ a, b) = 1 (6)

（ii）次に f t
s(G

∗
u, x, y)の計算方法を示す．wはG1に含ま

れるとしよう．図 10のように，f t
s(G

∗
u, x, y)を定義すると

きのグラフG∗
u
′の全域配送二木においては，ある a, b ∈ ZD

に対し，G1の外に端子 sから x+aのフローが出力し，G1

の中に端子 tから y − bだけ入力する．また，G2 の中に

端子 sと tから各々 aと bだけフローが入力される．した

がって，ある a, b ∈ ZD に対し次式が成り立つとき，かつ

そのときに限り f t
s(G

∗
u, x, y) = 1と計算できる．

f t
s(G

∗
1, x+ a, y − b) = 1 and gs,t(G∗

2, a, b) = 1 (7)

（iii）fs
t (G

∗
u, x, y) は f t

s(G
∗
u, x, y) と同様にして計算で

きる．

（iv）次に gst (G
∗
u, x, y)の計算方法を示す．G∗

uに wが含

まれていないとしてよい．gst (G
∗
u, x, y)を定義するときの

グラフ G∗
u
′ の全域配送木 T は，ある a, b ∈ ZD に対し次の

２つの場合がある．

(a) 図 11(a)のように，G1の中に端子 sから x− aだけの

フローが入力され，G1 の外に端子 tから y+ bだけの
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(a)Case(a)

(b)Case(b)

(c)Case(c)

図 9 fs,t(G∗
u, x, y) のグラフ G∗

u
′ の全域配送木

図 10 f t
s(G

∗
u, x, y) のグラフ G∗

u
′ の全域配送二木

フローが出力される．一方，G2 には端子 sから aだ

けのフローが入力され，端子 tから bだけのフローが

入力される．

(b) 図 11(b)のように，G2の中に端子 sから x− aだけの

フローが入力され，G2 の外に端子 tから y+ bだけの

フローが出力される．一方，G1 には端子 sから aだ

けのフローが入力され，端子 tから bだけのフローが

入力される．

したがって，ある a, b ∈ ZD に対し次の (a)あるいは (b)が

成り立つとき，かつそのときに限り fs,t(G
∗
u, x, y) = 1と計

算できる．

(a) gst (G
∗
1, x− a, y + b) = 1 and

gs,t(G∗
2, a, b) = 1 (8)

(b) gs,t(G∗
1, a, b) = 1 and

gst (G
∗
2, x− a, y + b) = 1 (9)

（v）gts(G
∗
u, x, y)は gst (G

∗
u, x, y)と同様にして計算できる．

（vi）次に gs,t(G∗
u, x, y)の計算方法を示す．gs,t(G∗

u, x, y)

を定義するときのグラフ G∗
u
′ の全域配送二木を図 12に示

す．ある a, b ∈ ZD に対し次式が成り立つとき，かつその

ときに限り gs,t(G∗
u, x, y) = 1と計算できることは明らかで

ある．

gs,t(G∗
1, a, b) = 1 and gs,t(G∗

2, x− a, y − b) = 1 (10)

(a)Case(a)

(b)Case(b)

図 11 gst (G
∗
u, x, y) のグラフ G∗

u
′ の全域配送木

図 12 gs,t(G∗
u, x, y) のグラフ G∗

u
′ の全域配送二木

図 13 fs,t(G∗
u, x, y) のグラフ G∗

u
′ の全域配送木

（d）TBDの内点 uが直列接続に対応しているときの関数の

計算方法

二分分解木 TBD の内点 uが直列接続に対応していると

きの計算方法を示す．uの子を u1, u2 とし，u1 に対応す

る直並列グラフを G1 とし，u2 に対応する直並列グラフを

G2 とすると，図 2(c)のように Gは G1 と G2 を直列接続

して得られる．G1の端子 t1とG2の端子 s2を同一視して

得られた点を vとすると，vは Gにおいてシンクあるいは

ソースである．まず，Gにおいて接続点 vはシンクである

場合を考る．G∗
uにおいては，vは端子でないので，むろん

v はシンクであり，その需要量は dem(v)であり，必ずし

も 0ではない．

（i）まず fs,t(G
∗
u, x, y)の計算方法を示す．G∗

u にソース

w が含まれているとしてよい．w は G1 に含まれるとし

てよい．（wが G2 に含まれる場合も同様である．）しかも

w ̸= s, vである．fs,t(G
∗
u, x, y)を定義するときのグラフG∗

u
′

とその全域配送木 T を図 13に示す．ある a ∈ ZDに対し次

式が成り立つとき，かつそのときに限り fs,t(G
∗
u, x, y) = 1

と計算すればよい．

fs,t(G
∗
1, x, dem(v) + a) = 1 and gst (G

∗
2, a, y) = 1 (11)

（ii）次に f t
s(G

∗
u, x, y)の計算方法を示す．wは G1 に含

まれるとしよう．f t
s(G

∗
u, x, y)を定義するときのグラフG∗

u
′

の全域配送二木は，ある a ∈ ZD に対し図 14（a）および
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(a)Case(a)

(b)Case(b)

図 14 f t
s(G

∗
u, x, y) のグラフ G∗

u
′ の全域配送二木

図 15 gst (G
∗
u, x, y) のグラフ G∗

u
′ の全域配送木

（b）に示す２つの場合がある．したがって，ある a ∈ ZD

に対し次の（a）あるいは（b）が成り立つとき，かつその

ときに限り f t
s(G

∗
u, x, y) = 1と計算できる．

(a) fs,t(G
∗
1, x, dem(v) + a) = 1 and

gs,t(G∗
2, a, y) = 1 (12)

(b) f t
s(G

∗
1, x, a) = 1 and

gts(G
∗
2, a+ dem(v), y) = 1 (13)

（iii）fs
t (G

∗
u, x, y) は f t

s(G
∗
u, x, y) と同様にして計算で

きる．

（iv）次に gst (G
∗
u, x, y)の計算方法を示す．G∗

u に w が

含まれていないとしてよい．gst (G
∗
u, x, y) を定義すると

きのグラフ G∗
u
′ とその全域配送木を図 15 に示す．ある

a ∈ ZD に対し次式が成り立つとき，かつそのときに限り

gst (G
∗
u, x, y) = 1と計算すればよい．

gst (G
∗
1, x, dem(v) + a) = 1 and gst (G

∗
2, a, y) = 1 (14)

（v） gts(G
∗
u, x, y) は gst (G

∗
u, x, y) と同様にして計算で

きる．

（vi）次に gs,t(G∗
u, x, y)の計算方法を示す．G∗

u にソー

ス w が含まれていないとしてよい．gs,t(G∗
u, x, y)を定義

するときのグラフ G∗
u
′ の全域配送二木は，ある a ∈ ZD に

対し図 16（a）および（b）に示す２つの場合がある．した

がて，ある a ∈ ZD に対し次の（a）あるいは（b）が成り

立つとき，かつそのときに限り gs,t(G∗
u, x, y) = 1と計算で

きる．

(a) gst (G
∗
1, x, dem(v) + a) = 1 and

gs,t(G∗
2, a, y) = 1 (15)

(b) gs,t(G∗
1, x, a) = 1 and

gts(G
∗
2, dem(v) + a, y) = 1 (16)

最後に G1 と G2 の接続点 vがソース wであるときの計

算方法を示す．

(a)Case(a)

(b)Case(b)

図 16 gs,t(G∗
u, x, y) のグラフ G∗

u
′ の全域配送二木

図 17 fs,t(G∗
u, x, y) のグラフ G∗

u
′ の全域配送木

図 18 f t
s(G

∗
u, x, y) のグラフ G∗

u
′ の全域配送二木

（i）まず fs,t(G
∗
u, x, y)の計算方法を示す．fs,t(G

∗
u, x, y)

を定義するときのグラフG∗
u
′の全域配送木を図 17に示す．

ある a ∈ ZD に対し次式が成り立つとき，かつそのときに

限り fs,t(G
∗
u, x, y) = 1と計算すればよい．

gts(G
∗
1, x, a) = 1 and gst (G

∗
2, sup(w)− a, y) = 1 (17)

（ii）次に f t
s(G

∗
u, x, y) の計算方法を示す．f t

s(G
∗
u, x, y)

を定義するときのグラフ G∗
u
′ の全域配送二木を図 18に示

す．ある a ∈ ZD に対し次式が成り立つとき，かつそのと

きに限り f t
s(G

∗
u, x, y) = 1と計算すればよい．

gts(G
∗
1, x, a) = 1 and gs,t(G∗

2, sup(w)− a, y) = 1 (18)

（iii）fs
t (G

∗
u, x, y)は f t

s(G
∗
u, x, y)と同様にして計算する

ことができる．

3.4 計算時間

直並列グラフGの二分分解木TBDの任意の葉uに対して，

関数 gst , g
t
s, g

s,t は式 (1)–(3)を用いて O(|ZD|2) = O(D2)

時間で計算することができる．ここで D は需要量の合計

である．Gは n点からなり，Gは単純直並列グラフである

としてよいので，Gの辺は高々 2n− 3本しかなく，TBDに

は葉が高々 2n − 3枚しかない．したがって，TBD の全て

の葉に対して 6つの関数を計算するのは O(D2n)時間でで

きる．

TBDの任意の内部点 uに対して，６つの関数は式 (4)–(18)

を用いてO(|ZD|4) = O(D4)時間で計算することができる．

二分木 TBD には高々 2n − 4個の内点しかないので，TBD

の全ての内点に対し６つの関数を計算するのは O(D4n)時

間でできる．このようにして次の定理が得られる．
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定理 2 n点からなる直並列グラフに対し全域配送木問

題は O(D4n)で解ける．

4. 結論

本文では，まず全域配送木問題を定式化し，直並列グラ

フに対してすら NP完全であることを示した．次に点数を

n，需要量の合計をDとしたときに，直並列グラフの全域

配送木問題を O(D4n)時間で解く擬多項式時間アルゴリズ

ムを与えた．Dが nの多項式以下ならば，そのアルゴリズ

ムの計算時間は nの多項式であり，Dが定数ならば線形時

間である．なお，本文のアルゴリズムを修正すれば，全域

配送木を具体的に見つけることもできる．

本文のアルゴリズムを拡張すれば，ソースが 1個とは限

らず複数個ある直並列グラフに対する全域配送林問題も擬

多項式時間で解くことができる．また，与えられたグラフ

Gが部分 k木，即ち木幅が定数 k以下であるときにも [6]，

全域配送木問題や全域配送林問題を擬多項式時間で解くこ

とができる．

与えられたグラフGに全域配送木がないときには，ソー

ス wを含む配送木 T で，T に含まれるシンクの需要量の合

計が最大なもの，即ち最大配送木を求めたい．無論この

最大配送木問題は直並列グラフに対してすらNP-困難であ

る．ソースが複数ある場合には，同様にして最大配送林が

定義される．Gが木である場合には，辺容量がないとき [7]

および辺容量があるとき [8]に対し，最大配送林を近似的

に求める FPTASが与えられている．また，辺容量がない

直並列グラフや部分 k木に対しては，最大配送林が擬多項

式時間で求まる [6]．今後は辺容量がある直並列グラフや

部分 k木に対して最大配送木問題や最大配送林問題を近似

的に解く FPTASを求めることが望まれる．なお，辺容量

がない直並列グラフの最大配送木問題に対しては FPTAS

が与えられている [5]．
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