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1. まえがき

グラフの階層描画は，作業工程図，科目間関係図，有
向グラフなどの描画に広く用いられている．階層グラフ
の代表的な描画アルゴリズムとして，Sugiyama ら [1, 2] 
の方法が知られている．この方法は，まず，連続してい
ない階層の 2 頂点を結ぶ辺（長辺と呼ぶ）のそれぞれに
対して，それがまたぐ階層ごとにダミー頂点と呼ぶ仮の
頂点を追加する．そして，各階層における頂点（ダミー
頂点を含む）の配置順序と各頂点の座標を決定した後，
各辺を描く．各階層上の頂点の配置順序の決定に関して
はこれまでに多くのアルゴリズムが提案されており [3]， 

代表的な発見的手法として重心法 [1, 2] などが知られて
いる．頂点の座標決定法に関してもいくつかの研究があ
り，優先度法 [1, 2] や動的計画法を用いる方法 [4] など
が知られている．
各長辺上にダミー頂点を導入することにより，グラフ

中の各辺は，連続した 2 階層の頂点間を結ぶことになる．
Sugiyama らの方法は，頂点座標の決定後，各辺を直線
で描くが，このような描画を直線描画と呼ぶ．図 1(b) は，
同図 (a) のグラフの直線描画の例であり，黒丸で示した
五つの頂点がダミー頂点である．
もとの階層グラフに長辺が多くある場合，ダミー頂点
の個数が多くなり，それに伴って描画幅も大きくなるが，
一般に，階層描画の描画幅は小さいことが望ましい [2, 3]． 

そこで，文献 [5] は，ダミー頂点の共有化と呼ぶ処理を
行うことにより，ダミー頂点数や辺数を少なくし，描画
をより簡潔でコンパクトなものにする方法を提案した．
図 1(c) は，同図 (a) のグラフに対してダミー頂点の共有
化処理を行った後，直線描画を求めたものである．
直線描画は，グラフが密になると辺交差数が非常に多
くなり，グラフの構造が把握しづらくなることがある．
このような場合に描画を簡単にするための一つの方法と
して，本研究では，グラフの各辺を垂直・水平線分から
なる経路として描く直交描画に注目する．図 1(d) は，ダ
ミー頂点の共有化処理を行った後，直交描画を求めたも
のである（図中，ダミー頂点より小さい黒丸は辺の分岐
点を示している）． 
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図 1 　階層描画の例

グラフのある階層の頂点のある集合 S とすぐ下の階層
の頂点のある集合 S′ について，S ∪ S′ から誘導される部
分グラフが完全 2 部グラフをなしているものとする．本
研究では，直交描画をする際，そのような部分グラフを
1 本の高階辺とみなし，それを辺交差なしで描くことが
できるものとする．このことにより，直交描画では，直
線描画に比べ，一般に辺交差数を大きく削減することが
できる．
筆者らは，これまで，階層グラフの直交描画アルゴリ
ズムに関する研究を行ってきている [6]～[8]．本稿では，
その研究の一部として，直交描画における線分の座標決
定法を提案する．
階層グラフの直交描画を求める方法は，これまでにも
いくつか提案されている [9]～[11]．これらのうち，文献
[9] は，異なる辺の水平線分が一部を共有することを禁
止しており，文献 [10] は，高階辺がもつ上階層の頂点数
|S| が 1 に限るという制限を設けている．また，文献 [11] 
は，|S| ≥ 2 となることを許しているが，各高階辺の描
画に用い得る水平線分の本数を 1 以下に制限している．
本研究ではこれらのような制限を設けておらず，直交描
画中に現れる線分の集合が従来の方法とは大きく異なっ
たものになる．
以下，まず 2. においていくつかの定義を行い，3. に

おいて直交描画アルゴリズム全体の概略を示す．4. では
直交描画における各線分の座標の決定方法について述べ，
5. では計算機実験の結果を示す．最後に 6. において，
本稿の結果をまとめ，今後の課題について述べる．
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2. 諸定義
G = (V, E) を単純な階層グラフとする．頂点集合V は，

階層 V1, V2, . . . , Vh に分割されており，各辺 (v, w) ∈ E 
に対して，v, w は異なる階層に属するものとする．h を
G の階層数と呼ぶ．また，i = 1, 2, . . . , h − 1 について，
階層 Vi と Vi+1 は隣接しているという．本研究では，階
層描画を行う際，平面上に距離Dist ごとに引いた h 本
の水平線を考え，各 Vi の頂点を上から i 番目の水平線
上に配置するものとする．

1. で述べたように，階層描画では，非隣接階層の頂
点間の辺に対して，ダミー頂点と呼ぶ頂点を導入する．
ダミー頂点に対し，G に元から存在する頂点のことを
実頂点と呼ぶ．これ以降，特に断らない限り，頂点とい
えば実頂点とダミー頂点の両方を意味する．描画の際に
は，各実頂点は一辺の長さがWR の正方形で描き，各ダ
ミー頂点は直径がWD の円で描くものとする．ここで，
WR,WD はいずれも 1 未満の値とする．各頂点 v の x 座
標 x(v) は整数値に限るものとし，v が実頂点，ダミー頂
点のいずれである場合についても，正方形あるいは円の
中心の座標が x(v) に等しくなるようにするものとする．
本研究で求める直交描画 G̃は，次の描画条件を満たし

たものである．
（描画条件）G において辺 (v, w)（v ∈ Vi, w ∈ Vj , i < j） 

が存在するとき且つそのときに限り，G̃において，v か
らw への経路で， 以下の制約 (i), (ii) を満たすものが存
在する．

(i) 水平線分は左右どちらの方向にたどってもよい．

(ii) 垂直線分は上から下の方向にのみたどってよい．

グラフのある階層の頂点のある集合 S とすぐ下の階
層の頂点のある集合 S′ に対し，S ∪ S′ から誘導される
部分グラフが完全 2 部グラフをなすとき，本研究では，
S ∪ S′ の頂点を含む高階辺 e を考え，それを辺交差なし
に描くことを許す．e のその描画は，S, S′ のそれぞれの
頂点を垂直線分と（高々）1 本の水平線分を用いてつな
ぎ，それらの水平線分間を垂直線分で接続したものとす
る．図 2 参照．以降では，高階辺 e を，それが含む頂点
の集合 S ∪ S′ で表すことがある．
高階辺の描画において，S の頂点をつなぐための水平

線分を上水平線分と呼び，S′ の頂点をつなぐための水平
線分を下水平線分と呼ぶ．図 2(a) 右の例では，l が上水
平線分であり，L が下水平線分である．図 2(b) の例で
は，|S| = 1 であり，上水平線分を作っていない．

1. で述べたように，直交描画アルゴリズムに関するこ
れまでの研究のうち，文献 [9] は，異なる辺の水平線分
が一部を共有することを禁止しており，文献 [10] は，高
階辺がもつ上階層の頂点数 |S| が 1 に限るという制限を
設けている．また，文献 [11] は，各高階辺の描画に用い
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S
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図 2 　高階辺の描画

得る水平線分の本数を 1 以下に制限している．したがっ
て，これらの文献の方法では，図 2(a) 右のような描画
は許されない．
|S|, |S| が共に 2 以上の高階辺でも，図 3(a) のように，
水平線分を 1 本だけ用いて描画することが可能である．
しかし，すべての高階辺に対してそのようにすると，直
交描画中に長い水平線分が多く発生し，辺交差数がかな
り多くなる場合がある．図 3 参照．そこで本研究では，
各高階辺に対して上下水平線分の使用を許している．

図 3 　上下水平線分の使用により辺交差数が減少する例

高階辺から作られる任意の水平線分では，その左右の
端点は，その高階辺に含まれるある頂点に垂直線分で接
続される．水平線分 l の左端点が頂点 v に接続されると
き，x(v) を l の左仮座標と呼ぶ．同様に，右端点が頂点
w に接続されるとき，x(w) を l の右仮座標と呼ぶ．ある
2 階層グラフの直交描画の例を図 4 に示す．ここで，例
えば水平線分 L2 の左仮座標は 1 であり，右仮座標は 7 

である．このように，実際に水平線分 l を描画するとき，
左右端点の x 座標（実座標と呼ぶ）は左右仮座標に一致
するとは限らない．
水平線分 l に対し，左仮座標を left(l)，右仮座標を

right(l) と表す．l の線分長を right(l) − left(l) と定義
する．さらに，開区間 (left(l), right(l)) をOIl，閉区間
[left(l), right(l)] を CIl と書くことにする．2 本の水平
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図 4 　 2 階層グラフの直交描画の例

線分 l, l′ に対し，以下のいずれかの条件が成立するとき，
l と l′ は互いに重なっているということにする．

l と l′ は異なる高階辺の水平線分であり，OIl ∩• 

OIl′ = ∅ である．

l と l′ 

̸	

は同じ高階辺の上下水平線分であり，CIl ∩• 
CIl′ ≠ ∅ である．

直交描画を行う際，同じ高階辺の下水平線分を上水平線
分より上に描くと，明らかに前述の描画条件に違反する
ことになる．本研究では，水平線分の上下関係に関して，
次の二つの制約を設けることにする．

制約 1	： 同じ高階辺が上下水平線分をもつ場合，上水平
線分を下水平線分より上に配置する．

制約 2	： 異なる高階辺の上水平線分 l と下水平線分 l′ が
重なっているならば，l を l′ より上に描く．

図 4 の描画例では，8 本の水平線分を五つのグループ
{l1, l3}, {l2}, {L3}, {L2}, {L1, L4, L5} に分割し，同一の
グループの水平線分に同じ y 座標を与えている．このよ
うな各グループのことを水平線分群と呼ぶ．同一水平線
分群に含まれる任意の 2 本の水平線分は，互いに重なり
あうことはできない．隣接する 2 階層の間に k 本の水平
線分群を作るとき，連続する水平線分群間の距離は階層
間距離 Dist を k + 1 等分した値とする．この値が小さ
すぎると描画が見づらくなるため，水平線分群数は大き
くしすぎないことが望ましい．
最後に，有向グラフに関するいくつかの定義をする．

任意の有向グラフ G′ = (V ′, E′) とその任意の頂点 v に
対して，v から出る辺を（v の）射出辺と呼び，その集
合を E+(v) と表す．また，v に入る辺を射入辺と呼び，
その集合

G

をE−(v) と表す． |E+(v)|, |E−(v)| なる値を，
それぞれ，vの

G

出次数，入次数と
G

呼ぶ．出
G

次数 0 の頂点
をシンク，入次数 0 の頂点をソースと呼ぶ．頂点の任意
の集合 V ′′ ⊆ V ′ に対して，G′ から V ′′ のすべての頂点
（とそれらに接続する辺）を削除して得られるグラフを
G′ − V ′′ と表す．辺の任意の集合 E′′ ⊆ E′ に対して，
G′ から E′′ のすべての辺を削除して得られるグラフを
G′ − E′′ と表す．

3. 直交描画アルゴリズムの概略

階層グラフG が与えられたとき，直交描画を求めるア
ルゴリズムの概略を以下に示す．

第 1 段階： ダミー頂点を決定する．

第 2 段階： 高階辺の集合を決定する．

第 3 段階： 各階層における頂点の配置順序を決定する．

第 4 段階： 各頂点の座標を決定する．

第 5 段階： 各高階辺の各線分の座標を決定し，辺の描
画を行うことにより，直交描画を得る．

第 1 段階では，グラフ G に対し，ダミー頂点の共有
化を行う文献 [5] の方法を実行することにより，ダミー
頂点数が比較的少ない階層グラフを求める．得られたグ
ラフを G∗ = (V ∗, E∗) と表し，その階層を上から順に
V1 

∗, V2 
∗, . . . , V h 

∗ と表すことにする．

第 2 段階では，各整数 i = 1, 2, . . . , h−1 について，Vi 
∗ 

と Vi 
∗ 
+1 の頂点を結ぶ高階辺の集合を決定する．辺の交

差数を少なく抑えるためには，G∗ の各隣接階層間にお
いて，できるだけ辺の多い完全 2 部グラフを見つけ，そ
れを高階辺にすることが望ましいが，2 部グラフにおい
て，辺数最大の完全 2 部部分グラフを見つける問題は一
般に NP 困難である [12]．そこで，本研究では，辺数が
できるだけ大きい完全 2 部部分グラフを発見的手法によ
り見つけ，対応する高階辺を設けた後，その部分グラフ
の辺をG∗ から削除するという処理を繰り返すことによ
り高階辺の集合を決定している（詳細は省略する）． 

第 3 段階では，G∗ に対して，重心法 [1, 2] をまず実行
し，その後，文献 [13] の手法を実行して，各階層におけ
る頂点順序を定めている．これらは辺交差数が少ない直
線描画を求めるための頂点順序決定法であるが，これら
の方法を実行した後，適切な頂点座標決定法（例えば，
優先度法 [1, 2] や動的計画法を用いる方法 [4]）を実行す
ることによって，互いに隣接する頂点間の距離が比較的
短い頂点配置が得られる．このことは直交描画において
も望ましいと考えられるので，現在のところはこのよう
にしている．

筆者らは文献 [8] において，各階層上の頂点の配置順
序が定められた階層グラフとその頂点の初期配置が与え
られたときに，直交描画における水平線分長の総和を小
さくすることを目的として，頂点配置を改善する方法を
提案している．第 4 段階では，まず文献 [4] の方法を用
いて頂点の初期配置を定めた後，文献 [8] の方法を実行
して，各頂点の座標を決定する．

以上，第 1～4 段階を実行する方法について簡単に述
べた．第 5 段階を実行するためのアルゴリズムは次章で
提案する．
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4.	高階辺の線分の座標決定
本章では，グラフ G∗ = (V ∗, E∗) の各頂点の座標が

決定されているものとして，各高階辺の線分の座標を決
定する方法を提案する．以下，まず 4.1 において提案法
の概略を示し，その各ステップについて 4.2 以降で説明
する．

4.1 概略
グラフG∗ において，隣接する 2 階層 Vi 

∗ と Vi 
∗ 
+1 の間

を結ぶ高階辺の集合を Ei と表すことにする．提案法は，
i = 1, 2, . . . , h − 1 の順に，Ei に対して以下の処理を行
うものである．

ステップ 1： 高階辺の集合 Ei に関して，描画中で用い
る水平線分の集合と，各水平線分の左右仮座標を
決定する．

ステップ 2： Ei に属する各高階辺に対し，上水平線分
と下水平線分を結ぶ垂直線分に仮の x 座標を割り
当てる．

ステップ 3： 水平線分の集合を水平線分群に分割し，各
水平線分群に属する水平線分に同じ y 座標を割り
当てる．

ステップ 4： 各水平線分の左右の端点の実座標を決定
し，垂直線分を加えて，Vi 

∗ と Vi 
∗ 
+1 の間の描画を

完成する．

各ステップの実行方法について，次節以降で述べる．

4.2 ステップ 1 

ステップ 1 では，Ei に属する各高階辺 e に対して水平
線分の決定を行う．e が含む頂点のうち，上階層 Vi 

∗ 上
にあるものの集合を S，下階層 Vi 

∗ 
+1 上にあるものの集

合を S′ とする．以下では，高階辺 e を集合 S ∪ S′ によ
り表すことがある．
各高階辺 e = S ∪ S′ ∈ Ei について，S の頂点をつな

ぐ上水平線分 l と S′ の頂点をつなぐ下水平線分 L を作
る．ただし |S| = 1 であれば，便宜上 l は長さ 0 の水平線
分とする．同様に，|S′| = 1 であれば L は長さ 0 の線分
とする．S に属する頂点のうち最も左にあるものの x 座
標を l の左仮座標 left(l) とし，最も右にある頂点の x 座
標を右仮座標 right(l) とする．L の左右仮座標も同様に
定める．長さ 0 の水平線分については，左右の仮座標が
同じ値になる．このとき，もし l と L が互いに重なって
いなければ，即ち，CLl ∩ CLL = ∅ であれば，以下のよ
うに延長を行う（水平線分の左右仮座標の更新も行う）． 

l の長さが 0 であれば，S に属する頂点の x 座標ま• 

で L を延長する．図 5(a) に例を示す．

l の長さが 0 でなければ，L の近いほうの端点の仮• 
座標まで，l を延長する．図 5(b) に例を示す．

ることになる．
この処理により， 同じ高階辺の上下水平線分は必ず重な

L
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図 5 　水平線分の延長

4.3 ステップ 2 

ステップ 2 では，各高階辺 e ∈ Ei に対し，上水平線
分 l と下水平線分 L を結ぶ垂直線分に仮の x 座標の割り
当てを行う．l と L の左右仮座標はステップ 1 で求めて
いる．垂直線分の仮の x 座標は，それらの左右仮座標の
中から，以下の単純な規則にしたがって定める．

(i)	 l の左仮座標が L の左右いずれかの仮座標に等し
いとき，垂直線分の仮の x 座標を left(l) とする．
図 6(a), (b) 参照．

(ii) (i) の条件を満たさず，且つ l の右仮座標が L の左
右いずれかの仮座標に等しいとき，垂直線分の仮
の x 座標を right(l) とする．図 6(c), (d) 参照．

(iii) (i), (ii) の条件を満たさず，且つ L の右仮座標を l 
が含むとき，垂直線分の仮の x 座標を right(L) と
する．図 6(e) 参照．

(iv) (i)∼(iii) の条件を満たさず，且つ L の左仮座標を
l が含むとき，垂直線分の仮の x 座標を left(L) と
する．図 6(e) 参照．

(v) (i)∼(iv) の条件を満たさないとき，上下水平線分
の右仮座標の小さい方の値を，垂直線分の仮の x 

座標とする．図 6(g) 参照．

以上の処理の終了後，長さ 0 の水平線分をすべて削除
する．残った上水平線分すべてからなる集合を USi，下
水平線分すべてからなる集合を LSi とする．

図 6 　上下水平線分の接続



3

l2
L3

l1 l3

L2

L1
L4 L5

(a)

(b)

l1 l3

L1

L2

L3

L4

L5

(V U

H
, EU

H
)

(V L

H
, EL

H
)

1

1

1

1

4

2

l2

1

2

1

3

1

4.4 ステップ 3 

ステップ 3 では，水平線分の集合を水平線分群に分割
する．さらに，水平線分群の（上から下への）順序を定
めた後，それらに y 座標を割り当てる．水平線分群の順
序を定める際には，2. で述べた制約 1, 2 にしたがうも
のとする．
直交描画法に関するこれまでの研究には，水平線分の
配置を決める際に，水平線分群数を少なくすることを目
指したもの [9] と，辺交差数を少なくすることを目指し
たもの [10, 11] がある．ただし，これらはいずれも，高
階辺に関して前述のような制限を設けた場合のものであ
る．文献 [11] は，各高階辺がもつ上階層の頂点数が 1 に
制限されている場合でさえ，辺交差数を最小とするよう
に水平線分の配置を定める問題がNP 困難であることを
示している．本研究では，辺交差数をより重視し，辺交
差数ができるだけ小さくなる配置のうち，水平線分群数
が少なくなるものを求めるための発見的手法を提案する．
文献 [9] が示している水平線分配置法は，本質的に，各

水平線分を区間と見なして，区間グラフ [14] の彩色問題
を解くものである．また，文献 [10] は，交差数を最小と
する問題を，区間グラフをもとにしたある有向グラフの
帰還辺集合 [15, 16] を求める問題として定式化している
（ただし，文献 [10] は，その問題を解くための具体的な
方法について，十分な説明を与えていない）．本研究で
も，区間グラフをもとにした有向グラフのある帰還辺集
合を求める問題として定式化を行う．以下，4.4.1 でそ
の定式化について述べた後，4.4.2 で水平線分配置法を
示す．

4.4.1 問題の定式化
水平線分の集合 USi ∪ LSi から，以下のようにして，

頂点に重みを付けた有向グラフH を作成する．H の頂
点は水平線分と一対一に対応する．簡単のため，H の各
頂点を対応する水平線分と同じ記号で表すことにする．
　H = (VH , EH ), 
　　 VH = VH

U ∪ VH
L ， 

　　 EH = EU
H ∪ EB 

ここで，
H ∪ EL

H . 

V U = {l | l ∈ USi},H


VH
L = {L | L ∈ LSi},


EU = → l′), (l′ → l) | l, l′ ∈ USi かつ
H {
l 

(

と

l

l′は互いに重なっている },

EL 

H = {(L → L′), (L′ → L) | L, L′ ∈ LSi かつ

L と L′は互いに重なっている }, 
EB 

H =	 {(l → L) | l ∈ USi, L ∈ LSi かつ

l と L は互いに重なっている }. 

である．グラフH には，(l → l′), (l′ → l) のように，同

じ 2 頂点の間を結ぶ逆方向の有向辺の対が含まれるが，
このような対のことを逆並行辺対と呼ぶことにする．H 

の部分グラフ (V U , EU ), (V L, EL ) は，それぞれ，区間H H H H 

集合 {OIl | l ∈ USi}, {OIL | L ∈ LSi} に対する区間グ
ラフの各辺を逆並行辺対で置き換えたものである．また
EB は，前述の制約 1, 2 にしたがって，水平線分間の上
下関

H

係を制限するためのものである．例として，図 7(a) 
の水平線分の集合に対するグラフH を同図 (b) に示す．
この図では，EB の各辺を破線で示している．H 

図 7 　グラフH の例

H の各辺に，以下のようにして重みを与える．まず，
EB の辺の重みはすべて 0 とする（図 7(b) ではEB の辺H 

の重
H

みは省略している）．EU の各辺 (l → l′) についてH 

は，l を l′ より上に置いたとき，水平線分 l, l′ 及びそれら
に接続する垂直線分が作る交差の個数を重みとして与え
る．l と l′ が上階層 Vi 

∗ の同じ頂点 v につながっている場
合，v に接続する垂直線分の x 座標の大小は，交差の個
数が小さくなるように一時的に定めるものとする．EL 

H 

の各辺についても同様である．例えば図 7(a) のL1 とL2 

に注目すると，これらはいずれも下階層の左端の頂点に
つながっている．L2 を L1 より上に置く場合，L1, L2 の
左端点のいずれの x 座標をより大きくしても交差の個数
は 2 であるから，辺 (L2 → L1) の重みは 2 となる．一
方，L1 を L2 より上に置く場合，L1 の左端点を L2 の左
端点より左に置いたときの交差は 1 箇所，右に置いたと
きの交差は 2 箇所である．よって，辺 (L1 → L2) の重み
は 1 となる．
有向グラフの帰還辺集合のうち，辺数が最小のものを
最小帰還辺集合と呼ぶ．さらに，最小帰還辺集合のうち，
辺の重みの総和が最大のものを最大重み最小帰還辺集合
と呼ぶことにする．ステップ 3 では，以下の問題を発見
的手法により解く．
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［問題］H の最大重み最小帰還辺集合 X のうち，グ
ラフH − X における最長道（通過する辺の本数が最大
の有向道）の長さが最小となるものを求めよ．
図 7(b) のグラフ H の場合，この問題の解の一つは

X = {(l2 l1), (l2 l3), (L2 L1), (L3 L2),→ → → →
(L3 → L4), (L4 → L2)} である．このX に対するグラ
フH − X を図 8(a) に示す．このグラフに残った辺の重
みの総和は 7 であり，最長道長は 4 である．残った辺の
向きにしたがい，4.4.2 で述べる方法によって，水平線
分の上から下への順序と y 座標を定めることにより，図
8(b) のように，辺交差数が 7，水平線分群数が (最長道
長) + 1 = 5 の直交描画を得ることができる．

図 8 　グラフH − X の例と直交描画

4.4.2 水平線分配置法

以下では，4.4.1 で示した問題に対する発見的手法
（MWFAS と呼ぶ）を提案した後，水平線分の順序と y 

座標を決める方法について述べる．
任意の有向グラフ G′ = (V ′, E′) と辺の任意の集合

E′′ ⊆ E′ に対して，E′′ の各辺の向きを逆向きにして得
られる集合 {(u, v) | (v, u) ∈ E′′} を Rev(E′′) と表す．
寺本ら [17] は，有向グラフ G′ = (V ′, E′) が与えられ
たときに，要素数ができるだけ少ない帰還辺集合 F で，
(V ′, E′ − F ∪ Rev(F )) の最長道長ができるだけ小さい
ものを求めるアルゴリズムを示している．MWFAS はこ
のアルゴリズムをもとにしたものであり，グラフH − X 
の最長道長を小さく抑えるために，文献 [17] と同じ工夫
を用いている．

4.4.1 で定義したグラフH に関して，次の補題が成立
する．
［補題 1］グラフH の任意の最小帰還辺集合X に関

して，次の (i), (ii) が成立する．

(i) X ∩ EB 
H = ∅. 

(ii) X は，各逆並行辺対からちょうど 1 本の辺を含む．

（証明）H には V L の頂点から V U の頂点に向かう辺
がないので，(i) は

H

明らかである．
H

任意の逆並行辺対
p = {(l → l′), (l′ → l)} に対して，X は p 中の辺を少な
くとも 1 本は含む．X が p の両方の辺を含むものと仮定
する．グラフH − X はアサイクリックである．このグラ
フが l から l′ への有向道をもつ場合，H −X に辺 (l → l′) 
を加えてもアサイクリックであるから，X − {(l l′)}
がH の帰還辺集合になる．逆に，H − X が l から

→ 

l′ へ
の有向道をもたない場合には，X − {(l′ → l)} が H の
帰還辺集合になる．いずれの場合も X が最小帰還辺集
合であることに矛盾するから，X は p 中の辺をちょうど
1 本含む． � 

方法MWFAS は，最初，帰還辺集合X を空集合とし，
それに辺を加えていく．それと共に，X に加えないこ
とを決定した辺を，別の集合EX に加えていく．最初は
EX = EB とし，ある辺 (l → l′) ∈ EU

H をX に加H ∪ EL 

えたときに
H

(l′ l) を EX に加えるが，このようにして
よいことは補題

→
1(i), (ii) による．

MWFAS は，X に加える辺を決定するために，ある
グラフH ′ の頂点で，後述する条件を満たすもの v∗ を選
択する．そして，E− (v∗) の辺をX に加え，E+ (v∗) のH′ H′ 

辺を EX に加える．H ′ は最初H − EB としておき，（図H 

7(b) における頂点 L5 のように）孤立点をもつ場合には
それを削除する．そして，v∗ に関する処理が終わるごと
にH ′ ← H ′ − {v∗} とし，孤立点ができれば削除する．
頂点 v∗ の射入辺すべてをX に加えることになるので，

X の辺の重みの総和を大きくするために，重みの大きな
射入辺が多い頂点を v∗ にすることが望ましい．そこで，
H ′ の各頂点に対して (射入辺の重みの総和) − (射出辺の
重みの総和) を計算し，この値が最大の頂点（重み差最
大点と呼ぶ）の集合 D を求める．そして，その中から
v∗ を選択する．
この選択を行う際には，グラフ (VH , E

X ) の最長道長，
及び各頂点を含む有向道の長さの最大値をできるだけ増
やさないことを考える．そのために，文献 [17] と同様に，
以下の工夫をする．各頂点 v に対して二つの値 fv, bv を
求める．fv を F ランク，bv を B ランクと呼び，fv + bv 

を v のランク和と呼ぶ．また，全頂点のランク和のうち
の最大値を最大ランク和と呼ぶ．MWFAS 実行中の各時
点のグラフ (VH , E

X ) において，fv はソースから v への
有向道の長さの最大値であり，bv は v からシンクへの有
向道の長さの最大値である．(VH , E

X ) において，各頂
点 v のランク和は，v を通る有向道の長さの最大値であ
り，最大ランク和は最大道長である．各頂点の F ランク
及び B ランクの計算及び更新は，文献 [17] に述べられ
ている方法により行う．



v

D の中から v∗ を選択する方法は，各頂点 v ∈ D につ
いて，それを v∗ とした後の最大ランク和を計算し，そ
の値が最小となる頂点の集合D′ を求める．そして，D′ 

の中で F ランクが最小の頂点のうち，B ランクが最大の
ものを v∗ とするというものである．
以下に，方法MWFAS の概略を示す（F ランク及びB 

ランクの計算に関する部分は省略している）．この記述
において，deliv とは，H ′ からすべての孤立点を削除す
る手続きである．

begin 

EX EB　 X ← ∅; ← H ; 

　 H ′ ← H − EB deliv;H ; 

　 while H ′ = (̸ ∅, ∅) do 

　 begin 

　　 D ← H ′ 中の重み差最大点すべてからなる集合; 

　　上述の方法により，D の頂点の中から v∗ を選択する; 

　　 X ← X ∪ E− (v∗);H′ 

　　 EX EX ∪ E+ (v∗);← H′ 

　　 H ′ ← H ′ − {v∗}; deliv; 

　 end; 

end; 
図 9 　方法MWFAS の概略

この方法の実行終了時の (VH , E
X ) における最大ラン

ク和に 1 を加えた値を k とする．以下，水平線分を k 個
の水平線分群に分割する方法を説明する．同じ F ラン
クをもつ頂点の間に辺が存在しないから，対応する水平
線分は互いに重なっておらず，同じ水平線分群に加える
ことができる．同じB ランクをもつ頂点についても同様
である．上水平線分は上階層 Vi 

∗ に，下水平線分は下階
層 Vi 

∗ 
+1 に近く置いた方が垂直線分の長さが短くなって

望ましい．そこで，各上水平線分 l については，上から
fl + 1 番目の水平線分群に加え，各下水平線分 L につい
ては，下から bL +1 番目の水平線分群に加える．このよ
うにして水平線分群に分割した後，2. で述べたようにし
て，各水平線分に y 座標を割り当てる．

4.5 ステップ 4 

ステップ 4 では，各頂点に接続する垂直線分の（左か
ら右への）順序を定め，x 座標を決定する．ステップ 3 

までは，各水平線分 l に対して左右の仮座標のみを定め
ていたが，ステップ 4 において，l の左右の端点の実座標
が決まることになる．さらに，各高階辺の上下水平線分
をつなぐための垂直線分に対しても，最終的な x 座標が
決まることになる（その垂直線分を，上下水平線分のど
の端点に接続させるかをステップ 2 で決めていたため）． 

以上により，Vi 
∗ と Vi 

∗ 
+1 の間の描画を完成する．

上階層 Vi 
∗ 上の各頂点 v について，v につなぐ垂直線

分を，それに接続する水平線分 l により，以下の三つの
タイプのいずれかに分類する．

タイプ 1： l の右仮座標が x(v) に等しい．

タイプ 2： l の左仮座標が x(v) に等しい．

タイプ 3： タイプ 1, 2 以外．

v に垂直線分を接続する際，図 10 の例のように，左か
ら，タイプ 1，タイプ 3，タイプ 2 の順につないでいく．
ただし，タイプ 1 の垂直線分が複数ある場合，それらの
順序は，水平線分と不必要に交差しないように，接続す
る水平線分の y 座標の順にしたがって決定する．タイプ
2 の線分が複数ある場合も同様である．一方，タイプ 3 

の線分が複数ある場合，それらの順序は任意とする．こ
のようにして垂直線分の順序を決めた後，頂点の幅（実
頂点はWR，ダミー頂点はWD）の範囲内で，垂直線分
間の距離が等間隔になるように，x 座標を決定する．た
だし，v と同じ x 座標をもつ頂点 w が下階層 Vi 

∗ 
+1 に存

在し，かつ v とw を含む垂直線分がある場合には，その
x 座標が x(v) に一致するようにする．

図 10 　頂点への垂直線分の接続

下階層上の各頂点 v についても，接続する垂直線分の
順序と x 座標を，上と同様に決定する．ただし，上階層
の頂点に接続する垂直線分と重なることのないよう x 座
標を調整することがある（詳細は省略する）． 

5. 計算機実験
ランダムに作成した階層グラフ G = (V, E) を用い

て計算機実験を行った．G の階層数 h，頂点数 |V |，辺
数 |E| の組合せは (h, |V |, |E|) = (2, 20, 20), (2, 20, 40), 
(4, 40, 40), (4, 40, 80) の 4 通りとし，それぞれの組合せ
について 200 個のグラフを用意した．実行した方法は以
下の四つである．

提案法： 3. で述べた直交描画アルゴリズムの第 5 段階


において，4. で述べた方法を実行するもの．


方法 1： 直交描画アルゴリズムの第 1～4 段階を実行し


た後，各辺を直線で描く方法．

方法 2： 第 5 段階のステップ 3 以外は提案法と同じで
あるが，ステップ 3 では，（文献 [9] と同様，）区間
グラフの彩色アルゴリズムを用いて，水平線分を
水平線分群に分割する方法（詳細は省略する）． 

方法 3： 第 5 段階のステップ 3 以外は提案法と同じで
あるが，ステップ 3 では，v∗ を決定する際，重み
差最大頂点の中から任意に選ぶもの．

実験項目は，最終的に得られた描画における辺交差数，
総水平線分群数（方法 1 を除く），及び実行時間（第 1 



段階の開始から描画を得るまでの時間）である．実験に
使用した計算機の CPU は Intel Core i7 2600K，OS は
Linux 2.6 ，プログラミング言語は Java 5.0 である．
実験結果を表 1 に示す．表中の各数値は 200 個のグラ

フに対する平均値である．

表 1 　実験結果

h |V | |E| 手法 辺交
差数

水平線
分群数

時間
[ms] 

2 20 20 方法 1 12.78 – – 3.97 
方法 2 9.07 2.78 4.23 

方法 3 7.18 3.34 4.87 

提案法 7.18 3.18 4.97 

2 20 40 方法 1 150.87 – – 4.44 
方法 2 53.94 7.38 5.23 

方法 3 42.54 8.77 7.06 

提案法 42.48 8.41 10.63 

4 40 40 方法 1 16.34 – – 23.00 
方法 2 15.11 9.52 24.72 

方法 3 12.76 10.10 24.73 

提案法 12.76 9.86 25.69 

4 40 80 方法 1 164.99 – – 43.38 
方法 2 135.88 23.29 45.06 

方法 3 110.88 27.74 46.14 

提案法 110.74 26.53 49.00 

提案法は，方法 1, 2 に比べて辺交差数を減らすことが
できており，グラフがより密になるにつれてその差が大
きくなっている．方法 2 は水平線分群数を減らすことを
目的とした方法であるため，提案法による描画の水平線
分群数は方法 2 には及ばない．しかし，方法 3 による描
画の水平線分群数より値が若干小さくなっていることか
ら，(VH , E

X ) の最長道長を考慮して v∗ を選択する処理
に効果があったことが分かる．

6.	あとがき
本稿では，階層グラフの直交描画アルゴリズムの枠組
みを示し，各頂点の座標が決定された後に各高階辺を垂
直・水平線分を用いて描く方法を提案した．この方法は，
辺交差数を少なくすることを主な目的としたものである
が，水平線分群数を少なく抑えるための工夫もしている．

4. で提案した方法のステップ 4 の終了後に，各高階辺
の上水平線分と下水平線分をつなぐ垂直線分の位置を調
整することによって，辺交差数をさらに減らし得る可能
性がある．また，同じ高階辺の上下水平線分が同じ y 座
標をもつことを許し，可能な場合にそのような水平線分
の移動をすることによって，水平線分群数を減らし得る
可能性もある．このような後処理について，現在検討中
である．また，3. で示した直交描画アルゴリズムの第 1, 
2, 4 段階を実行する方法についても，検討を続けている．
今後は，第 3 段階（各階層における頂点の配置順序の決

定）に関して，直交描画により適した方法を構築してい
きたいと考えている．
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