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誤差のあるデータからの内部拘束を持つ３次元運動の計算法
と幾何学的モデル選択への応用

本田 卓士1,a) 松永 力2,b) 金谷 健一1,c)

概要：空間をわずかに移動する複数の点の移動前後の位置を 3次元センサーで計測し，どのような並進，
回転，スケール変化が生じているのか，あるいは生じていないのかを判断するモデル選択のために，誤差
のある３次元データにさまざまな運動モデルを最適に当てはめる新しい方法を提案する．これは，3次元
アフィン変換の部分群が変数にさまざまな内部拘束を指定して得られることに着目して，内部拘束をもつ
3 次元アフィン変換を拡張 FNS 法によって計算するものである．これにより，従来のように運動ごとに
別々のパラメータを導入する必要がなく，すべての部分群が同一の方法で計算できる．この手法をステレ
オ視による 3次元シミュレーションデータに対する幾何学的 AIC, 幾何学的 BIC, 幾何学的 MDLを用い
たモデル選択に応用する．

Computation of Internally Constrained 3-D Motion from Noisy Data
and Its Application to Geometric Model Selection

Takuto Honda1,a) Chikara Matsunaga2,b) Kenichi Kanatani1,c)

Abstract: Given 3-D sensing data of points slightly moving in space, we consider the problem of discerning
whether or not translation, rotation, and scale change take place and to what extent. For this purpose, we
propose a new method for fitting various motion models to 3-D noisy data. Based on the observation that
subgroups of the 3-D affine transformations are defined by imposing various internal constraints on the vari-
ables, our method fits 3-D affine transformations with internal constraints using the scheme of EFNS, which,
unlike conventional methods, dispenses with particular parameterizations for particular motion models. We
apply our method to simulated stereo vision data and show how model selection using the geometric AIC,
the geometric BIC and the geometric MDL works.

1. まえがき

ステレオ視やレンジファインダーなどの 3次元センサー
によって空間をわずかに移動する複数の点の移動前後の位

置を計測したとき，どのような並進，回転，スケール変化が

生じているのか，あるいは生じていないのかを判断する問

題を考える．これは静止した対象を複数のセンサーで計測

したとき，結果が同一であるのか，異なるのかを判断する

問題ともみなせる．すなわち，数値的な差が観測の精度を

考慮すれば無視できるのか，それとも意味のある差なのか

を判断する問題でもある．そのためには，二組の 3次元位
置が同一である，スケールが異なっている，位置が異なっ

ている，向きが異なっている，あるいはそれらが組み合わ
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さっているなどのさまざまなモデルを導入して，その妥当

性を判断することになる．

モデルの妥当性は誤差の統計的性質を考慮した残差（正

確には「マハラノビス距離」）で測るのが普通であるが，よ

く知られたように，複雑な（すなわち多数のパラメータを

持つ）モデルほど残差が小さくなる．この残差とモデルの

複雑さをバランスさせる評価が「モデル選択」である．そ

して，幾何学的モデルに対するモデル選択規準として，「幾

何学的 AIC」[4], [5], [6]，「幾何学的 BIC」[9], [10]，「幾何
学的MDL」[7], [8]が提案されている．
幾何学的モデル選択のためには，まず各モデルを最適に

当てはめて，その残差を計算しなければならない．しか

し，従来の方法はモデルごとに計算法が異なっている．そ

れはパラメータが異なるからである．例えば並進はその

x, y, z 成分を指定すればよいが，回転が加わると，四元

数 [11], [20]やリー代数の方法 [15]などのパラメータが必
要である．そして，パラメータごとにパラメータに関する

導関数が異なり，別々に評価しなければならない．
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本論文ではモデル間の階層構造に利用して，何らのパラ

メータを導入することなしに異なるモデルを同じ方法で統

一的に計算する手法を提案する．本論文で考えるモデルは

恒等変換，並進，回転，拡大縮小，およびそれらの組せで

ある．これらはすべてアフィン変換の部分群であり，部分

群に対する最適計算はアフィン変換に対する最適計算に

拘束条件を付加したものであることに着目する．拘束条件

を付加した最適計算を統一的に計算する手法として「拡張

FNS法」[17], [18]提案されている．これはもともと 2画
像の点対応から基礎行列を計算するために考案された方法

である．基礎行列 F は対応点データに対して「エピ極線方

程式」と呼ばれる拘束条件を満たす [3]．そのようなデータ
に対する拘束を「外部拘束」と呼ぶ．一方，基礎行列 F は

detF = 0という拘束がある [3]．そのようなパラメータ自
身の拘束を「内部拘束」と呼ぶ．内部拘束に対処する方法

として，古くから

( 1 ) 内部拘束を考えずに最適化し，内部拘束を満たすよう
に事後的に補正する，

( 2 ) 内部拘束が満たされるようにパラメータ化して，その
パラメータ空間を探索する，

の二通りがあったが，拡張 FNS法は新たなパラメータを
導入せず，

( 3 ) 次第に内部拘束が次第に満たされ，収束時には内部拘
束が完全に満たされるように反復する

解法である．

本論文では，アフィン変換にさまざまな内部拘束を指定

すれば並進，回転，剛体運動，相似変換などの部分群が実

現されることに着目して，拡張 FNS法を 3次元点のアフィ
ン変換の最適計算に適用する．従来の拡張 FNS法はエピ
極線方程式にようなスカラ方程式に対するものであった

が，3次元点の変換はベクトル方程式で表される．そこで
従来の拡張 FNS法をベクトル方程式に拡張する．そして，
いろいろな内部拘束を付加してアフィン変換の部分群を統

一的に計算する．この考え方は既に松永 [19] によって提起
され，2次元/3次元の幾何学的変換を射影変換の部分群と
みなす統一的な方法論が示されている．本論文ではこれを

内部拘束をもつ 3次元アフィン変換の計算に適用する．そ
して，ステレオ視による 3次元シミュレーションデータを
用いて，幾何学的モデル選択の具体的な実施例を示す．

2. 3次元アフィン変換

移動前と移動後の観測位置をそれぞれ r = (x, y, z)>, r′

= (x′, y′, z′)>とするとき，移動が「アフィン変換」である
とは，ある正則行列Aとベクトル tがあって次の関係が成

り立つことである．

r′ = Ar + t (1)

行列Aの要素とベクトル tの成分を次のように置く．

A =

0

B

@

u1 u2 u3

u4 u5 u6

u7 u8 u9

1

C

A

, t =

0

B

@

u10L0

u11L0

u12L0

1

C

A

(2)

ただし，L0 は r, r′ とほぼ同じ大きさの基準長である．こ

れは r, r′ の各成分がほぼ 0 ∼ 1となるような長さの単位
を用いることに相当し，これによって有限長の数値計算が

安定する．式 (1)は次のように書ける．

u0x
′ = u1x + u2y + u3z + u10L0,

u0y
′ = u4x + u5y + u6z + u11L0,

u0z
′ = u7x + u8y + u9z + u12L0 (3)

ただし，u0 = 1である．このダミー変数 u0 を導入して式

(1)をパラメータの同次 1次式で表すことが提案方法の眼

目である．13次元ベクトル u, ξ(1), ξ(2), ξ(3) を次のよう

に定義する．

u = (u1, u2, u3, u4, u5, u6, u7, u8, u9, u10, u11, u12, u0)>,

(4)

ξ(1)=(x/L0, y/L0, z/L0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0,−x′/L0)>,

ξ(2)=(0, 0, 0, x/L0, y/L0, z/L0, 0, 0, 0, 0, 1, 0,−y′/L0)>,

ξ(3)=(0, 0, 0, 0, 0, 0, x/L0, y/L0, z/L0, 0, 0, 1,−z′/L0)>

(5)

すると式 (3)のアフィン変換は次のように書ける．

(ξ(1),u) = 0, (ξ(2),u) = 0, (ξ(3),u) = 0 (6)

以下，本論文ではベクトル a, bの内積を (a, b)と書く．

3. アフィン変換の内部拘束

3次元アフィン変換はいくつかの同次式 φ1(u), ..., φr(u)
を用いて内部拘束を φ1(u) = 0, ..., φr(u) = 0の形で指定
すれば，さまざまな部分群を表すことができる．

【例 1】行列Aが回転行列のとき式 (3)は剛体運動とな
る．Aが回転行列である条件は，その各列が互いに直交す

る単位ベクトルである．行列式が負なら反転を表すが，こ

こでは与えられたデータに当てはめる問題を考えるので，

行列式を考慮する必要はない．したがって，剛体運動は次

の「2次形式」が 0となることで指定される．

φ1(u) = u1u4 + u2u5 + u3u6,

φ2(u) = u4u7 + u5u8 + u6u9,

φ3(u) = u7u1 + u8u2 + u9u3,

φ4(u) = u2
1 + u2

2 + u2
3 − u2

4 − u2
5 − u2

6,

φ5(u) = u2
4 + u2

5 + u2
6 − u2

7 − u2
8 − u2

9,

φ6(u) = u2
1 + u2

2 + u2
3 − u2

0 (7)

条件 φ6(u) = 0を除けば，Aは回転行列の定数倍であり，
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式 (3)は相似変換を表す．

【例 2】 恒等変換A = I, t = 0, s = 1は次の「1次形
式」を 0とすることで実現される．

φ7(u) = u2, φ8(u) = u3, φ9(u) = u4, φ10(u) = u6,

φ11(u) = u7, φ12(u) = u8, φ13(u) = u1 − u5,

φ14(u) = u5 − u9, φ15(u) = u1 − u0, φ16(u) = u10,

φ17(u) = u11, φ18(u) = u12 (8)

条件 φ15(u) = 0を除けば，Aは単位行列 I の定数倍であ

り，スケール変化が表せる．条件 φ16(u) = 0, φ17(u) = 0,
φ18(u) = 0を除けば並進が表せる．

内部拘束を満たす uの定義域 U は 13次元空間R13の多

様体である．このとき u0 = 1であるが，式 (6)は uの定

数倍の不定性がある．そこで ‖u‖ = 1となる単位ベクトル
uを計算してから，最後に u0 = 1となるように正規化す
る．したがって定義域 U は次のようになる．

U ={u | ‖u‖ = 1, φ1(u) = 0, ..., φr(u) = 0}⊂R13 (9)

‖u‖ = 1は R13 の単位球面を表し，各 φk(u) = 1は R13

の超曲面を表す．U は r + 1枚の超曲面の交わりであるか
ら 12 − r 次元多様体である．多様体 U の法線方向を考え
る．単位球面 ‖u‖ = 1の法線は u自身であり，各超曲面

φk(u) = 0の法線は∇uφk であるから，それらの張る線形

空間（{ · · · }L は · · · の張る線形空間を表す）

Nu = {u,∇uφ1, ...,∇uφr}L (10)

は定義域 U の u における接空間 Tu(U) の直交補空間
Tu(U)⊥ である．Nu の部分空間Mu を

Mu = {∇uφ1, ...,∇uφr}L (11)

と置けば，Nu は次のように直和分解される．

Nu = {u}L ⊕Mu (12)

本論文の拡張 FNS法の核心は次の補題である．

補題 φk(u) = 0 ⇐⇒ (∇uφk, u) = 0

（証明）φk(u)は同次式であるから，その次数をDk とする

と任意の tに対して φk(tu) = tDkφk(u)である．両辺を t

で微分すると (∇uφk(tu),u) = DktDk−1φk(u)となり，t

= 1と置くと，(∇uφk,u) = Dkφk(u)となる． 2

したがって式 (9)の定義域 U は次のように書ける．

U = {u | ‖u‖ = 1,u ∈ M⊥
u} (13)

4. 共分散行列

3次元空間を移動する N 点を測定し，移動前と移動後

の測定位置をそれぞれ rα, r′
α とする (α = 1, ..., N)．測

定は誤差を含むとし，それぞれの共分散行列を σ2V0[rα],
σ2V0[r′

α] とする．σ は誤差の絶対的な大きさを表す定数

（「ノイズレベル」）であり，V0[rα], V0[r′
α]は誤差の分布を

表す行列（「正規化共分散行列」）であ る．以下，ノイズ

レベル σは未知，正規化共分散行列 V0[rα]は既知とする．
このように分離するのは，誤差の絶対的な大きさを知るこ

とが難しいことと，および以下に示すようにノイズレベル

によらずに正規化共分散行列のみから最適な推定ができる

ためである．このため σと V0[rα]の分離は便宜的である．
データ rα, r′

α から計算した式 (5) の ξ(k) を ξ(k)
α とす

ると，その誤差 ∆ξ(k)
α は式 (5)より誤差 ∆xα, ∆yα, ∆x′

α,
∆y′

α と次の線形関係がある．

∆ξ(1)
α = T>

1

0

B

B

B

B

B

B

B

@

∆xα

∆yα

∆zα

∆x′
α

∆y′
α

∆z′
α

1

C

C

C

C

C

C

C

A

, ∆ξ(2)
α = T>

2

0

B

B

B

B

B

B

B

@

∆xα

∆yα

∆zα

∆x′
α

∆y′
α

∆z′
α

1

C

C

C

C

C

C

C

A

,

∆ξ(3)
α = T>

3

0

B

B

B

B

B

B

B

@

∆xα

∆yα

∆zα

∆x′
α

∆y′
α

∆z′
α

1

C

C

C

C

C

C

C

A

(14)

各 T k は次のようになる．

T 1 =
1
L0

(
I O O O 0

O O O O −i

)
,

T 2 =
1
L0

(
O I O O 0

O O O O −j

)
,

T 3 =
1
L0

(
O O I O 0

O O O O −k

)
(15)

ただし，Oは 3× 3零行列，0は 3次元零ベクトルであり，
i = (1, 0, 0)>, j = (0, 1, 0)>, k = (0, 0, 1)> と置いた．以
上より ξ(k)

α と ξ(l)
α の間の共分散行列が次のようになる．

σ2V
(kl)
0 [ξα] = E[∆ξ(k)

α ∆ξ(l)>
α ]

= σ2T>
k

 

V0[rα] O

O V0[r′
α]

!

T l (16)

5. 残差の計算

観測値 ξ(k)
α の真値を ξ̄

(k)
α とすると，アフィン変換の最

尤推定はマハラノビス距離（以下「残差」と呼ぶ）

J =
N∑

α=1

(

0

B

B

@

ξ(1)
α − ξ̄

(1)
α

ξ(2)
α − ξ̄

(2)
α

ξ(3)
α − ξ̄

(3)
α

1

C

C

A

,

0

B

B

@

V
(11)
0 [ξα] V

(12)
0 [ξα] V

(13)
0 [ξα]

V
(21)
0 [ξα] V

(22)
0 [ξα] V

(23)
0 [ξα]

V
(31)
0 [ξα] V

(32)
0 [ξα] V

(33)
0 [ξα]

1

C

C

A

−10

B

B

@

ξ(1)
α − ξ̄

(1)
α

ξ(2)
α − ξ̄

(2)
α

ξ(3)
α − ξ̄

(3)
α

1

C

C

A

) (17)
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を最小化することである．真値 ξ̄
(k)
α は式 (6)の制約を満

たすので，その制約に対するラグランジュ乗数 λ
(k)
α を導

入して上式に −
∑N

α=1

∑3
k=1 λ

(k)
α (ξ̄(k)

α , u)を追加して ξ̄
(1)
α ,

ξ̄
(2)
α , ξ̄

(3)
α に関する導関数を 0と置くと次のようになる．

−

0

B

B

@

V
(11)
0 [ξα] V

(12)
0 [ξα] V

(13)
0 [ξα]

V
(21)
0 [ξα] V

(22)
0 [ξα] V

(23)
0 [ξα]

V
(31)
0 [ξα] V

(32)
0 [ξα] V

(33)
0 [ξα]

1

C

C

A

−10

B

B

@

ξ(1)
α − ξ̄

(1)
α

ξ(2)
α − ξ̄

(2)
α

ξ(3)
α − ξ̄

(3)
α

1

C

C

A

−

0

B

B

@

λ
(1)
α u

λ
(2)
α u

λ
(3)
α u

1

C

C

A

= 0 (18)

これを ξ̄
(1)
α , ξ̄

(2)
α , ξ̄

(3)
α について解くと次のようになる．

ξ̄
(k)
α = ξ(k)

α +
3∑

l=1

λ(l)
α V

(kl)
0 [ξα]u (19)

これが拘束条件 (ξ̄(k)
α ,u) = 0を満たすから，

3∑
l=1

λ(l)
α (u, V

(kl)
0 [ξα]u) = −(ξ(k)

α , u) (20)

であり，これは λ
(k)
α に関する連立 1次方程式である．解は

次のように書ける．

λ(k)
α = −

3∑
l=1

W (kl)
α (ξ(l)

α , u) (21)

ただし，(u, V
(kl)
0 [ξα]u)を (kl)要素とする行列を

V α =
(
(u, V

(kl)
0 [ξα]u)

)
(22)

と定義するとき，W
(kl)
α は V −1

α の (kl)要素である．これ
を記号的で次のように書く．

W (kl)
α =

(
(u, V

(kl)
0 [ξα]u)

)−1

(23)

式 (21)を式 (19)に代入し，それを式 (17)に代入すると，
残差 J が次のように表される．

J =
N∑

α=1

3∑
k,l=1

W (kl)
α (ξ(k)

α , u)(ξ(l)
α , u) (24)

これを uの定義域 U 上で最小化すればよい．

6. 内部拘束をもつアフィン変換の最適計算

関数 J を内部拘束のもとに最小化する方法は次のように

大別される．

事後補正法 J を内部拘束を考慮せずに最小化し，得られ

た解 uが内部拘束を満たす多様体 U に載るように補
正する (図 1(a)). 例えばAが回転行列なら，これを一

般の 3 × 3行列として計算してからAA> = I, det A

= 1を満たすように補正する．よく知られているの特
異値分解による方法である [4]．

内部接近法 未知数 u が内部拘束を満たすように少ない

U U U

(a) (b) (c)

図 1 解は多様体 U に拘束されている．(a)事後補正法．(b)内部接

近法．(c) 外部接近法

パラメータで表現する．例えば Aが回転行列であれ

ば，これをオイラー角や四元数やリー代数の方法で表

す [11], [15], [20]．そしてその次元の低いパラメータ
（内部）空間 U を探索して J を最小にする (図 1(b))．

外部接近法 制約のない (外部）空間を探索して，反復と
ともに次第に内部拘束が満たされ，収束した時点で多

様体 U 上にあるようにする (図 1(c))．
外部接近法として知られているものに「拡張 FNS 法」
[17], [18]がある．これは２画像からの３次元復元のための
基礎行列 F がランク拘束 det F = 0 [3]を満たすように計
算する方法として考えられたものである．ただし，これは

エピ極線方程式のようなスカラ方程式に対するものであ

る．しかし，３次元運動はベクトル方程式で表される．そ

こで拡張 FNS法をベクトル方程式の場合に拡張する．そ
のためにまず式 (24)の残差 J を uで微分する．

∇uJ =
N∑

α=1

3∑
k,l=1

∇uW (kl)
α (ξ(k)

α ,u)(ξ(l)
α , u)

+
N∑

α=1

3∑
k,l=1

W (kl)
α (ξ(l)

α ,u)ξ(k)
α (25)

式中の∇uW
(kl)
α を計算する．W αは式 (22)の行列 V αの

逆行列として定義されているので，V αW α = I の両辺を

ui で微分すると

∂V α

∂ui
W α + V α

∂W α

∂ui
= O (26)

であるから，

∂W α

∂ui
= −V −1

α

∂V α

∂ui
W α = −W α

∂V α

∂ui
W α (27)

である．この (kl)要素は式 (22)より次のようになる．

∇uW (kl)
α = −

3∑
m,n=1

W (km)
α ∇u(u, V

(mn)
0 [ξα]u)W (nl)

α

= −2
3∑

m,n=1

W (km)
α W (nl)

α V
(mn)
0 [ξα]u (28)

これを式 (25)に代入すると，最終的に次のようになる．

∇uJ =
( N∑

α=1

3∑
k,l=1

W (kl)
α ξ(k)

α ξ(l)>
α

)
u

−
( N∑

α=1

3∑
m,n=1

v(m)
α v(n)

α V
(mn)
0 [ξα]

)
u (29)

c© 2012 Information Processing Society of Japan 4

Vol.2012-CG-149 No.18
Vol.2012-CVIM-184 No.18

2012/12/4



情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

ただし，次のように置いた．

v(k)
α =

3∑
l=1

W (kl)
α (ξ(l)

α , u) (30)

ここで行列M , Lを次のように置く．

M =
N∑

α=1

3∑
k,l=1

W (kl)
α ξ(k)

α ξ(l)>
α ,

L =
N∑

α=1

3∑
k,l=1

v(k)
α v(l)

α V
(kl)
0 [ξα] (31)

すると式 (29)は次のように書ける．

∇uJ = (M − L)u (32)

7. 反復解法

変分学でよく知られているように，関数 J が uの定義域

U (∈ R13)で停留値をとる必要十分条件は J の勾配 ∇uJ

がその点 uで U に直交することである（直交していなけ
れば U に沿って J が増加・減少する方向に進むことがで

きる）．これは式 (10)の空間 Nu を用いて ∇uJ ∈ Nu と

書ける．しかし，すぐ確かめられるように，式 (24)は 0次
同次式であり，uを定数倍しても J の値は変化しない．こ

のため∇uJ は常に uに直交している．したがって式 (12)
より，∇uJ ∈ Nu は次のように書いてもよい．

∇uJ ∈ Mu (33)

部分空間Muの直交補空間M⊥
u 上への射影行列 PMを用

いれば次のようにも書ける．

PM∇uJ = 0 (34)

一方，式 (13)より単位ベクトル uが定義域 U に含まれる
条件 u ∈ M⊥

u は射影行列 PM を用いれば，上式は次のよ

うに書ける．

PMu = u (35)

したがって，内部拘束をもつアフィン変換の最適に計算す

るには式 (34), (35)を満たす単位ベクトル uを計算すれば

よい．式 (34)と式 (32)より，解は次式を満たす．

PM(M − L)u = 0 (36)

これは，式 (35)を満たす uに対しては次のように書いて

もよい．

PM(M − L)PMu = 0 (37)

PM は対称行列であり，対称行列X を

X = PM(M − L)PM (38)

と定義すれば，式 (34), (32)を満たす単位ベクトル uを計

算することは

Xu = 0, PMu = u (39)

満たす単位ベクトル uを計算することである．これは次の

反復によって求まる．

( 1 ) uの初期値を与える．

( 2 ) 式 (31)の行列M , Lを計算する．

( 3 ) ベクトル∇uφ1(u), ..., ∇uφr(u)を計算し，これにシュ
ミットの直交化を施した正規直交系 {u1, ..., ur} と
し，次の射影行列 PM を計算する．

PM = I −
r∑

k=1

uku>
k (40)

( 4 ) 式 (38)の行列X を計算する．

( 5 ) 固有値問題Xv = λv の小さい r + 1個の固有値に対
応する単位固有ベクトル v0, ..., vr を求める．

( 6 ) 現在の解 uを次のように N̂u = {v0, ...,vr}L に射影
した ûを計算する．

û =
r∑

k=0

(u,vk)vk (41)

( 7 ) 次の u′ を計算する．

u′ = N [PMû] (42)

ただし N [ · ]は単位ベクトルへの正規化を表す (N [a]
= a‖a‖)．

( 8 ) u′ ≈ uなら u′ を返して終了する．そうでなければ u

← N [u + u′]としてステップ (2)に戻る．

ステップ (5) では絶対値の小さい r + 1 個の固有値を計
算するのが自然であるが，実験によれば単に値の小さい

r +1個の固有値を計算するほうが収束が速いことが確認さ
れる．これは内部拘束を考えない FNS法 [2] や拡張 FNS
法 [17], [18]でも同様であり，値の 小さい固有値を計算す
るほうが収束が速い [12], [18].
ステップ (8)では「u ← u′ としてステップ (2)に戻る」
とするのが自然であるが，「中点」(u′ + u)/2を正規化し
た N [u′ + u] を返すほうが収束が安定する．これも FNS
法 [2]や拡張 FNS法 [17], [18]でも同様である．

8. 解法の証明

前節の反復によって解が得られることは次のように示さ

れる．まず，反復が収束した時点ではステップ (6)で計算

される N̂u はX の零空間に一致することを示す．式 (40)

の PM の定義より PMuk = 0, k = 1, ..., rであるから，

式 (38)のX の定義より u1, ..., ur はX の固有値 0 の固

有ベクトルである．ゆえにステップ (5)で計算される r + 1

個の v0, ..., vr の内の r 個は常に固有値 0 の固有ベクト

ルである．N̂u がX の零空間でないなら，一つの固有ベ

クトル v∗ は 0でない固有値 λ∗ ( 6= 0) を持ち，残りの固

有ベクトルに直交する．それらの張る部分空間がMu =
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{u1, ...,ur}L であるから，v∗ はMu に直交する．

構成により，式 (41)の ûは N̂u = {v∗}L ⊕Mの元であ

り，式 (42)の u′ はそれを N̂u内でMuに直交する方向へ

射影したものであるから，u′ は ±v∗ に一致する．反復が

終了した時点では u = u′ = ±v∗ であり，v∗ は固有値 λ∗

の固有ベクトルであるから，Xu = λ∗uが成り立つ．両辺

と uとの内積をとると

(u,Xu) = λ∗ (6= 0) (43)

となる．しかし，u (= ±v∗)はX のすべての固有値 0の

固有ベクトルと直交するので，それらの張る部分空間が

Mu に直交する．したがって

PMu = u (44)

である．このため次の関係が成り立つ.

(u,Xu) = (u,PM(M − L)PMu) = (u, (M − L)u)

= (u,Mu) − (u, Lu) (45)

しかし，(u, Mu) = (u, Lu)が恒等式であることが次のよ

うに示される．

(u,Mu) =
N∑

α=1

3∑
k,l=1

W (kl)
α (ξ(k)

α , u)(ξ(l)
α , u), (46)

(u,Lu) =
N∑

α=1

3∑
k,l=1

v(k)
α v(l)

α (u, V
(kl)
0 [ξα]u)

=
N∑

α=1

3∑
k,l=1

( 3∑
m=1

W (km)
α (ξ(m)

α ,u)
)

( 3∑
n=1

W (ln)
α (ξ(n)

α , u)
)
V (kl)

α

=
N∑

α=1

3∑
m,n=1

( 3∑
k,l=1

W (mk)
α V (kl)

α W (ln)
α

)
(ξ(m)

α ,u)(ξ(n)
α , u)

=
N∑

α=1

3∑
m,n=1

W (mn)
α (ξ(m)

α , u)(ξ(n)
α ,u) (47)

ただしW α = V −1
α より得られる関係W αV αW α = W α

を用いた．ゆえに (u,Xu) = 0であり，式 (43)に反する．

したがって，反復が収束した時点では N̂u のすべての元が

X の固有値 0の固有ベクトルであり，N̂u はX の零空間

に一致する．u = u′ = ±v∗ ∈ N̂u であるから，Xu = 0

である．式 (44)と合わせて u（構成より単位ベクトル）が

式 (39)を満たす解である． 2

9. ステレオ３次元データによる実験

図 2のように曲面を原点を通るある回転軸の周りに角度

Ωだけ回転し，tだけ平行移動し，スケールを x軸方向に

sx 倍，y 軸方向に sy 倍，z 軸方向に sz 倍する．次の 9通

りの場合を考える．

運動前

運動後

図 2 いろいろな運動する曲面格子ステレオ視による 3 次元計測と

誤差楕円体，および運動前後のステレオシミュレーション画像

(運動 (0) の場合)．

( 0 ) アフィン変換: Ω = 10◦, t = (100, 100, 300)>, sx =

1.01, sy = 1.02, sz = 0.99

( 1 ) 相似変換: Ω = 10◦, t = (100, 100, 300)>, sx = sy =

sz = 1.01

( 2 ) 剛体運動: Ω = 10◦, t = (100, 100, 300)>, sx = sy =

sz = 1

( 3 ) 回転・スケール変化: Ω = 10◦, t = 0, sx = sy = sz =

1.01

( 4 ) 並進・スケール変化: Ω = 0, t = (100, 100, 300)>, sx

= sy = sz = 1.01

( 5 ) 回転: Ω = 10◦, t = 0, sx = sy = sz = 1.01

( 6 ) 並進: Ω = 0, t = (100, 100, 3000)>, sx = sy = sz = 1

( 7 ) スケール変化: Ω = 0, t = 0, sx = sy = sz = 1.01

( 8 ) 恒等変換: Ω = 0, t = 0, sx = sy = sz = 1

そしてステレオ視によって各格子点の運動前後 3次元位置

を計測する．曲面格子はその中心の格子点が世界座標の原

点にあり，2台のカメラはそれを 10度で見込む位置に配置

している．画像サイズは 500 × 800画素，焦点距離は 600

画素を想定している．各格子点を対応点とし，その x, y座

標に期待値 0，標準偏差 1画素の正規乱数を加え，それぞ

れ金谷ら [13], [14]の方法で各格子点の 3次元位置を最適に

計算する．これにより，画像上では一様等方な誤差であっ

ても，復元位置 r̂α, r̂α の誤差は非一様非等方であり，正

規化共分散行列 V0[r̂α], V0[r̂
′
α]が計算できる [11], [20]．そ

して，式 (7), (8)の次の関数で指定されるアフィン変換の

9通りの部分群（モデル）を当てはめる．ただし，基準長

L0 は 1000とした．

( 0 ) アフィン変換: 内部拘束なし

( 1 ) 相似変換: φ1(u), ..., φ5(u)

( 2 ) 剛体運動: φ1(u), ..., φ6(u)

( 3 ) 回転・スケール変化: φ1(u), ..., φ5(u), φ16(u), φ17(u),
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affinity similarity
rigid motion

rotation+scale
translation+scale

rotation
translation

scale
identity

図 3 3 次元アフィン変換の部分群の包含関係．

φ18(u)

( 4 ) 並進・スケール変化: φ7(u), ..., φ14(u)

( 5 ) 回転: φ1(u), ..., φ6(u), φ16(u), φ17(u), φ18(u)

( 6 ) 並進: φ7(u), ..., φ15(u)

( 7 ) スケール変化: φ7(u), ..., φ14(u), φ16(u), φ17(u),

φ18(u)

( 8 ) 恒等変換: φ7(u), ..., φ18(u)

これらの部分群の包含関係を図 3に示す．反復の初期値と

しては回転R，並進 t，スケール変化 sを最小二乗法で推

定した (計算式は [11], [20]参照）．具体的には tを運動前

後の重心の差から推定し，スケール変化 sは重心からの平

方平均誤差の変化から推定し，回転 Rは特異値分解の方

法 [4]で推定する．そして，その結果をモデルに応じて調

節する．具体的には回転がなければ R = I とし，並進が

なければ t = 0とし，スケール変化がなければ s = 1とす

る．基準長は L0 = 1000とした．検証のために回転を四元

数を使う方法 [20]，相似変換をレーベンバーグ・マーカー

ト法 [15]やガウス・ヘルマート法 [11]などの別の方法で計

算すると同じ解が得られることが確認された．

10. 幾何学的モデル選択の実験

各モデルに対する幾何学的 AIC, 幾何学的 BIC, 幾何学

的MDLはそれぞれ次のようになる [5], [6], [8], [9], [10]（幾

何学的 BICと幾何学的MDLは同じ値となる）．

G-AIC = Ĵ + 2(3N + p)σ̂2,

G-BIC = G-MDL = Ĵ − 2(3N + p)σ̂2 log
σ2

L2
0

(48)

ただし，Ĵ は当てはめた残差 J の値であり，N はデータ数

である（この実験では格子点の数 91）．pはモデルの自由

度であり，上記のモデル (0), (1), .., (8)に対してそれぞれ

p = 12, 7, 6, 4, 4, 3, 3, 1, 0である．σ̂2 は σ2 の推定値で

ある．すべてのモデルはすべて 3 次元アフィン変換の部分

群であるから，どのモデルが正しいとしても次のように推

定できる [4]．

σ̂2 =
Ĵ0

3N − 12
(49)

ただし，Ĵ0 はアフィン変換（モデル (0)）を当てはめた残

差である．

幾何学的 AICは「赤池の AIC」[1]に基づいている．赤

池のAICはKullback-Leibler情報量の評価にバイアス補正

を加えたものをデータ数N → ∞に対して漸近評価したも
のである．これをノイズレベル σ → 0で近似すると幾何学

表 1 幾何学的 AIC によって各モデルが選ばれた割合 (%)．

運動 0 1 2 3 4 5 6 7 8

モデル 0 100 3 6 6 3 1 3 3 0
モデル 1 0 97 17 5 9 2 1 2 2
モデル 2 0 0 77 0 2 10 6 0 3
モデル 3 0 0 0 89 0 16 0 11 1
モデル 4 0 0 0 0 85 0 19 7 0
モデル 5 0 0 0 0 0 71 0 0 4
モデル 6 0 0 0 0 1 0 71 0 7
モデル 7 0 0 0 0 0 0 0 77 5
モデル 8 0 0 0 0 0 0 0 0 78

表 2 幾何学的 BIC，幾何学的 MDL によって各モデルが選ばれた

割合 (%)．

運動 0 1 2 3 4 5 6 7 8

モデル 0 39 0 0 0 0 0 0 0 0
モデル 1 61 46 0 0 0 0 0 0 0
モデル 2 0 54 100 0 0 0 0 0 0
モデル 3 0 0 0 86 0 0 0 0 0
モデル 4 0 0 0 0 33 0 0 0 0
モデル 5 0 0 0 14 0 100 0 0 0
モデル 6 0 0 0 0 67 0 100 0 0
モデル 7 0 0 0 0 0 0 0 100 0
モデル 8 0 0 0 0 0 0 0 0 100

表 3 各運動に対する各モデルの G-AIC の値の 1 例 (×102)．下線

は選ばれたモデル．表 1 と同様に各列は運動の種類，各行は

モデルの種類を表す．

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 6.9751 8.1379 8.6326 7.6066 9.1490 9.8183 6.9272 8.2901 7.5678
1 7.6925 8.1394 8.5269 7.5305 9.0370 9.7532 6.8708 8.2307 7.5128
2 8.2663 8.2013 8.5476 7.6065 9.2824 9.7294 6.9200 8.4536 7.4958
3 1204.5 1359.6 1380.3 7.4832 1407.2 9.6857 1430.5 8.1803 7.4871
4 143.71 141.51 137.43 130.09 9.0017 133.52 6.8647 8.1820 7.4871
5 1188.0 1341.4 1363.9 7.5588 1339.4 9.6620 1369.9 8.4298 7.4691
6 142.83 140.47 136.83 129.72 9.2480 133.13 6.9112 8.4054 7.4701
7 2572.9 2609.8 2632.0 1970.5 2099.5 1978.4 2140.5 8.1383 7.4544
8 3014.9 2943.4 2950.6 5207.0 2319.3 5230.9 2371.7 8.5386 7.4362

的AICが得られる [4], [5], [6]．幾何学的BICは「Schwarz

の BIC」[22]に基づいている．Schwarzの BICは各モデル

に対する事後確率をラプラス近似したものをデータ数N →
∞に対して漸近評価したものである．これをノイズレベル
σ → 0で近似すると幾何学的 BICが得られる [9], [10]．幾

何学的MDLは「RissanenのMDL」[21]に基づいている．

RissanenのMDLは最小記述長に最適に実数の量子化を施

したものをデータ数N → ∞に対して漸近評価したもので
ある．これをノイズレベル σ → 0で近似すると幾何学的

MDLが得られる [7], [8]．

表 1は σ = 1とする 100通りの独立な誤差を加えて各

運動に各モデルを当てはめて，幾何学的 AICによって各

モデルが選ばれる割合 (%)を示したものである．表 2は幾

何学的 BIC，幾何学的 BICによる結果である．これから

正しいモデルが選ばれる割合が大きいが，必ずしも常に真

のモデルが選ばれるとは限らないことがわかる．ただし，

自由度の小さいモデルに対しては幾何学的 BIC，幾何学的
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表 4 各運動に対する各モデルの G-BIC (= G-MDL) の値の 1 例

(×102)．下線は選ばれた モデル．表 2と同様に各列は運動の

種類，各行はモデルの種類を表す．

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 35.659 41.173 43.501 38.661 45.921 49.043 35.430 41.890 38.477
1 35.873 40.595 42.784 38.040 45.164 48.290 34.874 41.242 37.880
2 36.346 40.541 42.682 38.007 45.280 48.128 34.823 41.347 37.754
3 1232.4 1391.8 1414.2 37.666 1442.9 47.809 1458.2 40.837 37.529
4 171.59 173.62 171.32 160.27 44.742 171.65 34.568 40.839 37.529
5 1215.8 1373.3 1397.6 37.633 1375.0 47.648 1397.5 40.969 37.402
6 170.61 172.46 170.60 159.79 44.859 171.11 34.514 40.945 37.403
7 2600.5 2641.6 2665.5 2000.3 2134.9 2016.1 2167.9 40.442 37.171
8 3042.4 2975.0 2984.0 5236.7 2354.6 5268.4 2399.0 40.724 37.044

MDLによって正しいモデルがよく選ばれている．これは

幾何学的 BICと幾何学的MDLのモデルの自由度に対すペ

ナルティが幾何学的 AICより大きいことから説明される．

表 3, 表 4は各モデルに対するG-AICおよびG-BIC (=

G-MDL)の具体的な値の 1例であり下線のモデルが選択さ

れる．幾何学的AICも幾何学的BIC/MDLも，モデルの単

純さとデータへの当てはまりの忠実さをバランスさせるも

のであるが，よく知られているように，幾何学的AICは比

較的データに忠実なモデルが選ばれ，幾何学的 BIC/MDL

はより単純なモデルを選ぶ傾向がある [5], [6], [8], [9], [10]．

ここにもその傾向が現れている．

11. まとめ

本論文ではセンサーによって計測した二組の 3次元デー

タがどのように並進，回転，スケール変化しているのか，

あるいはしていないのかを判断するモデル選択のために，

データにさまざまな運動モデルを最適に当てはめる新しい

方法を提案した．本論文の方法は 3次元アフィン変換の部

分群がパラメータにさまざまな内部拘束を指定して得られ

ることに着目して，内部拘束をもつ 3次元アフィン変換を

拡張 FNS 法によって計算するものである．これにより，運

動の種類ごとに別のパラメータを導入する必要がなく，す

べての部分群が同一の方法で計算できる．そしてこれを結

果を用いて，ステレオ視による 3次元シミュレーションに

対する幾何学的 AIC, 幾何学的 BIC,幾何学的 MDLを用

いたモデル選択の具体的な実施例を示した．本論文の方法

を用いると，GPS計測データから東日本大震災による地盤

の移動を解析することもできる．これについては別報 [16]
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