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スパース表現の数理とその応用

日野 英逸1,a) 村田 昇1,b)

概要：スパースコーディングは生物の一次視覚野の情報処理を数学的にモデル化したものであり，与えら
れた画像を少数の基底の線型結合で表現する手法である．観測信号のスパース表現は，工学的にも効率的
な情報の保持・伝達，あるいはノイズに対して頑健な情報表現を実現する手法として注目を集めている．
本稿では，スパースコーディングを始めとする種々の行列分解手法の数理的側面を，その確率モデルを介
して統一的に論じる．また，スパースコーディングの代表的なアルゴリズムと幾つかの応用を紹介する．

1. はじめに

生物の一次視覚野の細胞は，方向と空間スケールに関し

て選択的な空間フィルタを有していることが古くから知ら

れていた．一次視覚野における受容細胞は，ある方向を向

いたある空間周波数成分が網膜上の特定の領域に出現する

と，選択的に反応する性質を持っている．細胞が反応する

方向と周波数は受容細胞毎に異なるため，視覚野全体とし

て空間フィルタバンクを形成していると考えることが出

来る．一次視覚野の細胞がこうした特徴を持つに至った理

由を説明するために様々な試みがなされてきたが，ここ十

数年の間に，自然画像の統計的構造を積極的に利用するこ

とによって自然画像を効率的に符号化 (コーディング)す

るための仕組みとして獲得されたとする考え方が提案さ

れ脚光を浴びている [1, 2]．Olshausenらによる一連の研

究では，「自然画像を基底画像の線型結合で表した時，そ

の結合係数が疎である」という制約の下で基底を学習する

ことで，生物の一次視覚野における受容細胞と同様の特徴

を有する基底が得られることが実験的に示されている．本

稿では画像の小領域の画素値を観測信号として扱い，信号

のスパース表現の問題を解説する．例えば一辺が
√

dピク

セルの画像の小領域を扱う場合には，
√

d ×
√

dの画素値

をベクトル表現した x ∈ Rd が一つの観測信号ということ

になる．Olshausen & Field [1]は，画像 xが基底ベクト

ル*1dk, k = 1, . . . ,mの線型結合

x =
m∑

k=1

ckdk, ck ∈ R (1)
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で表されるという仮定を置いた．この基底系 {dk}は，画
像を「効率的に」表現することが出来るように構成する．

ここでいう効率的とは，ある画像を表現する際に係数ベク

トル c = (c1, . . . , cm) ∈ Rm のうちの少数の ck のみが非ゼ

ロの値を取り，残りの大部分はゼロとなることを意味する．

もし非ゼロの ck の数が dより少なく，かつ基底系 {dk}を
予めうまく選ぶことができているとすれば，d個の値を持

つ画像 xをより少ない個数の非ゼロの ck の集合で効率良

く表現することができるからである．このように，意味の

ある非ゼロ要素が全体に対して少数である状態を，スパー

ス (sparse; 疎)であると呼ぶ．適切な基底系 {dk}とその結
合係数 {ck}を得るには，観測信号の情報を保存する項 (文

献 [1]では l2 ノルムを考えている)と，結合係数がスパー

スになることを促進する正則化項 Ψの和

min
{dk},{ck}

∥x −
m∑

k=1

ckdk∥2
2 + Ψ(c) (2)

の最小化を行えば良い．例えば [1]では Ψとして Ψ(c) =

λ
∑d

k=1 e−c2
k , λ > 0を用いることを提案している．こうし

て得られた基底は，生物の一次視覚野細胞とよく似た局所

的な空間周波数特性を持つGabor wavelet 基底と類似した

ものになる [3]．

なお，Olshausen & Field [1]以前から，ニューラルネッ

トワークや連想記憶の研究において，スパースな符号化に

よって情報の表現及び保持を効率的に行うことが出来るこ

とが知られていた．例えば [4–6]では，工学的観点からス

パース表現の利点の定量的議論が行われている．

以下，本稿の構成を記す．第 2節では画像の生成モデル

を簡単に説明する．第 3節ではスパースコーディングの定

式化を行ない，スパース表現において中心的役割を果たす

ノルムを導入する．第 4節ではスパース表現を観測信号行

列の分解手法として捉え，関連する種々の手法を概説し，
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第 5節でこれらの行列分解手法の背後にある確率モデルを

説明する．第 6 節及び第 7 節ではそれぞれスパース表現

のための係数，基底の最適化手法を紹介し，第 8節ではス

パース表現の画像処理における応用例を挙げる．

2. 画像の生成モデル

本稿ではスパース表現の具体的な例として画像を取り上

げる．その準備のために，画像の生成モデルとして重要な

２つの考え方を簡単に纏める．

2.1 ピクセルベースモデル

多数の変数とその変数間の相互作用からなる系のうち，

近傍のみで条件付けられる単純なモデルの一つとしてはマ

ルコフ確率場 (Markov Random Field; MRF) があり，画

像の確率モデルとしても広く利用されている [7]．このモ

デルは，あるピクセルのとる値 vの確率がその周辺のピク

セル値で決まる条件付き確率

p(v|周辺のピクセル値)

によって表されると考える，ピクセルベースのモデルであ

る．マルコフ確率場は事前分布として画像の滑らかさなど

に対応する制約を容易に取り込むことができる．例えば劣

化画像を観測した場合に，観測した画像で条件付けた原画

像の生成確率 (事後確率)を利用して画像復元を行う方法

や，超解像への応用が知られている [8,9]．また，局所的な

相互作用を記述した確率モデルを導入することで，統計力

学の分野で発展した平均場近似を始めとする各種の近似計

算手法が利用できる [8]．しかし，実用に供するレベルで

の画像の生成機構をモデル化するためには，事前分布の適

切な設定と，本質的に非凸な問題の最適化技術が必要とな

り，綿密な設計と高度なノウハウが要求される．

2.2 基底ベースモデル

画像を基底画像の線型結合により表現するアプローチ

を，以下では基底ベースモデルと呼ぶ．画像全域を表現す

る基底を利用することもあるが，一般には画像の小領域を

対象としてモデル化を行い，小領域をずらしつつ画像全域

を表現することが多い．特に自然画像はある程度小さな領

域に限ると類似したパターンを示すことが多く，従って

x = Dc, #{i
∣∣ci ̸= 0} ≪ d(=領域の画素数),

のように少数の基本的な基底の組合せで表現できる．ここ

で#S は集合 Sの要素数を表す．また，多くの画像処理手

法の計算量は観測信号の次元に対して指数関数的に増加す

るため，小領域毎に処理を行う基底ベースモデルには計算

量の低減という利点もある．本稿ではスパース表現の数理

的側面の説明を，基底ベースモデルによる画像の表現を前

提として行う．

3. スパースコーディングの定式化

本節ではスパース表現の代表例としてスパースコーディ

ング問題を定式化する．また，スパース性と関連の深いベ

クトル及び行列のノルムについて説明する．

3.1 定式化

d次元観測信号ベクトルを x ∈ Rdとし，m個の基底を並

べた辞書 D = (d1, · · · ,dm)の線型結合により x = Dcの

ように表現することを考える．この時，スパースコーディ

ングの枠組みでは m ≫ dという過剰決定系*2による近似

を考える．信号の次元より多い基底による表現 x = Dcで

は cの一意性を保証することが出来ないので，通常は観測

信号 xの表現に利用される基底を D のうちの一部に制限

する．つまり，∥c∥0 で cの l0 ノルム，すなわちベクトル

c の非ゼロ成分の数を表すとして，スパースコーディング

は典型的には最適化問題

min
c

∥x − Dc∥2
2 + λ∥c∥0, λ > 0 (3)

として定式化される．しかしながら，この問題は全ての基

底の組み合わせを試さないと最適解が得られない組合せ最

適化問題であり，NP困難であることが知られている [10]．

そこで，l1 ノルムへの緩和問題

min
c

∥x − Dc∥2
2 + λ∥c∥1, λ > 0 (4)

を考えることが多い．この l1ノルム正則化問題は線型計画

問題として表現することが可能である．

より一般に，辞書と係数を求める問題は統計的推測の

枠組みで次のように表される．n個の観測信号を並べた行

列を X = (x1, · · · ,xn)，辞書行列を D = (d1, . . . , dm) =

(d1, . . . , dd)⊤，各信号を表現するための辞書の係数をな

らべた係数行列を C = (c1, · · · , cn) = (c1, · · · , cm)⊤ とす

る．ここで，di ∈ Rd は行列 D の第 i列，dj ∈ Rm は行

列Dの第 j 行を表し，同様に ci ∈ Rmは行列 C の第 i列，

cj ∈ Rnは第 j行を表すものとする．L(D,C; X)で近似の

損失関数を表し，信号の表現がスパースならば小さい値を

取る正則化項 Ψ(D,C)を用いて，n個の観測信号に対する

スパースコーディングは最適化問題

min
D,C

L(D,C; X) + Ψ(D,C) (5)

として定式化される．後述するように，損失関数は負の対

数尤度，Ψは基底あるいは係数に対する事前分布の負の対

数尤度として確率モデルでの解釈が可能であることが多い．

本稿で主に扱う式 (5)の定式化は，損失関数 L(D,C;X)を

可能な限り小さくすることで信号の再構成を精度よく行い

つつ，正則化項Ψ(D,C)の最小化により表現のスパース性
*2 機械学習の文脈では過完備基底 (overcomplete basis)とも呼ぶ．
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を確保しようというものである．問題を実際に解く際や特

定の理論解析においては，例えば

min
D,C

Ψ(D,C) subject to L(D,C; X) < ϵ,

min
D,C

L(D,C; X) subject to Ψ(D,C) < ϵ

のような定式化が便利なこともある．種々の表現の同等

性，及び用途に応じた適切な表現に関しては [11]に詳しく

まとめられている．

3.2 ベクトルのノルム

基底による信号の表現でのスパース性は，基本的には結

合係数に対するノルム制約から導かれる．本稿では一般に

ベクトル x ∈ Rd に対して，

∥x∥p =

(
d∑

i=1

|xi|p
)1/p

= p
√

|x1|p + · · · + |xd|p (6)

で lp ノルム (lp norm)を表現する．特に p = 0の時は

∥x∥0 = lim
p→0

∥x∥p
p = lim

p→0

d∑
i=1

|xi|p = #{i
∣∣xi ̸= 0} (7)

とする．定義 (6)において 0 ≤ p < 1の範囲では厳密には

∥x∥p はノルムの公理を満たさない．すなわち，p = 0の時

は斉次性

∥ax∥p = |a|∥x∥p, a ∈ R

が満たされず，0 < p < 1の時は三角不等式 (劣加法性)

∥x1 + x2∥p ≤ ∥x1∥p + ∥x2∥p, x1, x2 ∈ Rm

が満たされないので，∥x∥p, 0 ≤ p < 1は正確にはノルム

とはならないが，慣習上 0 ≤ p < ∞に対して ∥x∥pを lpノ

ルムと呼ぶ．

3.3 行列のノルム

行列 M ∈ Rn×m に対するノルムにも種々の定義があ

る．行列特有のノルムとして特に重要なものは核ノルム

(nuclear norm)あるいはトレースノルム (trace norm)と呼

ばれるもので，

∥M∥∗ = Tr(
√

M⊤M) =
m∑

i=1

σi (8)

で定義される．ここで，σi は行列M の特異値である．ベ

クトルのノルムにおいて p = 0の場合に対応するのが，行

列のランク (rank)

r = #{i|σi ̸= 0} (9)

である．すなわち，行列M の非ゼロ特異値の数が小さい

という制約は，行列にスパースな構造を与える．しかし，

ベクトルに対する l0ノルム制約が組み合せ最適化問題を伴

い計算が困難であるように，行列に対するランク制約は非

凸な制約となり取り扱いが難しい．そこで，ベクトルの l0

ノルムを l1ノルムで緩和するように，ランク制約を核ノル

ム制約で緩和することが多い．

また，行列の成分毎に定義した lp ノルム

∥M∥p =

 n∑
i=1

m∑
j=1

|Mij |p
1/p

(10)

もよく利用される．特に p = 2の場合をフロベニウスノル

ム (Frobenius norm)と呼ぶ．ベクトルあるいは行列のノ

ルムに関する議論は，例えば [12] に詳しい．本稿では行列

のノルムとしては核ノルムあるいは成分毎の lpノルムを主

に利用する．

4. 行列分解としての理解

本節では，代表的なスパース表現を観測信号行列の分解

手法という観点から整理する．一般に，スパース表現は観

測信号行列 X を

X = DC + E, (11)

のように辞書行列 Dとその係数行列 C で表現するもので

ある．ここで，E = (ϵ1, . . . , ϵn), ϵi ∈ Rd であり誤差を表

す行列であるが，一般に各 ϵiは適当な平均ゼロの多変量正

規分布 N (0, σ2Id)に従うとすることが多い．ここで Id は

d次元単位行列を表す．

通常は係数行列 C の各列がスパース，すなわち利用さ

れる基底が少数であるという状況を考えるが，辞書行列D

の各列，すなわち各基底がスパースである，あるいはD,C

の両方がスパースであるという問題設定もある．

4.1 スパースコーディング

スパースコーディング (Sparse Coding; SC) では多く

の場合損失関数としてフロベニウスノルム L(D,C;X) =

∥X − DC∥2
2 を考え，正則化項 Ψ(D,C)としては係数ベク

トル cの lp ノルムで 0 ≤ p ≤ 1の場合を考える:

min
D,C

n∑
i=1

∥X − DC∥2
2 + λ

m∑
i=1

∥ci∥p
p, λ ≥ 0. (12)

狭義のスパースコーディングは，与えられた辞書Dを用い

て信号 xを近似するためのスパースな係数 cを求める問題

であるが，辞書の最適化も含めて考えることもある．係数

C，辞書Dの具体的な最適化手法についてはそれぞれ第 5

節，第 6節で簡単に説明する．

4.2 主成分分析

ここでは，観測信号の各次元は平均ゼロに正規化されて

いるとする．すなわち，観測行列 X = (x1, . . . , xn)の各

行の和は 0であると仮定する．X のランクを rとして，X
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の特異値分解を

X = UΣV ⊤

とする．ここで，

U = (u1, . . . , ur), ui ∈ Rd, U⊤U = Ir

V ⊤ = (v1, . . . , vn), vi ∈ Rr, V ⊤V = Ir

Σ = diag(σ1, · · · , σr), σi ∈ R

として，特異値は降順 σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr に並んでいるも

のとする．正規直交基底系をなす辞書行列D = U を固定し

た時，係数行列は C = ΣV ⊤ であり，信号 xi を xi = Dci

で表すとき，その係数ベクトルは

ci = Σvi = (σ1v1i, . . . , σrvri)⊤

で与えられる．主成分分析 (Principal Component Analy-

sis; PCA [13])では L(D,C;X) = ∥X − DC∥2
2 を想定し，

辞書 D は正規直交基底系をなすという制約がある．この

制約を Ψ(D,C) = ∥D⊤D − Ir∥2
2 で表すと，主成分分析は

min
D,C

∥X − DC∥2
2 + λ∥D⊤D − Ir∥2

2 (13)

という行列分解問題として表現できる．辞書をD = U とし

た時にこの目的関数を最小にするような係数CはC = ΣV ⊤

で与えられる．また，X をランク k < r の行列の積で近似

するような場合には，小さな特異値に対応する σi の k + 1

から rまでを 0 にした行列 Σ̃ = diag(σ1, · · · , σk, 0, · · · , 0)

を用いてスパースな係数が

ci = Σ̃vi = (σ1v1i, σ2v2i, . . . , σkvki, 0, . . . , 0)⊤

で与えられる．主成分分析そのものは，観測信号行列の低

ランク行列による近似という意味でのスパース表現である

が，C の各列に対する lpノルム制約を考えることで積極的

にスパースな係数を得る主成分分析の拡張法も提案されて

いる [14]．

4.3 独立成分分析

独立成分分析 (Independent Component Analysis;

ICA [15]) においては，D は辞書というよりは混合行

列であり，n 個の m 次元原信号 C = (c1, . . . , cn) =

(c1, . . . , cm)⊤, ci ∈ Rm, ck ∈ Rn が，混合行列 D =

(d1, . . . , dd)⊤ によって混合した結果 X が観測されると

考える．すなわち，xkの第 i成分は，m次元の原信号 ckが

混合比 di = (di
1, . . . , d

i
m)⊤で混合された信号 (di)⊤ck とな

る．このとき，d ≥ m，すなわち観測信号の次元が原信号の

次元以上で，原信号 ck, k = 1, . . . ,mが非正規で互いに独

立であるならば，観測信号Xから原信号Cを復元すること

が出来る．簡単のために，D ∈ Rm×mかつ正則であるとす

る，すなわち観測信号の次元と原信号の次元は一致してお

り，混合行列 Dは逆行列を有すると仮定する．このとき，

復元行列をB = D−1と置くと，C = BX = (c1, . . . , cm)⊤

であり，この C の各行 ck が独立になるように B を推定

する．スパースな行列分解とは異なるように見えるが，

次節で述べるように係数 C のエントロピー最小化の観

点からスパース表現としての理解が可能である．例えば

L(D,C; X) = ∥X −DC∥2
2 とおき，確率密度関数 pを持つ

確率変数のエントロピーを

H(p) = −
∫

p(x) log p(x)dx

と記すことにする．混合行列 D の関数としての原信号

C = D−1X の第 j 行が従う分布を pcj とし，Ψ(D,C) =∑m
j=1 H(pcj )を用いると，独立成分分析の一つの定式化と

して次の最適化問題

min
D

∥X − DC∥2
2 +

m∑
j=1

H(pcj ) (14)

が得られる．

4.4 非負行列因子分解

データ解析において，データ，基底，結合係数ともに

非負に制限することが望ましいことがある．例えば，画

像のピクセル値，エネルギー，イベントの生起回数など

は非負値のみを取るため，これらのデータの基本要素と

なる非負の基底の加法のみで観測信号が表現される分解

が自然である．非負行列因子分解 (Non-negative Matrix

Factorization; NMF [16,17])は，非負データを，非負成分

のみからなる辞書と係数に分解する手法である．通常，非

負行列因子分解は正則化項 Ψ(D,C)に直接非負性は含め

ず，最適化問題 (5)の定義域を制限して

min
[D]ij≥0,[C]ij≥0

∥X − DC∥2
2 + Ψ(D,C) (15)

という問題を考える．ただし [M ]ij は行列M の (i, j)成分

である．損失関数 L(D,C; X)として例えば [17]では，

L(D,C; X) = ∥X − DC∥2
2 (16)

あるいは

L(D,C; X) =
d∑

i=1

n∑
j=1

(
[X]ij log

[X]ij
[DC]ij

− [X]ij + [DC]ij

)
(17)

を用いて，定義域に関する制約のみで正則化項を含まない

単純な最適化アルゴリズムを導出している．これらの損失

関数は，それぞれ，近似誤差の分布に正規分布を仮定した

場合の負の対数尤度と，平均 [DC]ij のポアソン分布を仮

定した場合の一般化 Kullback-Leibler (KL) divergenceに

対応する．

非負行列因子分解では非負成分のみを有する基底の加
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法のみで信号を表現するため，局所性を有する辞書と，ス

パースな係数が得られやすい．ただし，問題によっては解

釈が容易なスパース表現が得られにくいため，D と C に

同時に l1 ノルム正則化を施し，例えば

Ψ(D,C) = λ1

m∑
j=1

∥dj∥1 + λ2

n∑
i=1

∥ci∥1, λ1, λ2 > 0 (18)

とすることで，積極的にスパースな表現を得る手法も提

案されている [18]．また，L(D,C;X) として通常の KL

divergenceに替えて α-divergenceや Bregman divergence

を用いた一般化も行われている [19,20]．

5. 確率モデルとしての理解

本節では，前節で説明した各種のスパース行列分解の確

率モデルとしての解釈を与える．なお，各手法は異なる複

数の確率モデルとしての解釈が可能であり，本節で示す解

釈はその一つであることに注意されたい．

5.1 スパースコーディング

簡単のため，まず辞書 D は与えられている状況を考

える．損失関数を L(D,C;X) = ∥X − DC∥2
2 としたと

き，これは各信号 xi, i = 1, . . . , nの近似誤差 ϵi に正規分

布を仮定していることになる．すなわち p(xi − Dci) =

p(xi|ci) ∝ exp(− 1
σ2 ∥xi −Dci∥2

2)である．係数の分布とし

ては，0 < p ≤ 2の時は一般化ガウス分布

p(ci) ∝ exp
(
− λ

σ2
∥ci∥p

p

)
(19)

を仮定していると考えられる．0 < p < 2のときに，この

分布は正規分布と比較して裾の重く尖度が高い優ガウス的

分布となり，スパースな解を与える*3．これにより，観測

信号と基底の結合係数の負の対数尤度は，定数項を除いて

−
n∑

i=1

log p(xi|ci)p(ci) = ∥X−DC∥2
2+λ

n∑
i=1

∥ci∥p
p (20)

となり，これを C に関して最小化することは結合係数の

MAP推定と等価である．p = 0の時に確率的解釈を行う

ためには非ゼロの値を取る係数の数，係数の添字，係数の

値に対する分布を定める必要があり，特に係数の添字に関

する分布の評価が困難となる．Bayes統計の文脈で変数選

択に利用されてきた Spike & Slabモデル [21]が，係数に

l0 正則化を課したスパースコーディングの確率モデルとし

て注目を集めている (図 1)．これは，係数ベクトル c の分

布として適当な連続分布 (正規分布を用いることが多い)

と，中心をゼロとするディラックのデルタ関数 δ0(·)の混
合分布

*3 典型的には，p = 1 の時にラプラス分布になる．
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図 1 l0 正則化に対応する Spike & Slab 事前分布．

Fig. 1 Spike & Slab prior distribution of coefficients for l0 reg-

ularization．

p(ci|σ2, q) =

q
1√

2πσ2
exp

(
− 1

2σ2
c2
i

)
+ (1 − q)δ0(ci) (21)

を用いるものである．このモデルでは非ゼロのパラメタの

数を混合比 qでコントロールすることが可能であり，l0 ノ

ルムを模していると解釈できる．基底 D の事前分布にこ

のモデルを仮定するもの [22]も，係数 C の事前分布に仮

定するもの [23]もある．例えば係数 C の事前分布に Spike

& Slabモデルを仮定する場合は，

p([C]ij |σ2
c , q) =

q
1√
2πσ2

c

exp
(
− 1

2σ2
c

[C]2ij

)
+ (1 − q)δ0([C]ij)

(22)

であり，式 (5)における正則化項 Ψ(D,C)としては

Ψ(D,C) =

− log

{
q

1√
2πσ2

c

exp

(
−

[C]2ij
2σ2

c

)
+ (1 − q)δ([C]ij)

}
(23)

が考えられる．

5.2 主成分分析

主成分分析は近似誤差として正規分布を仮定しているが，

辞書 D及び係数行列 C としては直交性の制約のみを考え

ており，陽に D,C の分布を考えたモデルではない．その

ため式 (5)に則って主成分分析の確率モデルを表現するこ

とは困難であるが，以下のようにして確率モデルとして解

釈することが可能である [24]*4．観測信号は平均がゼロに
*4 この表現は因子分析 (Factor Analysis; FA [25]) と関連が深い．
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正規化されていると仮定して，信号の表現

x = Dc + ϵ (24)

における誤差 ϵは正規分布N (0, σ2Id)に従い，さらに cが

正規分布 N (0, Im)に従うと仮定する．このとき，p(x|c)

は N (Dc, σ2Id)であり，p(x) =
∫

p(x|c)p(c)dcは共分散

行列 Σ = DD⊤ + σ2Id の正規分布 N (0,Σ)に従うことが

分かる．このモデルを，確率的主成分分析 (Probabilistic

PCA; PPCA)と呼ぶ．確率的主成分分析では，観測信号

xi, i = 1, . . . , nの尤度を最大化するようにD及び σ2 を定

めることが出来る．すなわち，辞書 D及び残差の分散 σ2

をパラメタとするモデル p(x)に観測信号行列X を代入し

て得られる負の対数尤度

− log p(X|D,σ2) = 2n log |Σ| + Tr(Σ−1XX⊤), (25)

ただし

Σ = DD⊤ + σ2Id

を D,σ2 に関して最小化すればよい．ただし，対数尤度に

おいて最適化に寄与しない定数項は省略した．

確率的主成分分析には，欠損データの取り扱い，モデル

選択，混合モデルへの拡張などが自然に行えるという利点

がある．なお，[14]に対応して，特に係数にスパース性の

制約を加えた確率的主成分分析も提案されている [26]．

5.3 独立成分分析

中心極限定理によれば，有界な分散を持つ独立な確率変

数の和の分布は，足し合わせる変数の数の増加とともに正

規分布に近づいていく．一方，同じ分散を持つ連続確率変

数の中で最大のエントロピーを持つ分布は正規分布であ

る [27]．これらの事実から，原信号が重なりあうとその分

布は正規分布に近づき，エントロピーは増大することが分

かる．従って，直観的には観測信号 xから推定される復元

信号 Bxの各成分のエントロピーを減少させるように復元

行列 B = D−1 を選べば良いことが分かる．また，ラプラ

ス分布を代表とする一般化ガウス分布 (19)など，平均ゼロ

の尖度の高い優ガウス的分布はゼロ周辺に高い確率密度を

有することから，スパースな信号となる．

今，観測信号 x ∈ Rd の従う確率分布の密度関数 p は

推定出来ているとする．このとき，観測信号 xと原信号

c ∈ Rm の関係から，cの確率分布は復元行列 B と確率密

度関数 pで表される．これを pc と書くことにする．また，

復元信号 cの各成分 cj の周辺分布を pcj と書くことにする

と，原信号の各成分が独立であるとは，同時分布の密度関

数と周辺分布の密度関数の積が等しいこと，すなわち

pc = pc1 · · · pcm

が成り立つことである．ここで，密度関数 p, qで表される

２つの分布の「離れ具合」の尺度としてKL divergence [27]

KL(p|q) =
∫

p(x) log
p(x)
q(x)

dx

を採用すると，独立性の必要十分条件は同時分布と周辺分

布のエントロピーを用いて

KL(pc||
m∏

j=1

pcj ) =
m∑

j=1

H(pcj ) − H(pc) = 0

と表すことが出来る．同時分布とその周辺分布のエントロ

ピーの間には不等式

H(pc) ≤
m∑

j=1

H(pcj )

が成立するため，周辺分布のエントロピーの和が出来るだ

け小さくなり，H(pc) と一致すれば c の各成分は独立で

あるといえる．以上より，独立成分分析の定式化の一つと

して，

min
D

∥x − Dc∥2
2 +

m∑
j=1

H(pcj ), (26)

が得られる．ここで，H(pcj )は cj , j = 1, . . . ,mの密度関

数で値が定まる汎関数であり，c = D−1x なので結局は

D−1 の関数であることに注意する．原信号が優ガウス的

な分布に従うときに，エントロピーは低い値を取る．その

意味で，エントロピー最小化による独立成分分析は原信号

にスパース性の仮定をおいて信号分離を行なっていると解

釈できる．例えば観測信号が n個ある時，係数ベクトルの

第 j 成分がラプラス分布 p(cj) ∝ exp(−λ|cj |)に従うとし
て，各成分の観測値を cj

i , i = 1, . . . , nとすると，p(cj)に

関する期待値を経験平均で置き換えることでエントロピー

H(pcj )は

H(pcj ) = − 1
n

n∑
i=1

log pj(c
j
i ) ∝ λ

n∑
i=1

|cj
i | = λ∥cj∥1 (27)

のように推定できる．これは，Ψ(D,C)として行列の成分

毎の l1 ノルムを用いることに相当する．以上より，問題

(26)は正則な行列 Dに関する最適化問題

min
D

∥X − DC∥2
2 + λ∥D−1X∥1 (28)

になる．ただし，原信号と観測信号の間には C = D−1X

なる関係があることに注意する．

5.4 非負行列因子分解

非負行列因子分解の場合，ポアソン分布に基づく式 (17)

のような損失関数も用いられるが，ここでは簡単のため近

似誤差として正規分布を仮定した時の負の対数尤度で損失

関数 L(D,C;X) = ∥X − DC∥2
2 を考える．D及び C の各

成分には非負という制約があるため，これらの事前分布と
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しては非負の値を取る分布を設定する必要がある．ここで

は一つの確率的解釈として，D,C の各成分がそれぞれ独立

にパラメタ λ1 と λ2 の指数分布に従うとする．このとき，

p(D) =
d∏

i=1

m∏
j=1

λ1 exp(−λ1[D]ij), [D]ij ≥ 0,

p(C) =
m∏

j=1

n∏
k=1

λ2 exp(−λ2[C]jk), [C]jk ≥ 0

であり，D,C のMAP推定は

min
[D]ij≥0,[C]jk≥0

∥X − DC∥2
2

+ λ1

d∑
i=1

m∑
j=1

[D]ij + λ2

m∑
j=1

n∑
k=1

[C]jk

= min
[D]ij≥0,[C]jk≥0

∥X − DC∥2
2 + λ1∥D∥1 + λ2∥C∥1

(29)

と等価である．さらに残差の分布及び [D]ij , [C]jk の従う

指数分布のパラメタにも事前分布を設定し，Gibbsサンプ

リングにより Bayes 的に非負行列因子分解を行う手法が提

案されている [28]．

6. 係数選択の手法

観測信号 xと辞書 D が与えられた時，xを Dcで近似

するような係数 cを求める問題を，(狭義の)スパースコー

ディング問題と呼ぶ．ここでは最適化問題 (3)を，再構成

誤差を一定の閾値以下に抑えた上で出来るだけ少ない数の

基底の線型結合で信号を近似する問題

min
c

∥c∥0 subject to ∥x − Dc∥2 < ϵ (30)

の形に書き直して考える．先に述べたように，スパース性

の制約が l0 ノルム制約の場合には (30)は組合せ最適化問

題であり，NP困難な問題である [10]．この問題に対する

解法として，貪欲法に基づく方法や，l0制約を l1制約で緩

和した上で解く方法など，数多くのアルゴリズムが提案さ

れている．本節では，信号処理及び画像処理の分野で広く

用いられているスパースコーディングアルゴリズムとして，

( 1 ) Orthogonal Matching Pursuit [29]

( 2 ) Iterative Reweighted Least Squares [30]

を紹介する．

Orthogonal Matching Pursuit (OMP)

OMPは，観測信号の近似に利用する係数の添字集合の中

から「サポート」，すなわち非ゼロ係数の添字集合 S を見
つけ出すアルゴリズムである．初めはサポートは空集合で

あるとして，観測信号 xを基底の線型結合で近似した時の

残差を最小にするように新たな基底をサポート集合に一つ

一つ追加していき，サポートに含まれる基底のみで信号を

近似した時の残差が ϵ以下になったら停止する．残差の低

減に寄与する基底を順次選択していく貪欲法であり，解の

最適性は保証されないが，多くの場合優れた近似を与える

ことが知られている．OMPの手続きを Algorithm1にま

とめる．

Algorithm 1 OMP: (Orthogonal Matching Pursuit)
input:

辞書行列 D ∈ Rd×m

観測信号 x ∈ Rd

近似閾値 ϵ > 0

initialize:

繰り返しのカウンタ t = 0

初期係数ベクトル c0 = 0

初期残差 r0 = x− Dc0 = x

初期サポート集合 S = supp{c0} = ∅
while ∥rt∥2 ≥ ϵ do

残差計算: j /∈ S に対して，基底 dj を追加した時の残差を計算:

ϵ(j) = min
zj

∥djzj − rt∥2
2

サポート更新: j0 = arg minj /∈S ϵ(j) をサポートに追加:

S = S ∪ {j0}

暫定解の計算:

ct+1 = arg min
c

∥Dc− x∥2
2 subject to supp{c} ⊂ S

残差更新: rt+1 = x− Dct+1．
end while

Iterative Reweighted Least Square (IRLS)

IRLSは，p ∈ [0, 1]に対して lp ノルムを重み付き l2 ノル

ムで繰り返し近似することで，lp ノルム正則化問題を近

似的に解く手法である．t回目のくり返しで得られている

係数ベクトルを ct ∈ Rm とする．これを用いて，重み行

列をWt = diag(|ct
1|1−p/2, · · · , |ct

m|1−p/2)で定義する．対

角成分が 0 の時は逆行列の対応する成分もゼロにするこ

とにしてW−1
t を定義すると，∥W−1

t ct∥2
2 = ∥ct∥p

p となり，

∥W−1
t c∥2

2 は cの lp ノルムを模していることが分かる．そ

こで，問題

min
c

∥W−1
t c∥2

2 subject to ∥x − Dc∥2 = 0 (31)

を考えて，ラグランジュの未定乗数法により最適解

ct+1 = W 2
t D⊤(DW 2

t D⊤)†x (32)

を得る．ただし，M†は行列M の一般化逆行列を表す．こ

れを，残差のノルム ∥rt∥2 = ∥x−Dct∥が ϵ以下になるまで

繰り返す．IRLSによる係数最適化の手続きを Algorithm2

にまとめる．

OMPを始めとするスパース表現のための係数選択手法

は広く用いられており，高速・高精度な計算方法や，理論

的に興味深い手法が現在も開発されている．例えば [31]で

は，OMPを初期解として，指定した計算時間内で OMP

による解の改善を木探索アルゴリズムに基づいて行う方法
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Algorithm 2 IRLS: Iterative Reweighted Least Square
input:

辞書 D ∈ Rd×m

観測信号 x ∈ Rd

近似閾値 ϵ > 0

ノルムの指数 p ≥ 0

initialize:

繰り返しのカウンタ t = 0

初期係数ベクトル c0 = 1

初期重み行列W 0 = Im

while ∥rt∥2 ≥ ϵ do

暫定解の計算: 次式で係数ベクトルを更新:

ct+1 = W 2
t D⊤(DW 2

t D⊤)†x

重み更新: W t+1
jj = (ct+1

j )1−p/2, j = 1, . . . , m

残差更新:

rt+1 = x− Dct+1

end while

が提案されており，計算時間と近似精度のトレードオフを

利用者が調整できる様になっている．また，観測信号を基

底表現における係数の情報が欠損した不完全データをみな

すことで，EMアルゴリズムの枠組みで係数推定を捉える

手法 [32]や，Bayes推定の枠組みとして OMPを捉えた研

究 [33]も行われている．

7. 基底学習の手法

基底の線型結合による信号の表現において，辞書のデザ

インは非常に重要である．離散コサイン変換や Fourier変

換，wavelet [3]，あるいは curvelet [34]のように予め決め

られた手段に従って基底を用意しておく方法と，信号から

基底を学習する方法がある．一般に基底の学習には大きな

計算コストがかかるが，近似対象の信号と類似した特徴を

有する信号から学習した辞書を利用することで，スパース

性が高く誤差の少ない近似が得られることが期待できる．

初期の研究においては，基底の学習は勾配法によって行

われた [1]．計算効率や収束性の観点からは改善の余地の大

きい方法であるが，Gabor wavelet基底に似た局所的な基

底が得られている．その後，信号処理の観点から，Engan

らにより k-means法に基づく基底学習手法であるMethod

of Optimal Directions [35]が提案された．さらに k-means

法の一般化として Aharonらにより K-SVD [36]と呼ばれ

る基底学習アルゴリズムが提案された．K-SVDを含め多

くの基底学習アルゴリズムは，固定された基底のもとで係

数の最適化を行い，その係数を固定して基底を最適化する

ことを繰り返す．このように基底と係数の交互最適化手法

を用いるK-SVDの基本原理を以下に示す．係数行列 C は

例えば OMPなどを利用して求められているとする．基本

的な考え方は，l番目の基底 dl を更新する際，dl を利用し

ないで信号を近似した時の誤差を考え，この誤差を表現す

る基底を新たな dl とするというものである． 具体的な手

段としては，まず観測信号X = (x1, . . . , xn)の中で，現在

の基底 dl が表現に用いられているような信号の添字集合

Ωl = {i ∈ {1, . . . , n}|[C]li ̸= 0}

を求め，Ωl に含まれる観測信号のみからなる観測信号行

列，すなわち Ωl に含まれる添字の列ベクトルからなる X

の部分行列 XΩl を構成する．更新対象の基底 dl を利用し

ないで観測信号を近似した時の残差を

Rl = XΩl −
∑
j ̸=l

djc
j (33)

とすると，∥XΩl − DC∥2
2 = ∥Rl − dlc

l∥2
2 であり，最適な

基底 dl は残差をランク 1で l2 ノルムの意味で最良近似す

れば得られることが分かる．この最良近似は，残差行列Rl

に特異値分解を施し，その第一左特異ベクトル u1 を dl と

すれば良い．K-SVDは基底の学習アルゴリズムであるが，

基底学習の際に合わせて係数の修正も cj = σ1v1 で行う．

これを全ての基底ベクトル dl, l = 1, . . . ,m について順次

行うことで辞書Dを更新する．この基底の最適化と係数の

最適化を，予め定めた基準を満たすまで繰り返す．この手

続きを Algorithm3にまとめる．この基底学習アルゴリズ

ムと，OMPなどの係数選択アルゴリズムとを繰り返し行

うことで，観測信号に適した辞書を学習することが出来る．

Algorithm 3 K-SVD Dictionary Learning Algorithm
input:

辞書 D ∈ Rd×m

観測信号 X = (x1, . . . , xn)

係数行列 C

for l = 1, . . . , m do

添字集合 Ωl を計算する
残差行列 Rl = XΩl −

P

j ̸=l djcj を計算する
特異値分解 Rl = UΣV ⊤ を行い，

dl ← u1, cl ← σ1v1

で基底，係数を更新する
end for

K-SVDアルゴリズムは実問題に対して優れた性能を示

しており，その数学的なシンプルさ，計算効率の高さも相

まって，画像処理，音声信号処理におけるスパース表現の

ための基底学習手法として広く用いられている．

8. 画像処理への応用

本稿の最後に，画像のスパース表現の応用例を幾つか挙

げる．基底展開による画像の表現の代表的な応用は画像圧

縮及びノイズ除去であるが，他にも以下のような応用が可

能である．

画像分離，画像修復 [37, 38]

２つの異なる画像が重なりあった画像 xが観測されると

する．この時，２つの異なる画像がそれぞれ異なる辞書
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Da, Db と係数 ca, cb で Daca, Dbcb のように表現されてい

るとすると，次の問題

min
ca,cb

∥ca∥0 + ∥cb∥0 subject to ∥x−Daca−Dbcb∥2
2 ≤ ϵ

を解くことで重なりあった画像の分離を行うことが出来る．

この問題はMorphological Component Analysis (MCA)と

呼ばれ，特にテクスチャーと線素の分離，あるいは単純な

独立ノイズではなく，構造を持ったノイズにより劣化した

画像の修復などに応用されている．

超解像手法 [39, 40]

まず，高解像度の学習用画像から辞書 DH を学習してお

き，その辞書に対してボケ，ダウンサンプリングによる擬

似的な劣化を施すことで低解像度画像を表現するための辞

書DL を作成する．観測した複数枚の低解像度画像を辞書

DL を用いて表現し，非ゼロの係数を記録しておく．この

非ゼロの係数に対応する高解像度画像用の基底に係数をか

けて足し合わせることで，高解像度の画像を得る．この超

解像手法の概念図と，この手法により得られた高解像度画

像の例を図 2に示す．

高解像度辞書 低解像度辞書

高解像度画像 ≃ 1.90× +0.97× -0.62× +0.46×

低解像度画像 ≃ 1.90× +0.97× -0.62× +0.46×

対応する基底の, 同じ係数の線型和で高解像度画像を表現

位置ズレ, ボケを含む

複数の低解像度画像

推定された

高解像度画像

図 2 スパースコーディングによる超解像の概念図．

Fig. 2 A conceptual diagram of super-resolution based on

sparse coding.

スパース表現を利用したロバストな顔認識 [41, 42]

顔画像による認証は古くからコンピュータビジョン及びセ

キュリティの重要な研究課題であり，スパース表現を利用

した顔画像認証手法も多数提案されている．特に [41]で

は，スパース表現を直接的に利用した顔認識手法を提案し

ている．認証システムに登録した人物がH 人いるとして，

各人物は複数の顔画像 fh
1 , . . . , fh

nh
, h = 1, . . . ,H を登録し

ているとする．これらの画像を基底として扱い，辞書

D = (f1
1 , . . . , f1

n1
; · · · ;fH

1 , . . . , fH
nH

)

を構成し，認証対象の画像をこの基底のスパースな線型結

合で表現する．このときの結合係数は認証対象の人物の画

像が辞書に含まれていれば，その人物の登録画像に対応す

る少数の係数のみが非ゼロの値を取ることが期待されるた

め，基底の結合係数から認証スコアを算出して認証を行う

ことが出来る．さらに [42]ではロバスト統計で用いられる

ような外れ値に対して頑健な損失関数を採用することで，

より安定した認識を実現している．

9. 終わりに

本稿では，信号のスパース表現を行列の分解の形式で整

理し，その確率モデルとしての解釈を試みた．信号をス

パース表現する際に重要な係数及び基底の学習アルゴリズ

ムを紹介し，画像処理における幾つかの応用例を挙げた．

本稿では説明出来なかったが，スパースにサンプリングし

た信号からの原信号の復元可能性 [43]や，スパース正則化

回帰問題におけるオラクル性 [44]など，圧縮センシングや

統計学の分野ではスパース表現からの情報復元の可能性の

研究が盛んに行われている．機械学習においてここ 10年で

大きく発展したMultiple Kernel Learning (MKL [45])も，

多数のカーネル関数によって表現される特徴量から有用な

ものをスパースな凸結合により選択する手法と捉えること

が可能であり [46]，画像処理にも応用されている．スパー

ス表現，あるいは行列の低ランク・スパース分解は現在で

も盛んに研究されている分野である．スパース表現の範疇

として取り扱える問題は非常に広く，画像処理の諸問題へ

の有効なアプローチとしてもさらに発展が期待される．
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