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カオス時系列予測問題におけるSETARの
性能評価とその改善

長瀬 隆久1,a)

受付日 2011年11月17日,採録日 2012年5月12日

概要：本研究ではカオス時系列予測問題における SETARを検証する．従来どおりの SETARにおいても，
MSEなどの数値としては十分な精度が実現できる．しかし，原系列と予測系列を図示すると，いまだ改
善の余地があることが明白になってくる．そこで，SETARにおける区分数を増加させた局所 ARモデル，
SETAR にダミー変数を加えたモデルの 2 つの手法を提案し性能評価を行った．ベンチマークとしては，
「ファーマーとシドロウィッチの方法」を簡略化した局所 ARモデルである FARを用いた．結論として，
SETARの区分数を増加させた局所 ARモデルにはいくつかの問題が存在し精度を向上させることが困難
なケースが存在した．しかし，SETARにダミー変数を加えると精度が改善され FARと比べても遜色のな
い精度を実現することができた．

キーワード：カオス，時系列予測，局所リアプノフ指数，SETAR，DAR

Performance Evaluation and Improvement of
the SETAR in the Problem of Forecasting Chaotic Time Series

Takahisa Nagase1,a)

Received: November 17, 2011, Accepted: May 12, 2012

Abstract: In this paper we examine the SETAR in the problem of forecasting chaotic time sereies. In the
ordinary SETAR, we can realize good accuracy from looking at the MSE. But it is clear that there is room
for improvement after original sereies and forecasting one shown by diagram. So, we evaluate the Local AR
model which is increased the number of partition in the SETAR and the SETAR with dummy variables.
We use the local AR model which is called the FAR , simplified the Farner and Sidorowichi’s method about
the benchmark. In conclusion, it is difficult improving the accuracy of the SETAR bcause there are some
problem in the Local AR model which is increased the number of partition in the SETAR. but we show the
SETAR with dummy variables can improve and get good acuraccy almost like the FAR.
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1. はじめに

決定論に従いながらも，初期値への鋭敏性を示し非常に

複雑な振舞いをすることがカオス [1]の特徴である．複雑な

カオス時系列の予測を行う際には「ニューラルネットワー

ク」[2]や「ファーマーとシドロウィッチの方法」[3]など
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比較的高度な専門知識を必要とするものが使用される場合

が多い．しかしながら，SETAR [4], [5], [6]や DAR [7], [8]

などのように単純な線形の ARモデルを応用し，1回もし

くは数回の最小 2乗法によりモデルを同定する簡便法タイ

プの手法も存在する．このような簡便法は，瞬時に大量の

品目の需要予測を行うような，きわめて実務的な場面にお

いて必要性の高いタイプの手法である．そういった状況下

でカオスが発生する可能性にあらかじめ対応するために

は，SETARや DARの研究を深めておく必要がある．し

かし，これらの研究は活発に行われているとはいえず，性
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能としては未知の部分がまだ存在する．そこで，本研究で

はまず，カオス時系列予測問題における SETARの性能評

価を行う．区分数が 2，3程度の通常の SETARだけでな

く，区分数を最大 25にした SETARの精度を複数のカオ

ス時系列を対象に評価している．さらに通常の SETARに

ダミー変数を加えたDARの応用による性能改善も行った．

また，ベンチマークテストとしては「ファーマーとシドロ

ウィッチの方法」を簡略化した FARを用いた．本研究に

おいては，これらの検証により SETARの性能評価および

その改善を実現した．またそのほかにも，いくつかの有益

な知見を得ることができた．

2. SETARとその性能評価

2.1 SETARの概要

SETARは，「Self Exciting Threshold Auto Regressive」

の略であり「しきい値（Thereshold）」により区切られた複

数の区間からなる区分線形 ARモデルを意味する．推定さ

れたモデルによりシュミレーションなどを行う想定がない

場合などは「Self Exciting」による自励振動の必要がない

ので，単に「TAR」と呼ばれる場合もある．

今，予測を行おうとする時系列「X(t), X(t− 1), · · ·」を
考えたとき，区分数 = 2，「しきい値」= rの SETARは以

下のように表すことができる．

X(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

a0 +
k1∑

i=1

aiX(t − i) if X(t − d) ≤ r

b0 +
k2∑

i=1

biX(t − i) if X(t − d) > r

(1)

（a0，b0 は各々の区間における定数項，ai，bi は同様に

AR係数，k1，k2 は ARモデルの遅延次数，dは「しき

い値」を設定する遅延次数）

また，区分数が常に 2とは限らず，複数の「しきい値」

により 3区分以上に分割する場合もある．区分数を任意と

すると j 番目の区分の ARモデルは以下のように表すこと

ができる．

X(t) = a
(j)
0 +

Kj∑
i=1

a
(j)
i X(t − i)

if r(j) ≤ X(t − d) < r(j+1)

（Kj は j 区分目の ARモデルの遅延時数）

(2)

この集合体により予測を行うことになる．

この SETARモデルが利用される背景には，brillingerの

定理を背景とする「ラグ回帰」という概念がある（詳細に

ついては，文献 [4]の pp.176–214，文献 [9]の pp.58–60）．

これはある条件下で，現在の時系列データ X(t)の条件付

き期待値，すなわち E[X(t)|X(t− i) = x]が xの線形関数

で近似できることを保証している．このことが，任意の非

線形系を区分的に線形な関数で近似しうるという理論的背

景となっている．

しかしながら，実際の運用の段階では，様々な問題が存

在する．「ラグ」については計算により求める方法も存在

するが，膨大なデータ数を要求されたり，それほど近似精

度が良くはなかったりするなどの問題がある [4], [9], [10]．

また「しきい値」については，大多数の研究では 1つ（分

割領域が 2 つ）を想定しており，多くても 2 つ程度であ

る [4], [5], [8], [10]にもかかわらず，理路整然と「しきい

値」を決定するするのは容易ではない．結局，多くの場合，

分析者の目視判断が何らかの形で介在している [4], [10]．

2.2 本研究における SETARのパラメータ推定方法

SETARにおけるパラメータの推定に関して，通常 2つ

の区分に分割した場合，合計 2回の最小 2乗法を行うこと

になるが，本研究では別の方式でパラメータ推定を行って

いる．

式 (1)の上式を第 1区分，下式を第 2区分とすると，式

(1)は「ダミー変数：D」を用いて以下のように表すことが

可能である．

X(t) = a0 + (b0 − a0)D

+
K∑

i=1

{ai + (bi − ai)D}X(t − i) (3)

D =

{
0 第 1区分の場合

1 第 2区分の場合

このようにD = 0のときに式 (1)の上式が，D = 1のと

きに式 (1)の下式が出現する式を表すことができる．こう

いった表現は計量経済学などでは「係数ダミー」と呼ばれ，

定数項ではなく係数をダミー変数で調整する分析に使用さ

れている [11], [12]．このように SETARは「係数ダミー」

を用いると 1つの式で表すことができる．

また，b0 − a0 = a′
0，bi − ai = a′

i とおくと式 (3)は

X(t) = a0 + a′
0D +

K∑
i=1

aiX(t − i) +
K∑

i=1

a′
iDX(t − i)

= a0 + a′
0D +

K∑
i=1

aiX(t − i) +
K∑

i=1

a′
iY (t − i)

(4)

のようにも変形することができる．さらにダミー変数が増

えれば

X(t) = a0 + a′
0D + a′′

0D2 +
K∑

i=1

aiX(t − i)

+
K∑

i=1

a′
iDX(t − i) +

K∑
i=1

a′′
i D2X(t − i)
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= a0 + a′
0D + a′′

0D2 +
K∑

i=1

aiX(t − i)

+
K∑

i=1

a′
iY (t − i) +

K∑
i=1

a′′
i Z(t − i) (5)

のようにダミー変数の数に応じて項が増加するだけであ

り，明らかに最小 2乗法は 1度で済む．

ところが，上記の Y (t − i)，Z(t − i)などは「ダミー変

数 × X(t− i)」という構造であり，ダミー変数が 0のとき

は，Y (t − i)や Z(t − i)そのものが 0になるため，区分数

の増加すなわちダミー変数の増加にともない説明変数の値

に 0が多発することになる．それにより最小 2乗推定を行

う際に行列演算が非常に不安定になる．

一般的に最小 2乗法は，説明変数行列をX，従属変数の

ベクトルを yとすると推定されるパラメータベクトル βは

以下のように表される [13], [14]．

β = (XtX)−1Xty (6)

この説明変数行列 X に「0（ゼロ）」が多発し，上記の

式 (6)の (XtX)が特異になると，逆行列の推定，すなわち

最小 2乗推定が不安定になることが知られている．

この種の問題に関して計量経済学では「リッジ回

帰」[15], [16], [17] という手法が存在するが非常に恣意

性の強い手法である．そのため，本研究では工学分野でこ

の種の問題の解決法として用いられているムーアペンロー

ズ型一般逆行列 [18], [19], [20], [21], [22], [23], [24]を採用

する．

本研究における SETARは，複数の区分を複数のダミー

変数により 1本の式にまとめ，そのパラメータを推定する

際には逆行列の (XtX)−1 をムーアペンローズ型一般逆行

列に置き換えて推定を行っている．この方式により区分数

を増加させても演算が安定し，かつパラメータを求めるた

めの演算は 1度で済むようになる．また，実際の行列の演

算に関してはMATLABを用いて実行している．

2.3 SETARの性能評価

本研究で性能評価の対象とするカオス時系列は文献 [5]

において用いられているものに「テント写像」を加えた以

下の 1©～ 7©である．
1©ロジスティック写像 1

X(t) = αX(t − 1)(1 − X(t − 1))

(α = 3.7,X(0) = 0.1)
(7)

2©ロジスティック写像 2

X(t) = αX(t − 1)(1 − X(t − 1))

(α = 4.0,X(0) = 0.1)
(8)

3©エノン写像
X(t) = 1 + Y (t) − 1.4X2(t − 1)

Y (t) = 0.3X(t − 1) (X(0) = 0.1, Y (0) = 0.1)
(9)

4© 3次の非線形写像 [25]

X(t) = 1.9X(t − 1) − X3(t − 1) + Y (t − 1)

Y (t) = 0.5X(t − 1) (X(0) = 0.1, Y (0) = 0.1)
(10)

5©池田写像 [26]

X(t) = q + b(X(t − 1) cos θ − Y (t − 1) sin θ)

Y (t) = b (X(t − 1) sin θ − Y (t − 1) cos θ)

θ = γ − a/(1 + X2(t − 1) + Y 2(t − 1))

(X(0) = 0.5, Y (0) = 0.7, q = 1.0, γ = 0.4,

a = 6.0, b = 0.7)

(11)

6©指数型 ARモデル [27]

X(t)={0.36 − 40 exp(−X2(t − 1))}X(t − 1)

−{0.99 − 0.36 exp(−X2(t − 1))}X(t − 2)
(12)

7©テント写像

X(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2X(t − 1) + ε

(0 <= X(t − 1) <= 0.5のとき)

2 − 2X(t − 1) + ε

(0.5 < X(t − 1) <= 1のとき)

ε = 2−52

X(0) = 0.123 (13)
（テント写像はビットシフト写像の一種で，そのまま退

化する場合があるので εという微小な倍精度の計算機

イプシロンを付加している）

上記の 7つのカオスの生成モデルにおいて，時系列の遅

延次数すなわちX(t−n)の nの最大が 2であるので，本研

究で性能評価を行う SETARにおける遅延次数はすべて 2

とする．また SETARは，パラメータを推定する前に，区

分化を行う「しきい値」を決める必要がある．この「しき

い値」の設定は SETARにおいて分析者の主観が入ってし

まうところである．従来法でも多くの場合，分析者の目視

判断によっている．

理論的にいえば，

（ i）極大/極小点

dx(t)
dx(t − n)

= 0 となる点（nはラグ）

（ ii）不連続点

dx(t)
dx(t − n)

が定義できない点

を「しきい値」にするのが良いはずである．（ i）に関して

は微分を差分で近似することによって何らかの指標を作成

し，それにより判断するということが考えられる．また，

（ ii）に関しては 7©のテント写像などのように接している不

c© 2012 Information Processing Society of Japan 1940



情報処理学会論文誌 Vol.53 No.8 1938–1953 (Aug. 2012)

図 1 ロジスティック写像のアトラクタ

Fig. 1 The attractor of the Logistic map.

図 2 エノン写像のアトラクタ

Fig. 2 The attractor of the henon map.

連続点は，左極限および右極限が同一になるので厳密には

不連続点ではない．しかし区分線形の境界となる 1点だけ

でも欠けていれば，厳密にはそこが不連続点となるが，離

散時間では事実上（ i）と同様に扱って差し支えないであ

ろう．もし接していない不連続点（跳躍不動点や真性不動

点など）がある場合は，離散化したデータにおいて「異常

値の検出法」などを応用して判定することが考えられる．

本研究では（ i），（ ii）の双方においていくつかの指標を作

成し試行錯誤を試みたものの微分を差分で近似した誤差な

どのため，良好な結果は得られなかった．よって，まずは

従来法どおり散布図などから目視で判断をする．

文献 [5], [8], [10]などで用いられている方法と同様に時

系列の「縦軸：X(t)，横軸：X(t − 1)」としてプロットし

た図 1，図 2，図 3，図 4，図 5，図 6，図 7 のアトラク

タの形状から判断する．前述の（ i）極大/極小点，（ ii）不

連続点を目視で判断することになる．

ロジスティック写像，エノン写像のアトラクタは各々，

図 1，図 2であるが，これらは上に凸の 2次関数の形状を中

央のX(t−1) = 0.5で区分化する．また，3次の非線形写像

は図 3であるが，X(t−1) = ±1で区分化する．池田写像の

アトラクタは図 4 であるが，これはX(t− 1) = 0.3，0.7で

区分化する．また，テント写像においては，X(t− 1) = 0.5

図 3 3 次の非線形写像のアトラクタ

Fig. 3 The attractor of the third-order nonlinear map.

図 4 池田写像のアトラクタ

Fig. 4 The attracor of the ikeda mpp.

図 5 指数型 AR モデルのアトラクタ

Fig. 5 The attractor of the Exp-AR model.

で区分化する．これらに関しては，「しきい値」のラグはす

べて 1で分析可能と判断したため，ラグ 2以降の散布図は

分析を行っていない．

上記とは異なり指数型 ARモデルの場合は，図 5 のよう

にカオスアトラクターは存在するが，区分化可能な領域が

見出せない．これはX(t)とX(t− 2)などをプロットして

も図 6 のように単純な線形性は現れるが区分化すべき箇所

がなく，文献 [5]においても SETARでは推定不能として
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表 1 各種 SETAR の精度

Table 1 The accuracy of various kinds of the SETAR.

図 6 指数型 AR モデルのアトラクタ（X(t), X(t − 2)）

Fig. 6 The attractor of the Exp-ARmodel. (X(t), X(t − 2)).

図 7 テント写像のアトラクタ

Fig. 7 The attractor of the tento map.

いる．本研究では，指数型 ARモデルには区分化しない通

常の ARモデルをあてはめる．これは以下のように式 (2)

の r(j) や r(j+1) を∞とすれば ARモデルも SETARモデ

ルに包含されるという考え方である．

X(t) = a0 +
K∑

i=1

aiX(t − i)

if −∞ ≤ X(t − d) < ∞
（K は ARモデルの遅延時数）

(14)

以上の設定により，SETARの推定を行った際のMSEの

図 8 ロジスティック写像 2 における原系列と予測系列

Fig. 8 The original series and forecasting series of the Logistic

map 2.

値が表 1 のデータ中の左から 2列目である．一番左側の

列は精度を比較するための簡単なベンチマークとして線形

ARモデルを用いた結果である．上段が，パラメータ推定

にデータ数：300（以下，BasicDataSetと呼ぶ）を用いた

結果であり，下段は上段で推定されたパラメータを用いて

新たなデータ：300（以下，NewDataSetと呼ぶ）に対して

1期先予測を行い，オーバフィッティング（過剰なあては

め）の傾向の有無の確認したものである．このMSEを見

る限り，SETARの精度は非常に良好であり，一見，十分

な結果だと思われる．

ところが，図 8 は式 (9)の「ロジスティック写像 2」に

おける原系列と SETARによる予測系列を図示したものだ

が，明らかに改善の余地があることが分かる．このように

カオスは複雑な挙動を示すがノイズとは異なるため，数値

的に精度が良いにもかかわらず，実際上はとらえうる挙動

を逃しているという状態が存在しうる．

2.4 区分数を増加させた SETARの性能評価

前述の結果をふまえ，SETARの性能改善を試みる．図 8

のように予測が粗くなるのは，図 1 のような上に凸の 2次

関数などを 2つの領域に区分化し，線形化してしまった際

に，極大点付近の緩やかなカーブと極大点から離れた急峻

な直線部分を平均化した直線をあてはめていることが原因

であり，平均化された推定を行うと極大付近でもそれ以外
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表 2 区分化による相関の減少（3 次の非線形写像）

Table 2 The decrease of correlation by partition (The third order nonlinear map).

でも誤差が発生することになる．そこで，極大付近とそれ

以外の推定を分割することを考えると，区分数を増加させ

ることが自然である．本来ならば，先の「しきい値」設定

の判断基準

（ i）極大/極小点

（ ii）不連続点

に加えて，（iii）変曲点などを加えることが考えられるが，

変曲点を求めるのは 2次導関数であるため，単純に差分化

すると近似が粗すぎて明らかに無理がある．かといって図

から変曲点に該当する箇所を目視で選択するのは，（ i），

（ ii）の判断以上に危険である．

そこで本研究では，等間隔の細かい T 個の小領域に区分

化する SETAR(T)を考える．たとえば，モデルによらず

区分数を T = 10とすれば，各々の区分内で最適な AR係

数が推定され，局所 ARモデルの集合体により予測を行う

ことが可能である．細かく分割すれば，事実上，極大付近

とそれ以外の推定を分けることにもなり精度を向上させる

可能性があるとともに，アトラクタの形状から直感的な判

断で「しきい値」を選択することに比べて，恣意性を排除

できるという点でも望ましい．

そこで，区分数 T は，T = 5，10，20，25の 4種類を

用いて SETAR(T) の精度の比較検証を行うことにする．

この方法を本研究における「提案法 1©」とする．「しきい
値」については，従来法により推定した SETARの「しき

い値」を残してしまうと，区分数 T を 5，10，· · ·と増や
した際に区間を等間隔に保つことが難しく（特に従来法の

SETARの「しきい値」が 2つの場合），近似の粗い箇所と

細かい箇所が発生してしまうので，当初の「しきい」値を

使うことはあまり望ましくない．そこで，提案法 1©の「し
きい値」の設定は以下のようにする．最も両端を時系列の

最大値，最小値の小数点第 2位を切り捨てた値とし，たと

えば最大値 = 1.42，最小値 = −1.23であれば，「最大のし

きい値」= 1.4，「最小のしきい値」= −1.2とし，最大値と

最小値の間を均等に区分数 T に応じて分割する．なお，区

分数 5，10，20は，X(t − 1)の値を均等に，区分数 25は

X(t− 1)，X(t − 2)の値を各々区分数 5として均等に区分

化した．それらの「SETAR(T)」による予測精度の結果が

表 1 の「提案法 1©」の部分である．やはり，区分数を増加
させた提案法 1©の方がおおむね精度が向上していることが
確認できる．

しかしながら，2点見逃せない点がある．1点は「指数

型 ARモデル」において，BasicDataSetでは良好な精度を

示す場合でも，NewDataSetにおいては誤差が大きくなる

傾向があり，オーバフィッティングの兆候を示している．

SETAR(T)の次数 T により多少の違いがあるが，全般的に

指数型 ARモデルに対して過剰なあてはめが確認できる．

もう 1点は，「3次の非線形写像」において，「SETAR(T)」

が線形ARモデルよりも精度が劣っているという点である．

これは意外な事実であり，非線形性に対応するために細か

く区分線形化しているのだから，通常の線形 ARモデルよ

りも良好な精度が期待される．ところが，データ上の事実

としてはそうはならない．このことの原因は以下による．

図 3 の「3 次の非線形写像」のアトラクタを見ると，

|X(t − 1)| > 1の区間では 1本の直線もしくは曲線で近似

できるような形状だが，|X(t − 1)| < 1の区間では線形モ

デルにノイズが入ったような形状をしている．この後者の

区間は，全体としてみると線形性が強いのだが，細かく区

分化してしまうと各区間のデータの線形相関が落ちてし

まう．参考までに実際に各区間の相関係数を計算したのが

表 2 である．上段に SETARの各区間の相関係数，下段に

SETAR(10)のそれを示しているが，区分数を増加させた

SETAR(10)では，各区間の X(t)と X(t − 1)の相関係数

の値が特に |X(t − 1)| < 1の範囲で小さくなっていること

が確認できる．

本研究における相関係数とは，最も一般的なピアソンの

積率相関係数である．これは帰無仮説を無相関とする場

合，以下の式で t検定を行うことにより，有意な値である

か否かを判定可能であることが知られている [28], [29]．

t =
r
√

n − 2√
1 − r2

r：標本相関係数，n：標本数
(15)

上記の t値に関して自由度 n − 2で検定することが可能

であり，両側 5%水準で有意性を判断した．表中の「太字

かつ斜字体」にした相関係数は，5%の有意水準で「0」と

判定されたこをと示している．

3 次の非線形写像の場合，従来法の SETAR を推定し

た際の中央の領域は，相関系数が「0.877」であったが，

SETAR(10)の推定時には，0.2や 0.3の値が計測されても

事実上は，ほとんど無相関の状態になってしまっている．

ここに結果は示さないが，その他の SETAR(T)に関して

もほぼ同様である．このような場合，区分数を増加させた

SETARよりも単なる線形 ARモデルの方が精度が良いと
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表 3 区分化による相関の減少（池田写像）

Table 3 The decrease of correlation by partition (The Ikeda map).

表 4 区分化による相関の減少（エノン写像）

Table 4 The decrease of correlation by partition (The Henon map).

いう現象が確認された．

図 3 の「3次の非線形写像」で上記のような現象が起き

るならば，図 4 の「池田写像」でも同様の現象が起きうる

のではないかと考えられる．特に池田写像は 3次の非線形

写像にデータの散らばり具合いが類似しているので最も懸

念される．そこで表 3 に池田写像における相関係数の一覧

を同様に示した．表 2 と同様に相関係数の t検定も行って

ある．表 2，3を見る限り全体の中では，10区間中 5区間

において相関係数が「0」であろうと判断された点について

は 3次の非線形写像も池田写像も同じである．しかしなが

ら，2つの違いがみられる．1点目は 3次の非線形写像にお

いては，従来法の SETARの際の相関がすべての区間にお

いて「0.9」程度でかなり高い値を示している状態から，5

区間が無相関の状態になったことが分かるが，表 3 の池田

写像の場合は従来法の際の相関がそこまでは高い値を示し

ていない．つまり相関の減少の落差が異なるというわけで

ある．2点目は，池田写像の場合「0.1 <= X(t− 1) < 0.2」

の区間においてかえって相関が上昇していることである．

このような状況下にあり池田写像では SETAR(T)による

推定において精度が劣化することがなかったといえる．ま

た，参考までに表 4 にエノン写像における同様の分析を示

したが，SETARにおいて相関が高く，SETAR(10)におい

ても無相関と推定される領域は少なかった．

区分数を増加させた「SETAR(T)」（提案法 1©）の性能
評価を行った結果をまとめると以下のようになる．「しき

い値」の値を分析者の主観によらずに機械的に決定でき，

かつよりきめ細かく領域を分割して精度向上を目指して

も，一般逆行列を用いた推定で安定的な運用が見込めた

「SETAR(T)」であったが，区間の細分化により線形相関が

かえって崩れる現象が存在しうることが確認されたため，

運用には慎重を期さなければならないことが判明した．

3. SETARにダミー変数を加えたカオス時系
列予測法

「提案法 1©」は容易に自動化が可能であり，分析者の恣
意性が入りにくく，写像の非線形性もとらえうるという期

図 9 ロジスティック写像の 1 次階差

Fig. 9 The first-order difference of the Logistic map.

待があったものの，汎用性の面で思わぬ盲点があった．そ

こで，「提案法 2©」として SETARにダミー変数を加えた

予測法の検証を行う．

3.1 ARモデルにダミー変数を加えたカオス時系列予測法

カオス時系列予測に ARモデルを用いた簡便法としては

SETARのほかにDARが知られている [7], [8]．DARとは

カオス時系列に何らかの形で線形性を見出し，それ以外の

部分にダミー変数を設定するというシンプルな手法であ

る．たとえば，「 1©ロジスティック写像 1」の 1次の階差系

列をX ′(t)とし，X ′(t)とX ′(t− 1)の相関図を描くと図 9

のように，原点付近に原系列よりも線形性が明白に出現す

ることが知られており [7]，この線形部分にARモデルをあ

てはめそれ以外の部分をダミー変数で処理する [7]．また，

さらに複雑なケースに対応するためには 1次だけでなく 2

次などの階差系列も分析し，どの系列同士の線形性が強い

かどうかという観点から分析したうえでダミー変数を追加

する [8]．この DARはカオス時系列の予測において，場合

によっては SETARよりも有効に機能することが知られて

いる [8]．

3.2 SETARの残差を分析してダミー変数を設定する

そこで，本研究の「提案法 2©」として SETARの残差の
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図 10 ロジスティック写像 1 の残差

Fig. 10 The error of the Logistic map 1.

図 11 ロジスティック写像 2 の残差

Fig. 11 The error of the Logistic map 2.

図 12 エノン写像の残差

Fig. 12 The error of the Henon map.

分析を行い，ダミー変数を設定することを考える．SETAR

ですでに大まかな非線形写像を近似した後の残差を分析し

ダミー変数を設定することにより，通常の DARよりも精

度の向上，そしてダミー変数の設定が容易になることが期

待される．

ダミー変数を設定するには，やはり図を目視で判断せざ

るをえない．そこで 1©～ 6©の各々のカオス時系列を従来法
の SETARで予測した後の残差を「縦軸：残差 e(t)，横軸：

図 13 3 次の非線形写像の残差

Fig. 13 The error of the third-order nonlinear map.

図 14 池田写像の残差

Fig. 14 The error of the Ikeda map.

図 15 指数型 AR モデルの残差

Fig. 15 The error of the Ecp-ARmodel.

X(t− 1)」としてプロットしたものが図 9，図 10，図 11，

図 12，図 13，図 14，図 15 である． 7©のテント写像に
関しては，図は省略するが残差のオーダー（縦軸の最大値）

が十分に小さく，式 (12)で付加している計算機イプシロン

と同程度のレベルなので，これ以上は改善不要と判断した．

ダミー変数設定の基本的な方針は単純である．残差が平

均的に 0でない箇所，すなわち『残差の散らばりが±に均
等でない箇所』はまだ説明がつくことが期待されるのでそ
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表 5 ダミー変数の設定

Table 5 The setting of the dummy variables.

のような箇所にダミー変数を設定する．ゆえに『残差= 0』

の横軸をデータの集合がクロスする箇所がダミー変数を設

定する区間の「しきい値」の目安となる．加えて SETAR

の際にもデータの性質がその地点で異なる「不連続点」を

用いたが，ダミー変数設定のための「しきい値」としては，

テント写像の中央ような互いに接する「不連続点」ではな

く，図 6 のX(t− 1) = 0.5付近の互いに接しない「不連続

点」を目安とする．テント写像のように互いに接している

「不連続点」周辺では，残差も同じ程度なので分割する必要

がないからである．

『残差の散らばりが ±に均等でない箇所』にダミー変数
を割り当てるために，

（ a）『残差 = 0』の横軸をデータの集合がクロスする箇所

（b）互いに接しない「不連続点」

という『2つの方針』に従い「しきい値」を選びダミー変

数を以下のように設定した．

ロジスティック写像 1については，図 10 により横軸と

クロスする点はX(t− 1) = 0.3, 0.6, 0.85の周辺である．加

えてX(t− 1) = 0.5で明らかに構造が異なる．これは不連

続点である．以上の「しきい値」をもとに区間を定めたの

が表 5 の 1行目である．

ロジスティック写像 2については図 11によりX(t−1) =

0.15, 0.4, 0.9 の周辺がクロスする点で，加えて同様に

X(t − 1) = 0.5 で明らかに構造が異なる．また，[0.6～

0.9]の区間は変位が大きいので，さらに複数の区間に分割

を行う方が精度を改善させる可能性があるのだが，あまり

細かく分割を行うと恣意性が強くなるので，ここでは行っ

ていない．同様にして各種のカオスを従来法の SETARで

予測した残差をもとにダミー変数を設定した一覧が表 5 で

ある．

池田写像ではダミー変数を設定する区間が少なく，設

定された区間も連続ではないが，これは図 14 において

「0.2 <= X(t − 1) < 1」の区間はおおむね『残差の散らば

りが±に均等』であるのでダミー変数を設定しても効果が
ないからである．厳密にいえば，X(t − 1) = 0.4付近では

残差が若干プラスに偏っているが，これについてもあまり

細かい設定を行うと恣意性が強くなるのでここでは行って

いない．

また注意すべきは，指数型 AR モデルに関して図 15

では X(t − 1) = 0 付近の構造がよく確認できないため，

図 16 指数型 AR モデルの残差（拡大）

Fig. 16 The error of the Exp-ARmodel (enlargement).

その周辺を拡大したのが図 16 である．これをもとに

X(t− 1) = −2,−1.3, 0, 1.3, 2による区間にダミー変数を設

定した．

この表 5 をもとにして文献 [8] と同様にたとえば

「X(t− 1) < 0.3」で「ある：1」，「ない：0」とったダミー

変数を元の SETARに加えて再推定を行う．つまり式 (5)

に「a′
0D + a′′

0D2 + a′′′
0 D3 + · · ·+

K∑
i=1

a′′′
i D3X(t− i) + · · ·」

といった形でダミー変数を必要な数だけ追加して，再度

「SETAR＋ダミー変数」で予測を行うのが「提案法 2©」で
ある．「提案法 2©」を用いた際のMSEが表 1 の一番右側

であるが，通常の SETARよりも精度が改善され，7種類

のカオス時系列において安定的な予測が行えることが分か

る．加えて，必要以上に局所化した「提案法 1©」と違い，
必要な箇所にだけ局所的なダミー変数の処理をした「提案

法 2©」は，指数型 ARモデルにおいてもオーバフィッティ

ングの兆候が見られないことが確認できる．また，ダミー

変数の数が表 5 の程度では行列が特異になることはないの

で「提案法 2©」に関してはパラメータの推定に最小 2乗法

を用いている．

4. 「ファーマーとシドロウィッチの方法」と
FARによるベンチマーク

4.1 「ファーマーとシドロウィッチの方法」と FAR

本研究の時系列の予測においては，文献 [8]と同様にベン

チマークとして「ファーマーとシドロウィッチの方法」[3]

を簡略化した FARを用いて精度の比較検証を行う．以下
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にその「ファーマーとシドロウィッチの方法」と FARの

概要を述べる．

カオス時系列予測法の中でも「局所近似」の代表的な手

法として「ファーマーとシドロウィッチの方法」が知られ

ている．この方法では，状態空間内におけるカオスアト

ラクタの軌道を考え，この軌道上の 1点を x(T )とする．

この x(T )の近傍を状態空間内における過去の値のデータ

ベース中より探索し近傍郡 x(kn)を作成する．そして近傍

郡 x(kn)と x(kn + 1)の関係を

X(kn + 1) = A · X(kn) + B (16)

といった具合いに線形近似により推定し，

X(T + 1) � A · X(T ) + B (17)

のように予測する方法である．これはファーマーらの手法

において 1次近似と呼ばれるもので，他にも 0次近似，2

次近似等も同様に考えられるが通常「ファーマーとシドロ

ウィッチの方法」といった場合は上記の 1次近似を指す場

合が多い [9], [30]．また，この際に必要となるパラメータ

は，「状態空間の埋め込み次元：m」と「遅れ時間：τ」，近

傍郡の「点の数：n」かあるいは「半径：r」が必要となり

予測式の推定には最小 2乗推定が行われる．これらのパラ

メータの設定のうち，「埋め込み次元」については，ター

ケンスの埋め込み定理によりカオス時系列のアトラクタ次

元を dとすれば，m ≥ 2d + 1であれば埋め込み可能でる

ことが知られている．「遅れ時間：τ」については多くの設

定基準がある [31]が，特にアトラクタ次元 dの推定につい

ては，GP法（Grassberger-Procaccia algorithm）が最も一

般的である．しかし，この GP法は非常に膨大な演算量が

かかり多くのデータ量が求められる．このように「ファー

マーとシドロウィッチの方法」は予測の前処理での演算量

が膨大であることに加え，「適切な」次元の推定にかなりの

データ数が要求されるなど運用の面では欠点がある．瞬時

に大量の品目の需要予測を行うようなきわめて実務的な場

面においては，往々にしてデータ数も少ない．また現実の

経済時系列データなどでは，次元を正確に推定することも

簡単ではない [32], [33]．そういった場面に適応できる「簡

便法」としてはこの予測法を用いることは難しい．上記の

観点から「ファーマーとシドロウィッチの方法」そのもの

は SETARやDARのなどの「簡便法」を評価する際の比較

対象としては有用ではないが，文献 [5]のようにこの手法

を簡略化した FARを用いた評価は有用であると思われる．

「ファーマーとシドロウィッチの方法」において τ = 1

と考えると，領域の数が非常に多い SETARと等価である

ことが知られている（たとえば文献 [9]の p.159）．本研究

では文献 [8]と同様に m = 2，τ = 1と設定した局所的な

「ARモデル」を FARとする．mが小さいとターケンスの

埋め込み定理からすれば埋め込める保証はないが，「局所

ARモデル」と考えれば「簡便法」としては十分に通用す

るはずである．また，本研究の目的からも τ = 1 とする

「AR」タイプのモデルとの比較が望ましい．

4.2 FARをベンチマークとした比較検証

m = 2，τ = 1と設定した局所 ARモデルである FARに

よる予測結果のMSEが表 6 である．BasicDataSet：300

をデータベースとして NewDataSet：300の予測を行った

結果である．FAR [30]は，局所近傍の 30点から局所 AR

モデルを推定したことを意味する．ほとんどのカオス時系

列に対し，非常に小さいMSEを得ることができたが，指

数型 ARモデルにおける精度が思わしくない．特に表 1 の

線形 ARモデルとほぼ同じ精度になっていることが問題で

ある．その他のカオス写像に関しては表 1 における「提

案法 2©」と比較すると厳密にいえば FARの精度が勝るが，

「提案法 2©」もそれほど遜色のない値を示しており，指数
型 ARモデルの精度をふまえて総合的に判断すれば「提案

法 2©」の方が安定した予測法であるといえる．

4.3 FARの精度劣化の原因

FARは直観的には局所近似を利用した有効な予測法と

考えられるが，指数型 ARモデルの予測に関しては，線形

ARモデルと同程度という予想外の結果に終わっている．

これは文献 [8]でも同様の傾向が確認できる．この原因は

以下に述べるとおりである．

指数型 AR モデルを AR モデルで推定した後の残差が

図 15 であるがX(t − 1) = 0付近の値が非常に特徴的であ

る．これらを元のカオスアトラクタ上の図 5 で確認する

ことは容易ではないが，データの値を調べると実は図 6 に

おけるノイズのような部分が主にそれに該当している．ま

た，図 15 の縦軸の残差をそのままに横軸をX(t− 2)に差

し替えたものが図 17 であるが，当該データ部分が大きな

残差となっていることが確認できる．つまり，この特徴的

図 17 指数型 AR モデルの残差（横軸 = X(t − 2)）

Fig. 17 The error of Exp-ARmodel (The horizontal axis

= X(t − 2)).
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なデータはX(t− 1)に関しては 0付近であるが，X(t− 2)

に関しては非常に広範に広がっている．それゆえ，これら

は X(t − 1)を基準にすればお互いが近傍と推計されるは

ずだが，X(t − 2)を基準として考えると図 6，図 17 で確

認する限り近傍と推計される率が低いことが明白である．

指数型 ARモデルの場合，この特徴的な変動を首尾よく

予測に反映させられるか否かが精度を左右する．ダミー変

数を加える場合，残差分析によりダミー変数を設定するこ

とは表 5，図 15 からも分かるとおり比較的容易な部類で

ある．

ところが FARの場合，m = 2とすると，ある点X(t)を

予測しようとした場合に，{X(t − 1), X(t − 2)}のベクト
ルを基準として近傍群を作成し予測を行う．そのため，主

にX(t− 1)の値と連動している図 15 のような特徴を処理

することができない．

そこでこのような特徴をとらえるために，近傍の定義を

X(t − 1)のみで行えるように FARの次数を m = 1に設

定することを考える．この設定で各カオス時系列を予測し

たMSEが表 6 の左側であるが，今度は指数型 ARモデル

に関して大幅に精度劣化が見られる．加えてその他のカオ

ス時系列に対しても若干，精度が落ちている．この原因は

m = 1と設定すると近傍がX(t − 1)のみで定義されるが，

ARの遅延次数も同時に 1となるためである．「 4© 3次の

非線形写像」や「 6©指数型 ARモデル」は式 (10)や式 (12)

のモデルの中にX(t − 2)を含むため，ARの遅延次数が 1

では予測の精度が落ちるのは当然といえる．特に，指数型

表 6 FAR の精度

Table 6 The Acuuracy of the FAR.

表 7 パラメータ変更後の FAR の精度

Table 7 The Acuuracy of the FAR after changing parameters.

ARモデルにおいてはX(t)とX(t− 1)の関係は図 5 のよ

うに線形の相関が見出せないがX(t)とX(t− 2)の関係は

図 6 のように非常にきれいな線形相関があり X(t − 2)の

情報が落ちたことが大きく精度に影響を与えている．

結局，FARで指数型 ARモデルを首尾よく予測するに

は，近傍の定義は前述の理由からm = 1として X(t − 1)

の近傍群を作成し，推定するモデルはm = 2として局所的

な AR(2)で予測する方法が良く，その結果が表 7 の右側

である．この場合，指数型ARモデルに関して FAR [20]は

表 1 の「提案法 2©」に劣るが，FAR [10]，FAR [30]は「提

案法 2©」を上回っており，特に FAR [30]は本研究の中で最

も良い精度を得ている．

しかし，その他のカオス時系列については表 5 に示した

当初の FARの方が精度が良い場合があるだけでなく，表 1

における「提案法 2©」の方が精度が勝るケースが「 4©三次
の非線形写像」に対する FAR [30]，FAR [20]などで確認さ

れる．また，参考までに近傍を「データ数」ではなく「半

径」で計算しても，表 6，表 7 はほぼ同様の結果であった．

FARは局所ARモデルと考えればカオス時系列に対応し

うると期待されたが，実際に運用においては指数型 ARモ

デルにおいて，近傍のノルム計算時の次数と予測の遅延次

数を同一にすることが最適ではないケースが確認された．

これはおそらく，ターケンスの埋め込み定理により保証さ

れえないであろう m = 2という小さい値を利用したこと

に起因すると思われるが，本研究ではカオスの相関次元解

析等を行ったうえでの「ファーマーとシドロウィッチの方
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法」は対象としていないため，この点の厳密な確認につい

ては別の機会に譲りたい．

5. 指数型ARモデルと局所リアプノフ指数の
分析

前章においては指数型 ARモデルに対する FARの精度

劣化に対し，アドホックな修正を加えることにより対応可

能であることは示せた．しかし，本質的な理解や抜本的な

対策のためには，もう少し議論が必要である．

本研究では 7つのカオス時系列を生成するモデルを用い

たが，指数型 ARモデルにおいてのみ，これほど予測に困

難がともなうということは，やはり指数型 ARモデルが他

に比べて異なる性質を持っていると考えるのが自然であ

ろう．

指数型 AR モデルとその他の違いは，図 5 において

(x(t), x(t − 1))平面でのアトラクタがまったく 1次元的で

はないことである．つまり，x(t − 1)の値によって，一意

に x(t)が決まらないということである．直観的にはこのこ

とが，予測の難しさの原因ではないかと考えられる．しか

しながら，図 6 においては (x(t), x(t − 2))平面において，

単純な線形回帰式があてはまる形状をしており，それらを

総合的に考えれば（x(t), x(t − 1), x(t − 2)）の 3次元上で

は，通常の重回帰分析で容易に推定される回帰平面で全体

像をとらえることが可能であることが分かる．

また，指数型 ARモデルの誤差の状況（図 15）からみ

ても，多くの点においては誤差が 0に近く，これは予測が

成功しているということである．予測誤差を増大させてい

るのは，x(t − 1) = 0付近の特定の点であることが明白で

ある．

多くの点については回帰平面で説明ができ，特殊な異常

値のようなものだけ性質が異なるということは，同じモデ

ルの中でもこの特殊な点のみが非常にカオティックで残り

の点はそれよりはスタティックであるということである．

このようなカオス力学系の部分的な特徴を分析する際には

「局所リアプノフ指数（local lyapnov exponents）」が用い

られる．

これまでの研究においてもカオス時系列の予測において，

予測自体のほかに「局所リアプノフ指数」を用いた「予測

精度の予測」などの研究が行われている．「予測精度の予

測」が可能ということは同じ力学系から生成されるカオス

であっても，地点によって予測しやすい場所としにくい場

所が存在するということである．また，ロジスティック写

像やローレンツモデルから生成される時系列データの予測

において，この「局所リアプノフ指数」の情報を用いるこ

とによって「局所近似手法」よりも精度が向上する可能性

があることがすでに報告されている [34]．指数型 ARモデ

ルにおいて FARによる局所線形近似手法が，特定の地点

のデータのみにおいて著しい誤差を生じているということ

は，この「局所リアプノフ指数」と関係があるのではない

かと考えられる．

局所リアプノフ指数は，通常のリアプノフ指数から容易

に導くことができる．通常のリアプノフ指数はカオスを特

徴づける代表的な指標として知られているが，1次元力学

系 f(x)のリアプノフ指数の定義は，以下の式 (18)である．

λ = lim
N→∞

1
N

N∑
t=1

log |f ′(x)| (18)

これは力学系が伸びるか縮むかの「データ数：N」にお

ける平均的な傾向であり，この λが正だと伸びることにな

り，つまりはカオスの可能性が高いといわれる．上の式か

らも分かるとおり，微少な差異が時間の経過にともないど

の程度拡大するかという量を『長期間の時間スパンで平均

化』した指標である．

また，多次元力学系の場合は以下のようにヤコビ行列を

Jt =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

· · · df1
∂xk

∂f2
∂x1

...
. . .

...
...

...
. . .

...
∂fk

∂x1

∂fk

∂fx2
· · · ∂fk

∂xk

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (19)

Jt として，初期値 x(0)からスタートしたヤコビ行列の N

回積行列をM(x(0), N)としその固有値を σi(N)とすると

λi = lim
N→∞

1
N

log σi(N) (20)

がリアプノフ指数となる [35]．そして，1次元力学系の場

合と同様に，このリアプノフ指数 λiの最大のものが正のと

き，その力学系はカオスである可能性が高いと判定される．

しかし，これは「ヤコビ行列の乗算回数：N」に着目して

みれば，あくまでも力学系全体の「平均的な」ダイナミク

スを表す指標であり，このリアプノフ指数だけでは『各個

別の点の周辺』に関して，非常にドラスティックな変化を

するのか，カオスとはいえども比較的安定的な変動をする

のかということは判断できない．そこで，議論されている

のが局所リアプノフ指数である．局所リアプノフ指数は上

記の式 (20)において，N → ∞（実際に計算する場合はN

は有限な大きな値で打ち切る）という力学系全体の性質を

考えるのではなく，任意の有限ステップの L期先で計算を

とめてしまう．ある初期値 xから有限回 Lの時点でのリア

プノフ指数が「局所リアプノフ指数」といわれ λi(x,L)な

どで表す．

文献 [36]では，エノン写像，池田写像，ローレンツモデ

ルなどを分析対象として， 1© xに関しては平均化を行い時

間的に L = 2，5，10，100，1,000などと変化させた場合

のリアプノフ指数の分布の推移， 2©各 xにおける L = 5,

1,000などとしたリアプノフ指数の分布を考察している．

本研究では，1期先の予測のみを対象としているので，

L = 1の際の各点 xにおける状況を考える．L = 1と設定
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図 18 ロジスティック写像 1 の局所リアプノフ指数

Fig. 18 The local lyapnov exponents of the Logistic map 1.

図 19 エノン写像の局所リアプノフ指数

Fig. 19 The local lyapnov exponents of the Henon map.

図 20 池田写像の局所リアプノフ指数

Fig. 20 The local lyapnov exponents of the Ikeda map.

した場合は結局，ヤコビ行列自身の最大固有値で力学系の

挙動を分析することになる．Lを大きくとるとヤコビ行列

のイタレーションの際に QR分解などを用いなければ数値

的に不安定になるが L = 1ではそれも不要となる．

L = 1のときの局所リアプノフ指数 λi(x, 1)，すなわち

ヤコビ行列の最大固有値のヒストグラムをいくつかの写像

のデータにて描いたのが，図 18，図 19，図 20，図 21 で

ある．縦軸がデータ数，横軸が局所リアプノフ指数であり，

xは 10,000点を用いた．図 21 の指数型 ARモデルは，予

想どおり局所リアプノフ指数が正でありながらも「0～1」

図 21 指数型 AR モデルの局所リアプノフ指数

Fig. 21 The local lyapnov exponents of the expAR model.

図 22 エノン写像の局所リアプノフ指数（3 次元散布図）

Fig. 22 The local lyapnov exponents of the Henon map

(3D scatter diagram).

の低次に集中しており，力学系全体の平均的な傾向はカオ

スであっても，その中では比較的安定的な点が大多数を占

めていることが分かる．しかしながら，非常に局所リアプ

ノフ指数が高い地点が点在することが，グラフから読み取

れる．

図 18 のロジスティック写像では，局所リアプノフ指数

が「0～0.5」に集中しておりカオスの中でも比較的安定的

な点が多数だが，局所的には，さらに局所リアプノフ指数

が負である安定的な地点が点在することが分かる．それに

対し，図 19，図 20 のエノン写像，池田写像においては，

局所リアプノフ指数が高い箇所と低い箇所が比較的均一に

分布していることが分かる．

また，局所リアプノフ指数 λi を縦軸として x(t − 1)，

x(t − 2)とともに 3次元上に描いてみると図 22，図 23，

図 24 のようにさらに異なった情報を得ることができる．

エノン写像，池田写像においては，先の 1次元のヒストグ

ラムにおいて局所リアプノフ指数の高低が各種混在してい

ることが確認されたが，3次元上の図 21，図 22 で確認し

た場合，各点 xに関してその値は滑らか連続的に変化する
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図 23 池田写像の局所リアプノフ指数（3 次元散布図）

Fig. 23 The local lyapnov exponents of the Ikeda map

(3D scatter diagram).

図 24 指数型 AR モデルの局所リアプノフ指数（3 次元散布図）

Fig. 24 The local lyapnov exponents of the expAR model

(3D scatter diagram).

ことが分かる．ところが，図 23 の指数型ARモデルは，こ

れらとは明らかに性質が異なり，x(t − 1) = 0付近で突出

して局所リアプノフ指数の値がはね上がっていることが分

かる．連続的ではあるが変化が急峻である．このことが，

FARでの予測が指数型 ARモデルにおいてのみ誤差を増

大させる原因となっていることが分かる．

ここで注意しなければならないのは，局所リアプノフ指

数の値が大きいから誤差が増大しているわけではないこと

である．確かに力学系の平均値としてのリアプノフ指数は

大きい方が先々の挙動が乖離するスピードが速いゆえに予

測が難しくなる．しかしながら，本研究で扱っているよう

な局所化した，あるいは細分化したモデルによる 1期先予

測の場合，局所リアプノフ指数が大きくても，その点 xの

図 25 指数型 AR モデルの 3 次元上でのアトラクタ

Fig. 25 The Atractor of the expAR model (3D scatter

diagram).

近傍が一様に同程度の局所リアプノフ指数を持っていれ

ば，局所近似は可能だと考えられる．ここでは図は割愛す

るが，局所リアプノフ指数と FARの予測誤差を同様に 3

次元にプロットしても相関関係は見出せない．しかしなが

ら，点 xの近傍の局所リアプノフ指数の変化が急峻である

場合，その近傍は個別ごとに値が大きく異なる局所リアプ

ノフ指数を有する集合になる可能性が否めない．

このことが指数型 ARモデルの予測を難しくしている．

指数型 AR モデルは，ヤコビ行列を求めることができる

連続関数であるが，『40 exp(−X2(t− 1))』の部分において

X(t− 1)に非常に小さな値が入力された際にパラメータの

大きさも相まって，連続関数から急激に突出した変化が出

現するということが予測の難しさになっているということ

になる．このような性質を持つ関数から，離散型の時系列

データが生成された場合，不連続点を持つ関数が当該不連

続的近傍において，他の滑らかな箇所に比べて，値域に大

きな変動を生じうることと類似の変動が生じている状況に

なる．

結局，指数型 ARモデルのアトラクタを 3次元にプロッ

トしてみると図 25 のようになる．この図を説明すると，

斜めの円軌道をぐるぐる回っていた点が，何かのタイミン

グで点 AのようなX(t− 2) = 0付近の軌道に入った場合，

1時刻進むと上記の A′や A′′へと大きく円軌道から逸脱す

る．あるいは Bから B′，B′′へと逸脱する．そして，これ

らの A′，A′′，B′，B′′ がすべて X(t − 1) = 0付近の軌道

上にのっているわけである．また，例外的に C などの点も

推定される回帰平面より下へ軌道を逸脱しているが，ここ

も X(t − 1) = 0付近となっている．

指数型 ARモデルの特性を理解するために「局所リアプ
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ノフ指数」の分析を行ってきたが，ここではっきりしてき

たことは，局所近似手法において，「不連続点」のような値

域の変動が急峻になりうる点の周辺では，近傍のいくつか

の点の挙動を鵜呑みにして推定を行うと大きな誤差を生む

可能性があるということである．それゆえ，「局所近似手

法」はこれらを想定した改良の余地が残されている．

そして，ダミー変数を用いた「残差分析」は，そういっ

た特定のポイントだけを，いわば応急処置するのに最適な

方法であったといえる．

6. まとめ

本研究ではカオス時系列予測問題における SETARの性

能評価とその改善を行った．従来の SETARでは，「ラグ」

や「しきい値」の設定に分析者の主観的な判断が介在して

いた．またさらに精度としても改善の余地があることが本

研究において確認された．そこで，区分数を増加させた細

かい局所 ARモデル（提案法 1©）としての SETARを用い

れば，区分化する際の恣意性が排除され精度も向上するこ

とが期待された．しかしながら，実際には精度が劣化する

ケース，あるいはオーバフィッティングの兆候を示すケー

スなどが存在した．それゆえ，SETARにダミー変数を加

えるというDARの手法を応用したモデル（提案法 2©）によ
り精度の改善を図り，こちらは首尾よく精度を改善するこ

とができ，本研究において扱ったカオス時系列においては

オーバフィッティングの兆候を示す例も確認されなかった．

また，SETARの性能評価以外にもいくつかの知見が得

られた．SETARの区分数が増加しても「係数ダミー」を用

いて式を書き直すことにより必要な最小 2乗法は 1回とな

り区分数が増加してもムーアペンローズ型一般逆行列を用

いることにより安定的な処理をすることが可能であった．

次に，カオスの構造の分析においてカオス写像を局所的

に分割すると部分的に存在した線形の相関構造がかえって

崩れるケースが存在することが判明した．

そして，カオスの予測法として「ファーマーとシドロ

ウィッチの方法」を簡略化した FARをベンチマークに用

いたが，単に簡略化された FARでは指数型 ARモデルに

おいて線形ARモデルと同程度の精度しか望めず，FARの

運用においては近傍の定義と局所 ARモデルの次数は必ず

しも同一が最適であるとは限らないことが判明した．

さらに付け加えれば，ARモデルにダミー変数を加えた

DARは文献 [8]によれば通常の SETARと比べ精度とし

てほぼ同程度であることから，DARの運用としても通常

の ARモデルよりも SETARにダミー変数を加えた方が精

度が向上し，かつ階差などをとる必要も生じないことが分

かる．

本研究では，ベンチマークにARモデル，FARを用いた．

ARモデルは最小 2乗法が 1回で済むが，FARは予測する

データセットの数が n個なら最小 2乗法も n回必要となっ

てくる．それに対し，SETAR，提案法 1©（SETAR(T)）は

精度が向上するにもかかわらず最小 2乗法は 1回で済む．

提案法 2©（SETAR+ダミー）は，1度 SETARを推定した

後，残差分析をして，さらにもう 1度最小 2乗法が必要な

ので計 2回である．計算量の面においても FARよりは提

案法 1©， 2©の SETAR系モデルの方が優れていることが分

かる．

最後に，予測が難しい指数型 ARモデルの理解のため，

「局所リアプノフ指数」による分析を行った．局所リアプ

ノフ指数に基づく力学系の動的特性のとらえ方・考え方に

ついて，日本語では文献 [37]の第 4章などが比較的平易で

インターネット上で誰もが閲覧可能である．

この分析の結果，局所線形近似手法は「不連続点」のよ

うな値域の変動が急峻な点の周辺における運用に十分注意

を払うべきだということが分かった．この効果的な運用が

今後の局所線形近似手法の課題である．また，提案法 1©の
ような機械的処理に適応できる可能性を持った予測法は産

業上の利用可能性が高い．細分化することにより，相関構

造が崩れてしまうことにも対応可能な予測法を検討した

い．加えて，提案法 2©に関しても自動化可能な設定方法が
開発されれば，FARなどよりよほど効率的予測が行える手

法になると考えられる．
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