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石取りゲームの変種であるチョコレートゲーム

宮寺 良平1 井上 泰志1 小笠 航1 中村 駿佑1,a)

受付日 2011年8月30日,採録日 2012年3月2日

概要：石取りゲームの変種であるチョコレートゲームについて，3方向の切断可能なチョコレートの段数
を表す 3つの座標 {x, y, z}が不等式 3y <= x + z を満たす場合を研究し，座標 {x, y, z}を持つポジショ
ン（チョコレートの形）が後手必勝であるための必要十分条件は，x，y，z の排他的論理和が 0であるこ
とを証明することができた．また後手必勝ポジション（P-position）の座標の集合が，立体的なシュルピ
ンスキー図形を作り出すことを見つけることができた．この後手必勝ポジションの法則は伝統的な石取り
ゲームの場合とよく似ているが，証明方法はかなり異なる．また，類似のチョコレートゲームにおいて，
座標が ky <= x + z で k が偶数の場合に関しては，後手必勝ポジションの座標の持つ性質はまったく分
かっていない．本論文で扱うような，不等式を満たすチョコレートゲームは，組合せゲームの研究では新
しいものである．
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Abstract: Chocolate games that are variants of a game of Nim are studied in this article. You can cut these
chocolates in 3 directions. When you can cut this chocolate x, y, z times in each directions respectively,
we represent the chocolates with 3 non-negative integers {x, y, z}. It is easy to see that x, y, z satisfy the
inequality 3y <= x+z. The authors proved that {x, y, z} is a previous player’s winning position (P-position)
if and only if the exclusive disjunction of x, y, z is 0. They also discovered that the set of P-positions forms
a three dimensional Sierpinski Gasket. The condition for the P-position is very similar to that of the tradi-
tional game of nim, but the method used in the proof is very different from the method used in nim. They
also studied chocolates that satisfy inequalities ky <= x + z for an even number k, but they could not find
any formula for P-positions. The chocolate games that satisfy inequalities are new theme in the research of
combinatorial games.
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1. チョコレートゲームについて

本論文では石取りゲームの変種であるチョコレートゲー

ムについて研究する．石取りゲーム全般については触れな

い．用語の定義もチョコレートゲームに限定する．石取り

ゲームについては，一松 [4]，山崎 [7]，秋山ら [8]などを参

考にしてほしい．
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チョコレートゲームは実際にプレーして見ると分かり

やすい．Canada Wide Virtual Science Fair [13]のホーム

ページに，著者によるチョコレートゲームの Javaアプレッ

トが掲載されており，Wolfram demonstration project [12]

も，著者によるチョコレートゲームである．

これからチョコレートゲームを定義していく．なお，以

下のゲームの定義は具体的な図形と組み合わせて使うこ

とにする．本論文においては，図 1.1，図 1.5，図 2.1 の

チョコレートを念頭において読んでいただきたい．
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図 1.1 5 × 3

Fig. 1.1 5 × 3.

図 1.2 5 × 2

Fig. 1.2 5 × 2.

図 1.3 4 × 3

Fig. 1.3 4 × 3.

図 1.4 3 × 3

Fig. 1.4 3 × 3.

定義 1.1. 薄いグレーの部分は甘く，濃いグレーの部分は

苦くて食べることができないチョコレートがある．この

チョコレートを 2 人のプレイヤが交互に，切り取り線に

沿って 2つに割り，濃いグレーの部分を含む方を残して，

薄いグレーだけの部分を食べる．その結果として食べた部

分は消去される．最後に苦い部分を残されたプレイヤが負

けである．

例 1.1. 図 1.1 のチョコレートを考える．縦と横のブロッ

クの数を使って 5 × 3のチョコレートと呼ぶことにする．

切り取り線は，白い部分で，縦か横に切ることができる．

切るとチョコレートの図形が 2 つのパートに分割される

が，左下の濃いグレーの部分を含んだ部分はそのままにし

て，もう一方の部分は食べてしまう．結果として，縦に切

るとすれば，5 × y（1 ≤ y < 3）となる．例の 1つとして

は図 1.2．横に切るとすれば x × 3（1 ≤ x < 5）となり，

例としては図 1.3，図 1.4 などがある．このチョコレート

ゲームのプレーを続けていくときに現れるチョコレートの

形は x × y（1 ≤ x < 5，1 ≤ y < 3）となる．

図 1.1 にある，5 × 3のチョコレートを使ってゲームを

するとき，先手と後手のどちらが有利であるかを考える．

実はあなたが先手でプレーすれば勝つことができる．方法

は簡単である．チョコの形を 3× 3の図 1.4 とすればよい．

ここから相手は x × 3（1 ≤ x < 3）か 3 × y（1 ≤ y < 3）

に移る．そうすればあなたは x × x（1 ≤ x < 3）か y × y

（1 ≤ y < 3）に移ればよい．すなわち相手がどのようにプ

レーしても，あなたは縦と横のブロック数を同じに保ち続

けたら，最終的に 1 × 1のチョコの状態にして，相手に苦

くて食べられない部分を残して勝てる．

注意 1.1. 定義 1.1 においては，最後に苦くないチョコを

割って食べた者が勝つ．苦いチョコを残されたものは食べ

ることができない．最後に食べた者が勝つので，ゲーム理

論では正規形ゲームと呼ばれるものである

次にもう 1つのチョコレート問題を紹介する．これもよ

く知られているものだが，チョコレートの座標という概念

を理解していただくには良い例である．これ以降におい

て，Z≥0 を非負整数全体の集合とする．

例 1.2. 図 1.5 のチョコレートを考える．例 1.1 のチョコ

図 1.5 {3, 6, 2}
Fig. 1.5 {3, 6, 2}.

図 1.6 {1, 6, 2}
Fig. 1.6 {1, 6, 2}.

図 1.7 {3, 6, 0}
Fig. 1.7 {3, 6, 0}.

図 1.8 {3, 5, 2}
Fig. 1.8 {3, 5, 2}.

のように n × mと表すことはしないで，別の方法を使う．

苦い部分の左側に 3列，上方に 6段，右側 2列チョコのブ

ロックがあるので，{3, 6, 2}をこのチョコレートの座標と
呼ぶことにする．表現を変えると，右側を最大 3回，上方

を最大 6回，左側を最大 2回切ることができる．最大とい

う表現をもう少し詳しく説明すると，右側の 3 列を 1 度

に切ってしまうとそれで終わりだが，1度に 1列ずつ切っ

ていくと最大 3回切れるということができる．ここで，ブ

ロックの数を数えるときに，濃いグレーの苦い部分は数え

ていない．切り取り線は，白い部分で，水平か垂直に切り，

チョコレートの図形が 2つのパートに分割されるが，濃い

グレーの部分を含んだ部分はそのままにして，もう一方の

部分は食べて（消去して）しまう．濃いグレーの部分の左

を縦に切るとすれば，{x, 6, 2}（0 ≤ x < 3），濃いグレー部

分の右を縦に切るとすれば，{3, 6, z}（0 ≤ z < 2），濃いグ

レー部分の上を横に切るとすれば，{3, y, 2}（0 ≤ y < 6）と

なる．切り方の例としては，図 1.6，図 1.7，図 1.8 のよ

うになる．最初の形のチョコレートからプレーを続けてい

く場合，現れるチョコレートの形は {x, y, z}（0 ≤ x ≤ 3，

0 ≤ y ≤ 6，0 ≤ z ≤ 2）となる．図 1.5～図 1.8 において，

チョコレートの形と座標を書く．

注意 1.2. 図 1.5 のチョコレートの必勝方法について

は，Robin [5], [6]にある．図 1.1，図 1.5 のチョコレート

は Robin [5], [6]によってMathematical Gazette誌の問題

コーナーに提出された問題である．

2. 座標が不等式 y ≤ �(x + z)/3�を満たす
チョコレートゲーム

次に考えるのは，図 2.1 のチョコレートである．この

チョコレートは右上から左下に向かう白線，底面に平行な

白線，左上から右下に向かう白線に沿って切ることがで

きる．

注意 2.1. 底面に平行な白線と他の平行線の関係を正確に

定義すると次のようになる．左上から右下に向かう白線

で，濃い色の苦いチョコレートの部分に接しているものを

選ぶ．その線を底辺から左上に向けてたどっていくと，右

上から左下に向かう白の平行線との交点と出会う．初めの

交点（濃い色のチョコレートの三角形の頂点）から数えて
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図 2.1 {10, 5, 5}
Fig. 2.1 {10, 5, 5}.

図 2.2 {10, 2, 5}
Fig. 2.2 {10, 2, 5}.

図 2.3 {5, 2, 2}
Fig. 2.3 {5, 2, 2}.

3番目ごとの交点において，底辺と平行な白線が引かれて

いる．なお，別のタイプのチョコレートの場合には，違っ

たルールに従って底辺に平行な白線を引くことがあるので

注意していただきたい．

定義 2.1. このチョコレートの状態を表す座標を導入する．

図 2.1 はチョコレートを右上から左下に向かう白線に沿っ

て，最大 10回，底面に平行な白線に沿って最大 5回，左

上から右下に向かう白線に沿って最大 5回切ることができ

る．したがって座標は {10, 5, 5}とする．
本論文においては，このタイプのチョコレート問題を中心

テーマとして扱うが，チョコレートの白線の構造は注意 2.1

に従うものとして，チョコレートの大きさに関しては任意

の大きさを考える．

チョコレートの形と座標の例を図 2.2，図 2.3にあげる．

これらの図の例を見ると分かるように，これらの座標

{x, y, z}は不等式 3y ≤ x + zを満たすが，この式は次の不

等式と同値である．

y ≤
⌊x + z

3

⌋
. (1)

ここで � � は小数点切り捨て関数である．次に関数
move({x, y, z})を定義する．これは {x, y, z}の座標を持つ
チョコレートから一手で（直接）移ることができるチョコ

レートの座標の集合である．

定義 2.2. move({x, y, z})に属する座標は次の [1]，[2]，[3]，

[4]，[5]の場合である．

[1] {u, y, z}ただし，u < xかつ y ≤ �u+z
3 �．

[2] {u, v, z}ただし u < x，v < y，v = �u+z
3 �．

[3] {x, v, z}ただし v < y．

[4] {x, y, w}ただし w < z かつ y ≤ �x+w
3 �．

[5] {x, v, w}ただし，v < y，w < z，v = �x+w
3 �．

例 2.1. moveについて具体的な例をあげて説明する．ま

ず，定義 2.2 の [1]，[4]は対称性を考えると，同じもので

あるので [4]だけを考える．[4]の例としては，図 2.2 から

図 2.4 {10, 2, 0}
Fig. 2.4 {10, 2, 0}.

図 2.5 {5, 1, 0}
Fig. 2.5 {5, 1, 0}.

図 2.4 への移動がある．ここでは，3番目の座標が 5から

0 となるが，1，2 番目の座標はそれによって影響を受け

ない．

[2]，[5]は対称性を考えると同じものであるが，少し分か

りにくいので両方とも例を使って説明する．[2]の例とし

ては，図 2.4 から図 2.5 への移動がある．1番目の座標を

10から 5へ減らすことで，2番目の座標が影響を受けて

2から 1に減る．このようなことが起きることは，チョコ

レートの形を見れば理解できる．なお，ここで 1 = � 5+0
3 �

となっている．

[5]の例としては，図 2.3 から図 2.5 への移動がある．3番

目の座標を 2から 0へ減らすことで，2番目の座標が影響

を受けて 2 から 1 に減る．このようなことが起きること

は，チョコレートの形を見れば理解できる．なお，ここで

1 = � 5+0
3 �となっている．

[3]の例としては，図 2.1 から図 2.2 への移動がある．2番

目の座標は 5から 2へ減るが，そのことで他の座標が影響

を受けることはない．

チョコレートゲームにおいては重要な 2 つのポジショ

ン（座標）がある．1つは P-position（a previous-player-

winning position）と呼ばれ，後手必勝ポジションである．

もう 1つはN-position（a next-player-winning position）と

呼ばれ，先手必勝ポジションである．チョコレートゲーム

において，最も重要なテーマの 1つは P-positionをすべて

見つけることである．

組合せゲームにおいて重要な概念であるニム和を定義

する．

定義 2.3. x, y ∈ Z≥0とし，2進数表示して，x =
∑n

i=0 xi2i，

y =
∑n

i=0 yi2i とする．なおここで xi, yi ∈ {0, 1}とする．
このときニム和 x ⊕ yを次のように定義する．

x ⊕ y =
n∑

i=0

wi2i. (2)

ここで wi = xi +yi (mod 2)とする．すなわちwiは xi +yi

を 2で割った余りである．

ニム和は計算機科学の分野では排他的論理和と呼ばれるこ

とが多い．

定義 2.4. A1 = {{x, y, z}; x, y, z ∈ Z≥0, y ≤ �x+z
3 �かつ

x ⊕ y ⊕ z = 0}，B1 = {{x, y, z}; x, y, z ∈ Z≥0, y ≤ �x+z
3 �

かつ x ⊕ y ⊕ z �= 0}とする．
定理 2.1. A1 はチョコレートの P-positionの集合で，B1

は N-positionの集合である．
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定理 2.1 は，4 章で証明する．

3. ニム和と不等式に関連したいくつかの定理

この章では x, y, z ∈ Z≥0 に対して，{x, y, z} = {0, 0, 0}
のときは，n = 0 と決め，{x, y, z} �= {0, 0, 0} のとき
は，n = �log2max(x, y, z)� と決めて，x =

∑n
i=0 xi2i，

y =
∑n

i=0 yi2i，z =
∑n

i=0 zi2i と 2進数表示する．このよ

うに，複数の非負整数を扱うために 2進数表示するときは，

一番大きな数に合わせて nを決めておく．他の文字 a，b，

c，p，q，rなどを扱うときも同様にする．

補題 3.1. {x, y, z} ∈ A1 を仮定すると，(a)または (b)が

成り立つ．

(a) x = y = z = 0．

(b) x, z ≥ 1．

証明. {x, y, z} ∈ A1 と x = 0 を仮定する．すると

0 ⊕ y ⊕ z = 0 から y = z を得て，y ≤ �x+z
3 � を使うと

x = y = z = 0を得る．{x, y, z} ∈ A1 かつ z = 0である場

合も，同様に x = y = z = 0を得る．したがって，x, y ≥ 1

であるか，あるいは x = y = z = 0となる．

補題 3.2. x ⊕ y ⊕ z = 0を仮定すると，i = 0, 1, 2, . . . , n

に対して，xi + zi − yi は 0または 2となり，yi ≤ xi + zi

となる．したがって，y ≤ x + z となる．

証明. 定義 2.3から i = 0, 1, 2, . . . , nに対して，xi+yi+zi =

0または，2となる．したがって，非負整数 xi，yi，ziのう

ちの 2つが 1で，残りが 0であるか，あるいは 3つがすべて

0であるかのどちらかである．このことから，xi + zi − yi

は 0または，2となり，yi ≤ xi + zi となる．したがって，

y ≤ x + z となる．

補題 3.3. {p, q, r} �= {0, 0, 0}を満たす p, q, r ∈ Z≥0 に対

して，この章の最初に書いたように nを決め，次の条件を

仮定する．

p ⊕ q ⊕ r = 0. (3)

このとき，次の (a)と (b)は同値である．

(a)

q ≤
⌊p + r

3

⌋
. (4)

(b)

pn = rn = 1かつ qn = 0. (5)

証明. (a) を仮定する．式 (3) により，pn + qn + rn =

0 (mod 2) が成り立つが，もし qn = 1 とすると，

pn + rn = 1 となる．� p+r
3 � = �

∑n
i=0 (pi+ri)2

i

3 � ≤
� 2n+

∑n−1
i=0 2i+

∑n−1
i=0 2i

3 � = � 3×2n−2
3 � = 2n−1 < 2n ≤ qとな

り，(a)に反する．次に qn = 0とする．{p, q, r} �= {0, 0, 0}
と nの決め方により pn = rn = 1となり (b)を得る．

(b)を仮定する．式 (3)により，p⊕ q ⊕ r = 0となるが，こ

の場合 2進数の 2n−1 の位までを考えてもニム和は 0にな

るので，
∑n−1

i=0 pi2i ⊕∑n−1
i=0 qi2i ⊕∑n−1

i=0 ri2i = 0となり，

補題 3.2 により，qn = 0を使うと，次の式を得る．

q =
n−1∑
i=0

qi2i ≤
n−1∑
i=0

pi2i +
n−1∑
i=0

ri2i. (6)

pn = rn = 1であるから，

q =
n−1∑
i=0

pi2i ≤ 2n − 1 < pn2n, rn2n. (7)

式 (6)と (7)により，

3q <

n−1∑
i=0

pi2i +
n−1∑
i=0

ri2i + pn2n + rn2n = p + r (8)

となり，(a)を満たす．

補題 3.4. {p, q, r} �= {0, 0, 0}を満たす p, q, r ∈ Z≥0 に対

して，この章の最初に書いたように nを決めるとき，次の

(a)と (b)は同値である．

(a)

p ⊕ q ⊕ r = 0かつ q =
⌊p + r

3

⌋
. (9)

(b) pn = rn = 1，qn = 0かつ 0 ≤ i < nを満たすような i

に対して

ri = 1 − pi, qi = 1. (10)

注意 3.1. 任意の正数 p ∈ Z≥0に対して，補題 3.4 により，

式 (9)を満たすような q，r が一意的に決まり，式 (10)を

満たす．ただし nは p，q，rに対して，この章の最初で決

めた数である．p = 0の場合は，式 (9)を満たす q，r は，

q = r = 0しかない．なぜなら，p ⊕ q ⊕ r = 0によって，

q = r となり，それを不等式に代入すると q = r = 0 と

なる．

証明. (a)を仮定する．補題 3.3 により，pn = rn = 1と

qn = 0を得る．p⊕q⊕r = 0なので，2nの桁を除いてもニム

和は 0のままなので，
∑n−1

i=0 qi2i⊕∑n−1
i=0 pi2i⊕∑n−1

i=0 ri2i =

0となり，補題 3.2 と qn = 0により，

q =
n−1∑
i=0

qi2i ≤
n−1∑
i=0

pi2i +
n−1∑
i=0

ri2i (11)

となる．0 ≤ k < nを満たすような kがあって，qk = 0と

仮定すると，

q =
n−1∑
i=0

qi2i ≤ 2n − 1− 2k ≤ pn2n − 2, rn2n − 2. (12)

式 (11)と (12)により，3q ≤ p + r − 4となり，q < � p+r
3 �

となって，式 (9)に反する．したがって，0 ≤ i < nを満た

すようなすべての iに対して，qi = 1となる．したがって

p⊕ q⊕ r = 0により，0 ≤ i < nを満たすような iに対して
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ri = 1 − pi (13)

が成り立つ．以上のことにより (b)が成り立つ．

逆に，(b) を仮定すると，p ⊕ q ⊕ r = 0 は明らか．また

p + r = pn2n + rn2n +
∑n−1

i=0 (pi + ri)2i = 3 × 2n − 1か

つ，q =
∑n−1

i=0 2i = 2n − 1となり，q = � p+r
3 �を得る．し

たがって (a)を得る．

補題 3.5. {a, b, c} �= {0, 0, 0}を満たす a, b, c ∈ Z≥0 に対

して，

a ⊕ b ⊕ c = 0 と b =
⌊a + c

3

⌋
(14)

を仮定する．このとき下の [1]，[2]が成立する．

[1] d < bを満たす d ∈ Z≥0に対して，ある e ∈ Z≥0が存在

して a ⊕ d ⊕ e = 0 かつ d ≤ �a+e
3 �となる．

[2]ある d, e ∈ Z≥0が存在して a⊕d⊕e = 0かつ d < �a+e
3 �

となるならば，d < bが成り立つ．

証明. {a, b, c} �= {0, 0, 0}，式 (14) と補題 3.4 により，

an = cn = 1，bn = 0 と bi = 1，ci = 1 − ai が

i = 0, 1, 2, . . . , n − 1 に対して成り立つ．なお，n はこ

の章の最初のように決めている．ここまでの条件だけなら

ば，n = 0の場合もありうるので，b = 0の可能性がある．

しかし以下の [1]，[2]の場合には b > 0となる．

[1] d < bとすると，あるm ∈ Z≥0 が存在して，

dn = bn = 0, di = bi (15)

が i = m + 1,m + 2, . . . , n − 1に対して成り立ち，そして

dm = 0 < 1 = bm が成り立つ．このとき e =
∑n

i=0 ei2i を

次のようにして定める．

i = m + 1, m + 2, . . . , nに対して ei = ci (16)

と決め，

i = 0, 1, . . . , mに対して ei = ai + di (mod 2) (17)

と決める．まず式 (14)，(15)，(16)により，ai + di + ei =

ai + bi + ci = 0 (mod 2)が i = m + 1, m + 2, . . . , nに対し

て成り立ち，式 (17)により，ai + di + ei = 0 (mod 2)が

i = 0, 1, 2, . . . , mに対して成り立つので，a ⊕ d ⊕ e = 0を

得る．

次に d と �a+e
3 � の大小を比較する．ai + di + ei =

0 (mod 2)が i = 0, 1, 2, . . . , nが成り立つことと an = cn =

en = 1，dn = 0により，補題 3.3 を使うと，3d ≤ a + eを

示すことができる．

[2]ある d, e ∈ Z≥0 が存在して

a ⊕ d ⊕ e = 0 かつ d <
⌊a + e

3

⌋
(18)

となるとすると，補題 3.3 により，an = en = 1，dn = 0

となる．ここでもし di = 1が i = 0, 1, 2, . . . , n − 1に対し

て成り立つとすると，d = bとなり，式 (14)，(18)により，

c = eとなり，d = b = �a+c
3 � = �a+e

3 �となり，式 (18)に反

する．したがって，あるm ∈ Z≥0があって，dm �= bm = 1

となる．したがって，dm = 0であり，d < b．

定理 3.1. x⊕ y ⊕ z �= 0と y ≤ �x+z
3 �を仮定する．このと

き [1]，[2]，[3]，[4]，[5]のうちどれかが成立する．

[1] u < x かつ y ≤ �u+z
3 � を満たす u ∈ Z≥0 が存在して

u ⊕ y ⊕ z = 0となる．

[2] u < x，v < yかつ v = �u+z
3 �を満たす u, v ∈ Z≥0 が存

在して u ⊕ v ⊕ z = 0となる．

[3] v < yを満たす v ∈ Z≥0に対して x⊕ v⊕ z = 0となる．

[4] w < z かつ y ≤ �x+w
3 �を満たす w ∈ Z≥0 が存在して

x ⊕ y ⊕ w = 0となる．

[5] v < y，w < z かつ v = �x+w
3 �を満たす v, w ∈ Z≥0 が

存在して x ⊕ v ⊕ w = 0となる．

証明. x ⊕ y ⊕ z �= 0により，あるm ∈ Z≥0 に対して，

xi + yi + zi = 0 (mod 2) (19)

が i = m + 1, m + 2, . . . , nに対して成り立ち，

xm + ym + zm �= 0 (mod 2) (20)

となることを仮定する．いくつかの場合に分けて証明する．

[i] ym = zm = 0かつ xm = 1とする．z に対して補題 3.4

と注意 3.1 により，

s ⊕ t ⊕ z = 0かつ t =
⌊s + z

3

⌋
(21)

を満たすような s, t ∈ Z≥0 がある．

[a]もし y < tとすると，補題 3.5 の [1]により，u ∈ Z≥0

があって，

u ⊕ y ⊕ z = 0かつ y ≤
⌊u + z

3

⌋
(22)

となる．補題 3.5 の [1]においては，第 1，2座標の a，dに

対して第 3座標の eが存在するが，ここでは第 2，3座標

の y，z に対して第 1座標の uが存在することを使ってい

る．順序が変わると少し分かりにくいので注意しておく．

ここで，u < xを示すことができれば，今証明している定

理の [1]の場合に相当する．

[b]もし y = tであれば u = sとすると，式 (21)により，

式 (22)が成り立つ．ただし不等号の部分は等号が成立する．

[a]，[b]の場合について，u < xを示す．式 (19)，(22)によ

り，ui = yi +zi = xiが i = m+1,m+2, . . . , nに対して成

立し，式 (22)と [i]の仮定である ym = zm = 0と xm = 1

により，um = ym + zm = 0 (mod 2)と xm = 1 > umを得

る．したがって，uと xを比べると，2進数表示した場合

に，2m の位では xが大きく，それより大きい位では 2つ

の数は等しい．このことによって，u < xとなる．

[c] もし y > t ならば �x+z
3 � ≥ y > t = � s+z

3 � となり，
x > sを得る．u = sと v = tとおけば，u ⊕ v ⊕ z = 0，
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v = �u+z
3 �，u = s < xかつ v = t < y となるので，[c]は

今証明している定理の [2]の場合に相当する．

[ii] ym = 1 とする．次のようにして v を決める．ま

ず i = m + 1, m + 2, . . . , n に対して，vi = yi と決め

る．次に vm = 0 とし，i = 0, 1, 2, . . . , m − 1 に対して

vi = xi + zi (mod 2)とする．このように決めると明らか

に x⊕ v ⊕ z = 0かつ v < yとなる．これは [3]の場合に相

当する．

式 (20)により，[i]と [ii]以外の場合としては，次の [iii]し

かない．

[iii] xm = ym = 0かつ zm = 1とする．この場合は [i]と同

様のやり方で証明することができる．この場合は今証明し

ようとしている定理の [4]，[5]に相当する．

定理 3.2. x⊕ y ⊕ z = 0と y ≤ �x+z
3 �を仮定する．このと

き次の [1]，[2]，[3]，[4]，[5]が成り立つ．

[1] u < xを満たす u ∈ Z≥0 に対して u⊕ y ⊕ z �= 0が成り

立つ．

[2] u < x，v < yかつ v = �u+z
3 �を満たす u, v ∈ Z≥0 に対

して u ⊕ v ⊕ z �= 0が成り立つ．

[3] v < yを満たす v ∈ Z≥0 に対して x ⊕ v ⊕ z �= 0が成り

立つ．

[4] w < z を満たす w ∈ Z≥0 に対して x ⊕ y ⊕ w �= 0が成

り立つ．

[5] v < y，w < z かつ v = �x+w
3 �を満たす v, w ∈ Z≥0 に

x ⊕ v ⊕ w �= 0が対して成り立つ．

証明. ニム和が 0の場合に，1つの数を変化させるとニム和

が 0でなくなることはニム和の基本性質であるから，[1]，

[3]，[4]は明らかである．

次に [2]を示す．u < x，v < yを満たす u, v ∈ Z≥0 に対し

て u ⊕ v ⊕ z = 0と v = �u+z
3 �を仮定する．

もし y < �x+z
3 �ならば，補題 3.5 の [2]において，使われ

ている a，b，c，d，eのところに z，v，u，y，xを代入し

て使うと，y < vを得て，v < yに矛盾する．

もし y = �x+z
3 �ならば，補題 3.4 と注意 3.1 により，u，

v と x，y は z に対して一意に決まるので，y = v となり，

v < yに矛盾する．したがって，u ⊕ v ⊕ z �= 0が対して成

り立つ．

[5]は [2]と同様に証明することができる．

4. 定理 2.1 の証明

ここでは定理 2.1 の証明を行う．

A1に属する座標を持つチョコレートから出発すれば，ど

のような手を使っても 1手で，必ず B1 に属する座標を持

つチョコレートへ移ることを証明する．

定理 4.1. 任意の {x, y, z} ∈ A1に対してmove({x, y, z}) ⊂
B1 となる．

証明. {x, y, z} ∈ A1 とすると

x ⊕ y ⊕ z = 0 (23)

かつ

y ≤ �(x + z)/3� (24)

となる．{x, y, z}から {p, q, r} ∈ move({x, y, z})へ移った
として，{p, q, r} ∈ B1 を証明する．

move({x, y, z}) の定義 2.2 によれば，{x, y, z}から直接
移ることができるすべての場合に対して，定理 3.2 の [1]，

[2]，[3]，[4]，[5]をそれぞれ適用していくと，どの場合も

p ⊕ q ⊕ r �= 0となる．

次に B1 に属する座標を持つチョコレートから出発すれ

ば，正しい手を選ぶことによって，A1に属する座標を持つ

チョコレートへ移ることができることを証明する．

定理 4.2. 任意の {x, y, z} ∈ B1に対して，move({x, y, z})∩
A1 �= ∅となる．
証明. {x, y, z} ∈ B1 とする．すると，

x ⊕ y ⊕ z �= 0 (25)

かつ

y ≤ �(x + z)/3� (26)

となる．

{p, q, r}を定理 3.1の [1]，[2]，[3]，[4]，[5]の場合の，{u, y, z}，
{u, v, z}，{x, v, z}，{x, y, w}，{x, v, w}とそれぞれ考えるこ
とによって，p⊕q⊕r = 0となる．move({x, y, z})の定義 2.2

と定理 3.1 によればこれらは {p, q, r} ∈ move{x, y, z}と
なっている．

定理 4.1 と 4.2 により，定理 2.1 の証明を完成すること

ができる．

今のチョコレートの状態が {x, y, z} ∈ A1 とする．私が

このチョコレートからゲームを始めると，定理 4.1 により，

どのような手を使っても B1 に属する座標のチョコレート

へ移る．定理 4.2 により，私の対戦相手はうまく選ぶこと

によって A1 に属する座標を持つチョコレートへ移る．私

と対戦相手がプレーするたびにチョコレートの大きさが小

さくなっていき，私の対戦相手はつねに A1 に移ることが

できて，最終的に {0, 0, 0} ∈ A1 に移り，勝利する．

今のチョコレートの状態が {x, y, z} ∈ B1 とする．私が

このチョコレートからゲームを始めると，定理 4.2 により，

うまく選ぶと {x, y, z} ∈ A1 となる．このような状態を続

けながら，最終的に私の番のときに {0, 0, 0}へ移り，勝利
を収めることができる．

以上のことにより，A1は後手必勝ポジション（P-position）

で，B1 は先手必勝のポジション（N-position）である．
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5. 後手必勝ポジションの座標とシュルピンス
キー図形

例 5.1. ここで，{(x, y, z); x ≤ 60, y ≤ 30, z ≤ 60}の範囲
で，チョコレートの P-positionの集合を作り，3Dグラフ

を作ったところ，図 5.1 となった．この図を回転させてみ

たところ，図 5.2 のような図形を得た．これはシュルピン

スキー図形に非常に似たものになった．この章の目的は，

実際にそれがシェルピンスキーの三角形になることを証明

することである．

y ≤
⌊x + z

3

⌋
(27)

シュルピンスキー図形はよく知られている概念である

が，ここで扱うのは次の定義によるものとする．この定義

は Fraenkelらによって [9]で与えられている．

定義 5.1. S を Z≥0 ×Z≥0 の任意の部分集合とし，任意の

n ∈ Z≥0 に対して，Sn を次のように定義する．

Sn = {(x, y) ∈ S; x + y < 2n}.

また，任意の u, v ∈ Z≥0 に対して，Sn
(u,v) を次のように定

義する．

Sn
(u,v) = {(x + u · 2n, y + v · 2n); (x, y) ∈ Sn}.

定義 5.2. シュルピンスキー図形とは次の条件を満たすも

のとする．

(1) (0, 0) ∈ S となる．すなわち原点を含む．

(2)任意の n ∈ Z≥0 に対して次の再帰関係が成立する．

Sn+1 = Sn ∪ Sn
(1,0) ∪ Sn

(0,1).

注意 5.1. ここで定義されている集合がシュルピンスキー

図形という名前にふさわしいことを示すために，後で例 5.2

でグラフを与える．定義 5.2 は Fraenkel らの論文 [9] の

Definition 1と同値である．本論文では，シュルピンスキー

図形の定義をもう少し広げることにする．

定義 5.3. 集合 S がシュルピンスキー図形と相似な場合，

または縦横の比率だけを変えた場合，その集合をシュルピ

ンスキー図形と名付ける．

定義 5.4. 任意の x, y ∈ Z≥0 を 2 進数表示して，x =

図 5.1 P-position の集合の

グラフ

Fig. 5.1 The graph of P-

positions.

図 5.2 図 5.1 を回転させた

もの

Fig. 5.2 A rotated version

of Fig. 5.1.

∑n
i=0 xi2i，y =

∑n
i=0 yi2iとおく．ここで，xi, yi ∈ {0, 1}

とする．このとき，ニム積 x ⊗ yを次のように定義する．

x ⊗ y =
n∑

i=0

wi2i, (28)

ここで wi =

⎧⎨
⎩1 (xi + yi = 2 であるとき)

0 (そうでないとき)

定理 5.1. 集合 {(x, y);x ⊗ y = 0}はシュルピンスキー図
形である．

この定理は，Fraenkelらの論文 [9]の Theorem 3で与え

られている．この論文において，q-sieveといわれているも

のは，q = 2の場合にはシュルピンスキー図形である．

例 5.2. 定理 5.1の例をあげる．集合 {(x, y);x⊗y = 0, 0 ≤
x ≤ 63 かつ 0 ≤ y ≤ 63}のグラフを作ると，図 5.3 を得

る．この形はシュルピンスキー図形という定義にふさわ

しい．

図 2.1 のチョコレートゲームの P-positionの集合がシュ

ルピンスキー図形を生成することを証明するが，そのため

にはいくつかの定理と補題が必要である．

補題 5.1. p, q ∈ Z≥0 が

p ⊗ q = 0 (29)

を満たすとき，(p + q) ⊕ p ⊕ q = 0が成り立つ．

証明. p, q ∈ Z≥0が式 (29)を満たすとする．p，qを 2進数

表示して p =
∑m

i=0 pi2i，q =
∑m

i=0 qi2i とする．ただし，

各 i = 0, 1, . . . , mに対して，pi ∈ {0, 1}，qi ∈ {0, 1}とす
る．式 (29)と定義 5.4 により，

pi + qi = 0あるいは 1 (30)

となるので，p + q =
∑m

i=0 (pi + qi)2i が p + qの 2進数表

示となる．式 (30)により，各 i = 0, 1, 2, . . . , nに対して，

(pi + qi) + pi + qi = 2(pi + qi) = 0 (mod 2) となる．

したがって，ニム和の定義 2.3 により，(p + q)⊕ p⊕ q = 0

となる．

補題 5.2. x, y, z ∈ Z≥0 が

x ⊕ y ⊕ z = 0 (31)

を満たすと仮定すると，y+x−z
2 ⊗ y−x+z

2 = 0が成り立つ．

図 5.3 シュルピンスキー図形

Fig. 5.3 Sierpinski triangle.
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証明. x, y, z ∈ Z≥0 が式 (31) を満たすとして，x，y を

2 進数で表して，x =
∑n

i=0 xi2i，y =
∑n

i=0 yi2i とす

る．ここで i = 0, 1, . . . , m に対して，xi ∈ {0, 1} かつ
yi ∈ {0, 1}とする．式 (31)と補題 3.2により，yi +xi−zi，

yi − xi + zi は 0 または 2 となる．したがって， y+x−z
2 ，

y−x+z
2 の 2進数表示は

∑n
i=0

yi+xi−zi

2 2i，
∑n

i=0
yi−xi+zi

2 2i

となる． yi+xi−zi

2 + yi−xi+zi

2 = yi = 0, 1であるから，定

義 5.4 により y+x−z
2 ⊗ y−x+z

2 = 0となる．

定義 5.5. C = {(y, z−x); x, y, z ∈ Z≥0かつ x⊕y⊕z = 0}
と定義し，D = {(p, q); p ⊗ q = 0}と定義する．
注意 5.2. 定理 5.1 により，Dはシュルピンスキー図形で

ある．

補題 5.3. D = {(p, q);

(
p

q

)
= 1

2

(
1 −1

1 1

)(
s

t

)

かつ (s, t) ∈ C}．
証明. (s, t) ∈ C とすると，ある x, y, z ∈ Z≥0 があって，

s = y，t = z − xかつ x ⊕ y ⊕ z = 0となる．p = s−t
2 =

y−(z−x)
2 = y+x−z

2 かつ q = s+t
2 = y+(z−x)

2 = y−x+z
2 であ

るから，補題 5.2 により p ⊗ qとなる．

もし p⊗ qであれば，補題 5.1 により (p+ q)⊕ p⊕ q = 0と

なる．x = p，y = p+ qかつ z = qとおくと，x⊕y⊕ z = 0

となる．

s = yかつ t = z − xとおくと，(s, t) ∈ C かつ (s−t,s+t)
2 =

(y−z+x,y+z−x)
2 = (2p,2q)

2 = (p, q)となる．

補題 5.4. C はシュルピンスキー図形である．

これは定義 5.3，定義 5.5，補題 5.3 と定理 5.1 を合わせ

て使うと，明らかである．

補題 5.5. {{y, z−y
2 }; x ⊕ y ⊕ z = 0}はシュルピンスキー

図形である．

証明. ここで，R2 から R2 の上への関数 f を，f((x, y)) =

(x, y√
2
) によって定義する．すると，定義 5.3 によれば，

シュルピンスキー図形の縦横比だけを変えたものはシュル

ピンスキー図形と考えるので，補題 5.4 によって，f(C)が

シュルピンスキー図形になることが分かる．

例 5.3. ここで集合 {(y, z−x); x, y, z ∈ Z≥0, x⊕y⊕z = 0

かつ x, y, z ≤ 40}と {(y, z−x√
2

); x, y, z ∈ Z≥0, x⊕ y⊕ z = 0

かつ x, y, z ≤ 40}のグラフ（図 5.4，図 5.5）を見ていた

だく．縦横の比率だけが異なることに注意．

補題 5.6. 以下の 2つの変換 (1)と (2)によって，空間の

図 5.4 シュルピンスキー

図形 1

Fig. 5.4 Sierpinski trian-

gle 1.

図 5.5 シュルピンスキー

図形 2

Fig. 5.5 Sierpinski trian-

gle 2.

点 (a, b, c)は平面上の点 (b, c−a√
2

)へ移される．

(1)第 2座標軸の周りの角度 π
4 の回転（あるいはベクトル

(0, 1, 0)の周りの回転といってもよい）．

(2)第 2，3座標軸で作られる平面上への射影．

証 明. 回 転 行 列

⎛
⎜⎝

cos π
4 0 sin π

4

0 1 0

−sin π
4 0 cos π

4

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

1√
2

0 1√
2

0 1 0

− 1√
2

0 1√
2

⎞
⎟⎠ に よ っ て 点 (a, b, c) は 点

⎛
⎜⎝

1√
2

0 1√
2

0 1 0

− 1√
2

0 1√
2

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝

a

b

c

⎞
⎟⎠ = (a+c√

2
, b, c−a√

2
) へ移る．

この点を第 2，3 座標軸で作られる平面上へ射影すると，

(b, c−a√
2

)を得る．

定理 5.2. 不等式 y ≤ �x+z
3 �を満たすチョコレートゲーム

の P-positionの集合を，補題 5.6 で与えられた変換で送る

と，シュルピンスキー図形を得る．

証明. P-positionの集合は {{x, y, z};x⊕y⊕z = 0}である．
この集合を，補題 5.6の変換で送ると，{{y, z−y

2 };x⊕y⊕z =

0}となり，それは補題 5.5 によりシュルピンスキー図形で

ある．

6. 他のチョコレートゲーム，逆形ゲーム

本論文で扱ったチョコレート問題と異なるタイプの問題

について考える．図 6.1，図 6.2 のチョコレートは著者

によって提案された．図 6.2 については，著者によって

P-positionが計算されて，その結果はオンラインのパズル

雑誌であるMathPuzzleの 2006年 1月分 [3]とセルビア国

立数学研究所のオンライン雑誌 [10]において掲載された．

しかし，P-positionを表すような数学的な公式は見つかっ

図 6.1 y ≤ x + z

Fig. 6.1 y ≤ x + z.

図 6.2 6 方向に切れるチョコレート

Fig. 6.2 A chocolate that can be cut in six directions.
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図 6.3 2y ≤ x + z を満たすゲームのグラフ

Fig. 6.3 A graph of the game that satisfies 2y ≤ x + z.

ていない．

図 6.1 のチョコレートの座標は不等式 y ≤ x + z を満た

している．このチョコレート問題の切り方は，本論文の問

題とほぼ同じであり，研究は完成している．宮寺，井上ほ

かによってゲーム学会誌 [1]に掲載が決まっており，座標

{x, y, z}を持つポジションが P-positionであるための必要

十分条件は，式 (32)と (33)である．

y ≤ x + z. (32)

x − 1 ⊕ y ⊕ z − 1 = 0. (33)

補題 3.2 により，式 (33)から y ≤ (x− 1) + (z − 1)が導か

れ，この不等式から式 (32)が導かれる．結果として図 6.1

のチョコレートの場合は，P-positionの条件としては，不

等式 (32)は必要でなく，式 (33)だけでよい．

それに対して，本論文での P-positionの条件は式 (34)，

(35)である．

3y ≤ x + z. (34)

x ⊕ y ⊕ z = 0. (35)

補題 3.2 を用いても，式 (35)から導かれるのは y ≤ x + z

であって，不等式 (34)を導くことはできない．このように

本論文においては，不等式 (34)の条件が必須で，不等式に

よる制限が P-positionの条件に密接に関わってくる．この

ような理由で，本論文の証明方法と宮寺，井上ほかによる

ゲーム学会誌 [1]の証明方法は大きく異なる．

不等式 ky ≤ x + zを満たすチョコレートで，kが奇数の

場合にはMiyaderaら [10]においてシュルピンスキー図形

が得られており，P-positionを表す式は k = 3の場合に近

いという予想ができ，著者らはその証明の完成を目指して

いるが，証明方法はゲーム学会誌 [1]で使われたものでは

なく，本論文で使われた方法を拡張することで実現しそう

な見込みである．理由は上に述べたように，k > 1となる

と不等式の条件が必須になるためである．

kが偶数の場合に関しては P-positionの特徴づけはまっ

たく分かっていない．付録の数式処理ソフトMathematica

のプログラムによって，2y ≤ x + zを満たすチョコレート

ゲームの P-positionの集合を補題 5.6 と同じ変換で平面へ

射影すると図 6.3 ができる．この図はシュルピンスキー図

形とはまったく違う．前節で考察したシュルピンスキー図

形とニム和の関係を考えると，ニム和が 0であるとか，そ

れに近いような数式で P-positionの集合を特徴づけること

は難しいという予想ができる．

チョコレートゲームのような組合せゲームと呼ばれる分

野では，正規形ゲームと逆形ゲームを考える．正規形ゲー

ムとは最後にプレーしたプレイヤが勝つものである．本論

文で扱ってきたチョコレートゲームでは，苦い部分を食べ

ることができない．したがって，相手に苦い部分を残した

プレイヤが勝つ．座標で表現すると，{0, 0, 0}の状態にし
たプレイヤが勝つ．これは最後にプレーした者が勝つこと

であるから，正規形ゲームである．それに対して逆形ゲー

ムとは，最後にプレーした者が負けるとするものである．

チョコレートゲームの正規形と逆形には興味深い関係があ

る．それについては宮寺 [11]において発表する予定であ

る．最後に本論文の研究に使ったMathematicaのコード

を書く．k = 2となっているが，k の値を他の数に変える

ことで座標が不等式 ky ≤ x+ zを満たすチョコレートゲー

ムの P-positionの座標を計算することができる．
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付 録
k=2;ss=75;al=Flatten[Table[{a,b,c},{a,0,ss},{b,0,ss},

{c, 0, ss}], 2];

allcases=Select[al,(1/k)(#[[1]]+#[[3]])>=#[[2]]&];

move[z_]:=Block[{p},p=z;

Union[Table[{t1,Min[Floor[(1/k)(t1+p[[3]])],p[[2]]],

p[[3]]},{t1,0,p[[1]]-1}],

Table[{p[[1]],t2,p[[3]]},{t2,0,p[[2]]-1}],

Table[{p[[1]],Min[Floor[(1/k)(t3+p[[1]])],p[[2]]],t3},

{t3,0,p[[3]]-1}]]];

Mex[L_]:=Min[Complement[Range[0,Length[L]],L]];

Gr[pos_]:=Gr[pos]=Mex[Map[Gr,move[pos]]];

pposition=Select[allcases,Gr[#]==0&];
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