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1 研究の背景と目的
本研究では, 多くのシミュレーション中に現れる線型方

程式Ax = bの求解問題に着目する. 特に,シミュレーショ
ン中のユーザからのインタラクションや時間経過によって
係数行列Aの一部の要素のみが変化をする状況でのリアル
タイムシミュレーションの実現を研究のターゲットとする.

2 研究の概要
一般に,連立一次方程式の求解問題では係数行列Aの逆

行列を直接求めて解を導出することは稀である [2]. しかし
ながら,Aの近似行列の逆行列が既知である場合, この逆行
列を用いた補正計算により高速にA−1 を求める方法が存
在すれば Aの逆行列を導出して方程式の解を求める方法
も十分に有効な手法となる.
このような目的で使用可能な数学公式の 1つに, SMW公

式 (Sherman-Morrison-Woodbury foumula)[1]がある. こ
の SMW公式は次のような式で表される.
(A + BC)−1 =

A−1 − A−1B(I + CA−1B)−1CA−1 (1)
ここでAはn×n, Bはn×s, Cは s×nの大きさの行列で,
Aは正則であるとする.すなわち,Aの近似行列A′がA−1

を用いて補正により求まる可能性を示唆している. A′ =
A + ∆Aと表現し,さらに∆Aを∆A = ∆Ac × I × Ec

とする. ここで,B = ∆Ac, C = Ec と考えると, まさし
く式 (1)より (A′)−1 が求まることになる (式 (2)).
(A + ∆A)−1 =

A−1 − A−1∆Ac(I + EcA
−1∆Ac)−1EcA

−1 (2)
式 (2)において,右辺第 2項の行列計算のサイズは図 1の
ようになる. (I + AcA

−1∆Ac)−1 の計算に O(s3)の時
間がかかるが,n >> sかつ sを定数とみなせる場合, 全体
としては O(n2)となる.

図 1: SMW公式の行列積部分の行列サイズ
SMW公式での計算行程では行列積計算が多くの割合を占
め, 並列処理による高速化が得られる. また,∆AcとEcは
疎行列であるため,Aが疎行列か密行列かによらず疎行列
性が利用できる.我々の研究では,スレッド並列による並列
処理と疎行列圧縮を併用し, 以下の手順で計算を行うこと
で,4.6倍の高速化を達成した [3].

1. S1 = A−1 × ∆Ac

2. S2 = Ec × S1
3. S3 = I + S2
4. S4 = (S3)−1 を直接法で計算
5. S5 = Ec × A−1

6. S6 = S4 × S5
7. S7 = S1 × S6
8. S8 = A−1 − S7
9. S9 = S8 × b

しかし,ステップ 7,8について十分な並列化効果が得られ
ず, 実行時間全体の 95%を占めていることを確認した. こ
れは計算時に行列が疎行列圧縮できず, メモリアクセスが
ボトルネックになっていると考えられる. そこで本研究で
は,複数の計算ノードを用いて並列化し, 利用できるメモリ
バンド幅を増やすことによる高速化効果について検討する.

3 ハイブリッド並列による高速化
複数の計算ノードを用いて並列化することで,利用でき

るメモリバンド幅を増やし高速化を図る. ノード間での
通信量を抑えるため, ステップ 1～6 は各ノードが全領域
を計算し, ステップ 7～9 を MPI を用いたノード間並列
で計算を行った. この方法では,全ノードに bを送信なら
びに各ノードから xを受信するタイミングでしか通信は
発生しない. 更に各ノード内で,OpenMPを用いてステッ
プ 4以外を並列化する. 実験の実行環境はCPU:Core2Duo
2.66[GHz],Memory:2[GB],L2 Cache:4[MB], OS:Linux 2.6.19-
1.2895.fc6を 8ノード用意し,Gigabit Ethernetで結合した.
コンパイラは icc 12.0 (-O3オプション + MKL10.0.3.020)
を用いた. 係数行列Aのサイズ nは 3759,非零要素の割合
は 1.00%の行列である. サイズ sについては 32で固定し
た. ステップ 1～9までを合計した実行時間を図 2に示す.

図 2: 複数ノードで並列計算時の実行時間
ノード間並列計算を用いることで,計算時間の 96.9%を占
める部分を並列処理することができ, ノード数が 1の場合
と 8の場合を比較すると 6.1倍の高速化が得られた. スレッ
ド並列の効果としては 1.3倍程度の高速化が得られ, ハイ
ブリッド並列を行うことで全体として 8.1倍の高速化を達
成した.

4 考察
SMW公式の計算において,1台のノード内でのマルチコ

ア並列処理では十分な高速化が得られなかったステップ 7,8
に対して複数の計算ノードを用いた並列計算を行うことで,
それぞれ 8.0倍,7.8倍の高速化が得られた. このことから,
メモリアクセスの競合が十分な高速化が得られなかった原
因であることが確認できた. ノード間の通信時間も 8ノー
ドの場合で 3[msec]程度と,得られた高速化効果に対して
微々たるものであると考えられる. ハイブリッド並列を行
うことで実行時間全体を 8倍以上高速化することができ,
ハイブリッド並列が有効な手法であることを確認した.
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