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メニーコアプロセッサによる進化計算を用

いた数独解法の高速化  
 

佐藤裕二†	 長谷川直広†	 佐藤未来子††	 並木美太郎†† 
 
本稿では，数独問題を用いて，メニーコアプロセッサを用いた進化計算並列化に
より，これまで処理時間の問題から進化計算の適用が検討されなかった問題で
も，実用的な時間内で処理できる可能性を示す．精度向上のために遺伝子座間の
リンケージを考慮した遺伝的操作を適用し，性能向上のための並列化のモデルと
しては，個体数が制限された条件下での初期値依存性対策として，各ストリーミ
ングマルチプロセッサ内で独立に遺伝的アルゴリズムをマルチスレッドで並列
実行するモデルを用いる．特に NVIDIA 社から市販されている GPU の一つであ
る GeForce GTX460上で進化計算を並列処理することで，超難問でも実行時間は
数秒程度であり，かつ正答率 100%も達成できることを示す． 
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In this paper, we use the problem of solving Sudoku puzzles to demonstrate 
the possibility of achieving practical processing time through the use of 
many-core processors for parallel processing in the application of genetic 
computation to problems for which the use of genetic computing has not been 
investigated before because of the processing time problem. To increase 
accuracy, we propose a genetic operation that takes building-block linkage 
into account. As a parallel processing model for higher performance, we use a 
multiple-population coarse-grained GA model to counter initial value 
dependence under the condition of a limited number of individuals. 
Specifically, we show that it is possible to reach a solution in a few seconds of 
processing time with a correct solution rate of 100%, even for extremely 
difficult problems by parallel processing of genetic computation on a GeForce 
GTX 460, a commercial GPU produced by the NVIDIA Corporation. 

1. はじめに   

進化計算を高速化する一つの手段として並列計算機上での進化計算実装方法の研

究[1-5]が 1990 年頃から行われてきたが一般には普及していない．一方，近年，マル
チコアプロセッサや Graphical Processing Unit (GPU)などのメニーコアプロセッサが一
般の PC にも使われ普及の傾向にある．メニーコアプロセッサの特徴は，超並列計算
機と比較して，数～数百の小，中規模の並列性を対象とすること，および安価に利用

することができることである．このような背景から，メニーコアプロセッサ上への進

化計算の並列化研究が始まっている[6-10]．ただし，現状は代表的な GPUを用いて進
化計算向きのベンチマークテストを用いた報告が中心である． 
我々の研究目的は，実応用問題を用いて，マルチコアプロセッサや GPUなどを用い

たメニーコア環境での進化計算並列化により，これまで処理時間の問題から進化計算

の適用が検討されなかった問題でも，実用的な時間内で処理できることを示すことで

ある．そのための第一歩として，本稿では実応用問題として数独[11]を取り上げ，GPU
を用いた高速化の検討を行う．なぜなら，(1)数独は世界的に普及している実応用問題
である，(2)シングルコアを前提とするとバックトラックアルゴリズム[12]と比較して
処理時間が大きく劣る一方，バックトラックアルゴリズムが並列化困難なのに対して

進化計算は並列化向きであるため，GPUのコア数が増えた場合，処理時間が逆転また
は同等になる可能性がある，(3)GPUはゲームの CG処理用として最近のゲーム機には
搭載傾向のため，一般的なゲーム問題で GPUを用いた高速化を考えることもできる，
(4)問題のサイズを 9 x 9から 16x16など大きくしていくと，バックトラックアルゴリ
ズムでは処理時間が指数関数的に増加するのに対して，進化計算は確率的探索アルゴ

リズムなので処理時間が逆転する可能性がある，などの特徴があるためである． 
一方，数独解法に進化計算を適用する研究例は多くはなく，難しい問題を実用的な

時間で解くことが出来なかった．この原因の一つとして，9 x 9の問題サイズは，バッ
クトラックアルゴリズムにとっては探索空間が問題にならない程度の大きさである一

方，進化計算には数独問題の性質から交叉で有効な部分解（Building Block (BB)）を壊
しやすい難解な問題であることが考えられる．この問題に対応するために，既に我々

はリンケージ(linkage)[13]を考慮した遺伝的操作を提案し世代数の観点から進化計算
を用いた従来手法に比べて大きく改善できる可能性を示した[14]．一方，処理時間で
は，バックトラックアルゴリズムにまだ大きく劣る状況にあった． 
本稿では，GPUによる進化計算の並列化の並列化により，進化計算の処理時間が大
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きく改善される可能性を示す．以下，第 2章で，並列計算機やメニーコンプロセッサ
上での進化計算並列化に関して示す．第 3章でリンケージを考慮した遺伝的操作概略
と GPU 上での並列 GA の実装方法の提案を行なう．第 4 章で数独の超難問を用いて
CPU上での実行と GPU上での実行の比較評価を行い，最後に考察とまとめを行う． 

2. 進化計算と並列高速化  
2.1 超並列計算機による高速化  
進化計算を探索問題に適用する場合，複数の個体（個体集団）が異なる初期値から最

適解の探索を並行して行う．探索に関しては評価値の高い個体（親個体）を基に遺伝

的操作を行い次の探索点（子個体）を求める．現在の個体集団に属する全ての個体の

評価を行い，その評価値に基づいて親個体の選択，遺伝的操作を行い，次世代の個体

集団を生成する操作を 1 世代とし，世代交代を繰り返しながら最適解の探索を行う．
各個体に対して行う評価は全て同じ評価関数を適用するため，SIMD 型のアーキテク
チャとの相性が良いと考えられる．1個体当りの実行時間を Texe，個体数を N，世代数
を G とした場合，シングルコアの場合の実行時間 Tsingleと超並列計算機を用いた場合
の実行時間 Tmpはそれぞれ式(1)，式(2)で表せる． 

  

€ 

TSingle =G × N × Texe      (1) 

  

€ 

Tmp =G × Texe =
TSingle
N

     (2) 

ただし，式(2)では個体ごとにコアプロセッサを割当て，コアプロセッサ間のデータの
転送時間は無視できると仮定した場合の理想的な値である．実際には，進化計算では

評価値の高い親個体同士が物理的に遠く離れたコアプロセッサに位置する場合があり，

遺伝的操作のためのデータ転送時間が問題となる場合が多い．また，データ転送のコ

ンフリクトを避けるための制御が必要となる．従って，遺伝的操作を物理的に隣接し

たコア間に限定するなど，超並列計算機上での進化計算の効率的な実行に関する研究

が 1990年頃から行われている． 
2.2 メニーコアプロセッサによる高速化  
メニーコアプロセッサの概略モデルを図 1 に示す．m 個の Streaming Multi-processor 
(SM)が Global Memory (GM)を介して通信を行う構成となっている．各 SMは n個のコ
アプロセッサと共有メモリから構成されている．SM 内のコアプロセッサ間および共

有メモリとのデータの読み書きは高速に行える一方，SM 間および SM と GM 間のデ
ータの読み書きは SM 内の 100 倍程度遅い構成を仮定している．図 1 は GPU を想定

した構成でるが，n = 1として共有メモリをローカルメモリに置き換えれば，マルチコ
アプロセッサにも適用可能である． 

 
図 1	 メニーコアプロセッサの概略モデル 

 
進化計算をメニーコアプロセッサに実装する場合，遺伝的操作などのために SM 間の
通信を毎世代行うと性能低下となるため，個体集団を複数のサブ集団に分割して各

SM に割当て，適当なタイミングで SM 間のデータ送受信を行うモデル（島モデル）

の実装が妥当と考えられる．SM と GM の間のデータ読み込み時間と書き込み時間が
いずれも Trwであるとし，t世代ごとに GMを介して SM間でデータ転送を行うとする
と，メニーコアプロセッサで島モデルを仮定した場合の実行時間 Tmany1は式(3)で表せ
る． 

      (3) 

島モデルでは，どのようにサブ集団に分割するか，どのようなデータをどのようなタ

イミングでやり取りするかは設計者が経験に基づき試行錯誤で決める必要がある．ま
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た，SM 間の通信速度の性能が低い場合十分な性能が得られないことが考えられる．

従って，SM ごとに初期値のみ変えて同一プログラムを実行し，最適解を得た SM が

見つかった時点で終了する方式も考えられる．SM ごとに独立して扱った場合の実行

時間 Tmany2は式(4)で表せる． 

      (4) 

式(4)は SM間で乱数の重なりが少なく分布が一様であるほど効果は大きいと推測され
る．変数αは乱数の分布に依存する効果を表すための変数である．一方，個体集団サ
イズが SM内の共有メモリの容量で制限される． 
2.3 遺伝的操作レベルの並列高速化  
上記(1)，(2)はいずれも個体レベルの並列高速化である．一方，応用問題や遺伝的操作
の設計方法により，個体の評価値を決める計算や遺伝的操作の並列化を考えることが

できる．1 個体の実行時間 Texeの内，k の割合の処理に対してβ倍の並列化を実現でき
た場合，Texeは式(5)に示す Texe’に置き換えることができる． 

        (5) 

以下，ここでは式(4)に示す個体レベルの並列化と式(5)に示す遺伝的操作レベルの並列
化を，進化計算を用いた数独問題の解法を GPUに実装した場合の評価を行う． 

3. 遺伝的操作を用いた数独解法と GPU への実装方法  

3.1 数独解法のためのリンケージを考慮した遺伝的操作  
数独の解法に GA を適用する研究例は既に幾つか存在する．例えば，文献[15]では

リージョンごとのサブ染色体をつなぎ合わせた全長 81 ビットの１次元の染色体を定
義し，リージョン間のつなぎ目のみに交叉位置を限定した一様交叉を行っている．ま

た，文献[16]では同様の染色体の定義を用いて，リージョン間のつなぎ目のみに交叉
位置を限定した 1 点交叉，2 点交叉，行または列単位の交叉などに関して交叉法の違
いによる有効性の差異を比較調査している．これらの例では，簡単な問題に関しては

最適解を容易に見つけ出している一方，初期配置数の少ない難解な問題は現実的な時

間内で最適解を求められない場合が多い．その原因として，GA のメインオペレーシ
ョンである交叉が BB を破壊しやすい設計となっていることが考えられる．この問題
を解決する一つの手段として，図 2に示すリンケージを考慮したリージョンブロック
から構成される行または列単位の交叉方法の提案[14]を行った．また，選択の際に，

単純なローカルサーチの機能 (Multiple Offspring Sampling: MOS)の追加を行った．選
択はトーナメント選択用い，評価関数は「縦・横の各列と行で数字が重複しない」と

いう条件を基に，式(1)に示すように，各列と行の異なる要素数をそれぞれの列と行の
評価値 g, hとし，全ての列と行の評価値の総和を個体の評価値 fとした． 

     (6) 

  , 
 

 

 
図 2	 リージョンブロックから構成される行または列単位の交叉例 

 
表 1 に， 数独の初期配置数と最適解を得られた割合および最適解を得るまでにか

かった世代数との関係を示す．評価用の数独問題は，問題集[17]から初級（問題番号
1，11）・中級（29，27）・上級（77，106）問題を各 2 問，計 6 問選択した．突然変
異のみ適用した場合（一種のランダムサーチ），突然変異と提案する交叉を適用した場

合（mut+cross），突然変異と交叉の他に局所探索能力を向上させる工夫を付加した場
合（mut+cross+LS）に関して，探索の打ち切り世代数を 100,000 世代に設定し，それ
ぞれ 100 回実行した平均を比較している．100,000 世代で解が得られなかった場合は
100,000 世代として計算して表示している．探索を 100,000 世代で打ち切った場合，
難しい問題に対して最適解を得る割合が，突然変異に提案する交叉を加えることによ

り，さらにローカルサーチの機能を加えることにより明らかに向上していることが分

かる．また，解を求めるための平均世代数も削減していることが分かる． 
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表 1 : 問題の難易度と解を見つけるまでの平均世代数の関係 (打切り世代数: 100,000, 
試行回数: 100) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3.2 GPU への実装方法  
評価のための GPU として SM 内のコアプロセッサ数を考慮して NVIDIA 社の

GTX460 を用いる．SM の数に等しい 7 個のブロックを考え，各ブロック内では個体
数分のスレッドを用いた並列化を行う．CUDAプログラムを効率良く実行するために，
ここでは以下に示す対策を行う． 
(1) 初期値依存性対策を考慮した実装  
シングルコアを用いた予備実験では，正答率と妥当な実行時間を考慮して個体数を

150に設定した．一方，個体数 150とした場合は最適解を見つけるまでの処理時間の
分散が大きく，最適解が見つかるまでの世代数は初期値に依存することが分かった．

一方，GPUでは並列化の効果で個体数を増やしても処理時間に与える影響は少ないと
推測される．その反面，並列性を高めるためには個体データなど進化計算に必要な情

報は GMではなく各 SM内の共有メモリに実装する必要があるが，共有メモリの容量
は小さく，必ずしも十分な個体数を確保できない．また，GPUでは SM間のデータ転
送速度が，SM内の通信速度に比べて，極端に遅いため，SM間の通信が頻繁に必要な
実装方式は適さない．従って，ここでは，個体情報などの初期値のみを変えて各 SM
内で同じ進化計算プログラムを実行し，いずれかの SM で解が見つかれば終了する実
装方法とする．すなわち，各 SM 内ではスレッドを用いた進化計算プログラムの並列
実行を行い，各 SM で初期値を変えて実行することで初期値依存性の対策を考える．
各 SM が初期値を変えて同じプログラムを実行することから SIMD 型の並列処理と考
えられる． 
(2) 高速な共有メモリの節約利用  
マルチコアプロセッサ上にベンチマークテストを実装して評価した先の実験[10]では，

乱数生成のためのテーブルを各コアに準備することで乱数生成に要する時間の短縮を

行った．一方，GTX460 の共有メモリの容量は最大でも 48KB と少量であり，乱数テ
ーブルを各 SM内の共有メモリに準備すると，必要な個体数を定義できなくなる．そ
こで，乱数テーブルは準備せず，ライブラリ関数 CURANDを用いることで対応する． 
CURANDを用いた乱数生成は，各コアに乱数テーブルを準備する場合に比べて処理時
間は増えるが，遺伝的操作の度ごとにホストで乱数を生成して各 SM にその値を転送
する場合に比べて大きく処理時間を短縮できる．また，読み込み専用のコンスタント

メモリ 64KBのうち，8KBがキャッシュとして高速にアクセスできるため，数独の初
期配置(4 bytes (int) x 81 = 324 bytes) をこのキャッシュメモリに格納する．共有メモリ
に割当てるデータは，以下の通りである． 
	 ・個体データ格納用エリア：1 byte (char) x 81 x N x 2 
	 ・トーナメント選択の作業用エリア：4 bytes (int) x N 
	 ・交叉の作業用エリア：4 bytes (float) x N/2 
	 ・突然変異の作業用エリア：1 byte (char) x 81 x N 
(3) サブ染色体単位での並列処理  
図 3に 9つのリージョンブロック内の突然変異と３スレッドへの処理割当の例を示す．
3 x 3のリージョンブロックから構成される数独では，リージョンごとの処理を並列実
行するために，1 個体の処理に 9 スレッドを割当てることが考えられる．一方，共有
メモリの容量の制限から，ここでは 1個体の処理に 3スレッドを割当て，図 2に示す
3 つのリージョンブロックから構成される行または列ごとに，交叉や突然変異などの
処理を 3スレッドで並列処理することで高速化を図る． 
 

 
図 3	 リージョンブロック内の突然変異とスレッドへの処理割当の例 
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4. 評価実験  
4.1 GPU を用いた高速化  
表 2に，今回の実験で使用した GPU，GTX460の仕様概略を示す． 
 

表 2 : GTX460の仕様概略 
Board ELSA GLADIAC GTX 460 

#Core 336 (7 SM x 48 Core/SM) 
Clock 675MHz 

Global memory 1GB (GDDR5 256bits) 
Shared memory/SM 48KB 

#Register/SM 32768 
#Thread/SM   1024 

 
移植性，プログラミングのし易さなどの観点から，Java言語で作成して先の実験を

行っていたため，最初に Javaから Cへのプログラミング言語の変換を行い，次に GPU
上へ実装して比較評価を行った．先の実験同様，打切り世代数を 100,000 世代とし，
個体数を 150に設定した場合，GPUを用いて高速化した効果[18, 19]を表 3～表 5に
示す．超難問に属する問題として文献[20]で紹介されている，Super Difficult-1 (SD1), 
Super Difficult-2 (SD2), Super Difficult-3 (SD3)を用いて評価した結果をそれぞれ示して
いる．ただし，打切り世代数を設定しない場合は，全て最適解を見つけることに成功

している．尚，GPUの実行環境は以下の通りである． 
OS: Ubuntu 10.04 
CPU: Phenom X4 945 (3GHz 4 cores) 
GPU: GTX 460 
GCC: 4.4.3 
CUDA Toolkit: 3.2 RC 

 
表 3 : GPUを用いて進化計算を並列高速化した効果 (SD1, Givens: 24) 

 Count Average CPU time 
Java  99 26,333 4m 41s 773  
C 91 35,977 1m 10s 218  
GTX460 

#SM: 7 100 10,014 2s 906  

 
表 4 : GPUを用いて進化計算を並列高速化した効果 (SD2, Givens: 23) 

 Count Average CPU time 
Java  83 45,468 7m 50s 678  
C 86 44,250 1m 26s 320  
GTX460 

#SM: 7 97 22,142 6s 391 
 
表 5 : GPUを用いて進化計算を並列高速化した効果 (SD3, Givens: 22) 

 Count Average CPU time 
Java  74 55,247 9m 28s 888  
C 71 57,323 1m 51s 166  
GTX460 

#SM: 7 95 30,107 8s 727 
 
 
4.2 スケーラビリティの調査  
今回の方式は，SMの数に関してスケーラビリティがあり，SMの数が増えれば初期

値依存性対策の効果も向上すると考えられる．そこで，SM の数を 1 から 7 まで変化
させて正解が得られるまでの世代数，実行時間と正答率を調査した結果[19]を表 6~
表 8に示す．打切り世代数を 100,000世代とし，個体数を 150に設定して 100回実験
した平均を表示している． 

 
表 6 : SM数と性能の関係 (SD1, Givens: 24) 

 Count Average CPU time 
#SM: 1 62 57,687 16s 728  
#SM: 2 80 40,820 11s 845  
#SM: 3 89 30,053 8s 733  
#SM: 4 98 19,020 5s 527  
#SM: 5 97 13,718 3s 985  
#SM: 6 99 12,037 3s 495  
#SM: 7 100 10,014 2s 906  
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表 7 : SM数と性能の関係 (SD2, Givens: 23) 
 Count Average CPU time 

#SM: 1 50 70,067 20s 199  
#SM: 2 69 58,786 16s 958  
#SM: 3 82 41,757 12s 630  
#SM: 4 93 31,254 9s 260  
#SM: 5 95 28,709 8s 287  
#SM: 6 97 22,065 6s 368  
#SM: 7 97 22,142 6s 391  

 
表 8 : SM数と性能の関係 (SD3, Givens: 22) 

 Count Average CPU time 
#SM: 1 32 82,742 23s 958  
#SM: 2 59 68,050 19s 722  
#SM: 3 73 57,037 16s 558  
#SM: 4 77 47,811 13s 879  
#SM: 5 89 37,302 10s 819  
#SM: 6 94 33,256 9s 641  
#SM: 7 95 30,107 8s 727  

 
4.3 最小世代数  
実装技術などの進歩により，GPU を構成する SM 数，SM 内のコアプロセッサ数や

共有メモリの容量が増加し，初期値依存性の緩和に有効に働くことが考えられる．初

期値依存性の問題が解決された場合の目標性能を見積もるために， SD1 から SD3 を
解くために要した最小世代数とその時の実行時間を表 9に示す． 

 
表 9 : 最小世代数とその実行時間 

 Best CPU time 
SD1   83 25 ms 
SD2 158 47 ms 
SD3 198 76 ms 

 

4.1 考察  
表 5～表 7から，CPUでの実行に比べて GTX460を用いた進化計算の並列処理によ

り，SD1では Java言語で書かれたプログラムに対しては 97.0倍，C言語で書かれたプ
ログラムに対しては 24.2 倍高速となっている．SD2 では Java 言語で書かれたプログ
ラムに対しては 73.6倍，C言語で書かれたプログラムに対しては 13.5倍高速となって
いる．SD3では Java言語で書かれたプログラムに対しては 65.2倍，C言語で書かれた
プログラムに対しては 12.3倍高速となっている．実行時間が Java言語で 10分程度必
要だった問題も 10秒以内で実行可能であり，また正答率も 100%近いことから，GPU
などを用いた進化計算並列化により，これまで処理時間の問題から進化計算の適用が

検討されなかった数独問題でも，実用的な時間内で処理できることを示せたと考える．

また，表 8~表 10から，SMの数の増加に伴い，実行時間は減少し，正答率は確実に
増加していることが分かる．特に表 11から，SMの数が十分増えることで，あるいは
何らかの手法で初期値依存性の問題が解決されれば，GPUを用いた進化計算並列化で，
数独の超難問を安定して 1秒以内に解くことができる可能性があると考える． 
一般に，個体数を増やした方が並列化の効果は大きいと考えられる．一方，3.3 (2)

で示した共有メモリに割当てられるデータから，個体数を N としてその総量は 249N
となる．従って，48KB の容量の共有メモリに格納できる個体数の上限が 192 である
ことが分かった．また，192が SM内のプロセッサの数 48の倍数であり，また CUDA
のスレッド処理単位 32の倍数であることを考慮して，個体数を 192に設定した場合の
実行時間と正答率を表 10に示す． 

 
表 10 : SM当りの個体数の上限値を設定した場合の実行時間と正答率 

Sudoku Count Average CPU time 
SD1 100 9072 2s 751 
SD2 100 13,481 4s 530 
SD3 100 22,799 6s 862 

 
個体数を 150 に設定した場合と比較して，SD1 では，正答率が 100%へのまま，処

理時間が約 5%短縮している．SD2では，正答率が 97%から 100%へ向上し，処理時間
が約 29%短縮している．SD3 では，正答率が 95%から 100%へ向上し，処理時間が約
21%短縮している．適切な値に個体数を設定することにより，CPUでの実行に比べて，
GPU を用いて進化計算を並列化することで，C 言語で書かれたプログラムに対して，
SD1 では 25.5 倍，SD2 では 19.1 倍，SD3 では 16.2 倍まで高速化率を向上できること
が分かった．また 3種類全ての超難問に対して 100,000世代以内で正答率 100%を達成
できることが分かった． 
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5. おわりに  
本稿では，数独問題を用いて，マルチコアプロセッサや GPUなどを用いたメニーコ

ア環境での進化計算並列化により，これまで処理時間の問題から進化計算の適用が検

討されなかった問題でも，実用的な時間内で処理できる可能性を示した．特に NVIDIA
社から市販されている GPUの一つである GTX460上で進化計算を並列化することで，
CPU を用いて C 言語で書かれたプログラムを実行する場合と比較して，実行時間は
16倍～25倍高速化し，かつ超難問でも正答率 100%を達成できることを示した．今後
はより集積度の高い GPUを用いて遺伝的操作の見直しや島モデルなどの実装を行い，
バックトラックアルゴリズムとの比較を行う． 
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