
対称一般固有値問題のフィルタ作用素を用いた不変部分空間の近似構成

村 上 弘†

A，Bが大規模な実対称行列でBは正定値である一

般固有値問題 Av = λBvの固有対で固有値 λが区間

[a, b] にあるものだけを求める近似解法として，フィ

ルタ対角化法1),2) がある．

恒等作用素 IとレゾルベントR(τ) = (A−τB)−1B

の線形結合 F ≡ c∞I +
∑2n

p=1
γpR(τp)をフィルタ作

用素として用いることにする．このとき固有値 λの固

有ベクトル v に対して Fv = f(λ)v が成立する．こ

こで f(λ) ≡ c∞ +
∑2n

p=1
γp/(λ − τp) はフィルタ F

による vの伝達率を表す．フィルタのシフト量 τp と

線形結合の係数 γp は，指定された区間 [a, b] に固有

値がある固有ベクトルはよく伝達するがそれ以外の固

有ベクトルは強く減衰するようにうまく調整する5)∼7)

（実対称定値一般固有値問題に用いるフィルタ F は実
作用素に限定できて，シフト量も線形結合の係数もそ

れぞれ n組の複素共役対になる）．

フィルタ対角化法では，まず乱数ベクトルの組から

計量 B で正規直交化された十分多い個数のベクトル

の組X を作成する．そうしてフィルタ F を入力ベク
トルの組 X の各ベクトルに作用させて得られた出力

ベクトルの組を Y とする．

従来の方法では，このフィルタ出力の組 Y を計量B

で特異値分解して，特異値が閾値以上の特異ベクトル

だけを集めた組を Z とする．そうして subspace法を

用いてベクトルを span(Z) 内に制限した元の固有値

問題の近似固有対を求める，という手順を採用してき

た．しかしこの方法の問題点として，特異値の閾値の

設定に明確な基準が欠けていること，および subspace

法に与える空間 span(Z) は元の固有値問題の不変部

分空間の近似にはならないので，一般的には得られた

近似固有対の中に残差のノルムが非常に大きい偽の固

有対が現れることを挙げることができる．

今回の改良された新しい方法は，F がレゾルベント
の線形結合であることから，元の固有値問題の固有ベ

クトルはまた同時に作用素 F の固有値問題の固有ベ
クトルにもなることを最大限に利用する．作用素F の
空間 span(Y )上に制限された固有値方程式Fv = ρv，
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但し v = Y uに対して，X と計量 B で内積をとって

得られる次数の小さい対称一般固有値問題 αu = ρβu

の固有対 (ρ,u)を解き，フィルタの通過帯域 λ ∈ [a, b]

での伝達関数 f(λ)の値域に含まれる ρを持つ近似固

有対のベクトル uと対応する F の近似固有ベクトル
v = Y u を集めた組を作り，それを計量 B で正規直

交化して基底の組 W とする．そうして subspace 法

によりベクトルを span(W )内に制限した元の固有値

問題の近似固有対を求める．この方法ではフィルタの

出力の組 Y 以外に入力の組X の情報も利用し，さら

にフィルタの伝達関数の形状の情報も用いることで，

従来の方法における閾値の設定の曖昧さの問題が解消

され，また span(W )が元の固有値問題の不変部分空

間のよい近似を与えるという利点がある．

実対称行列A，Bが幅の狭い帯行列である場合の実

験例を当日会場で紹介する．
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