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グラフクラスと部分グラフ同型性

斎 藤 寿 樹†1 大 舘 陽 太†2

来 嶋 秀 治†3 宇 野 毅 明†4

部分グラフ同型性判定問題は 2 つのグラフ G と H が与えられたとき, G を H に
埋め込めるかどうかを判定する問題である．この問題は, ハミルトンパス問題や最大
クリーク問題など多くの NP-完全な問題を含んでいるため, 一般のグラフ上だけでな
く, 二つのグラフを連結な平面グラフに制限しても NP-完全である．
本論文では, ハミルトンパス問題や最大クリーク問題, 同型性判定問題を多項式時間

で解くことができるグラフクラス上の部分グラフ同型性判定問題を扱う. 具体的には,

真区間グラフ (Proper interval graphs), 準閾値グラフ (Trivially perfect graphs),

二部置換グラフ (Bipartite permutation graphs) 上の部分グラフ同型性判定問題が
NP-完全であることを示す. また, これらのグラフクラスの部分クラスである補鎖グラ
フ (Co-chain graphs), 鎖グラフ (Chain graphs), 閾値グラフ (Threshold graphs)

に対し, 多項式時間アルゴリズムを提案する．

Graph Classes and Subgraph Isomorphism

Toshiki Saitoh,†1 Yota Otachi,†2 Shuji Kijima†3

and Takeaki Uno †4

The subgraph isomorphism problem is to determine whether a graph is iso-
morphic to a subgraph of another graph. Since it includes the Hamiltonian
path problem, the subgraph isomorphism problem is NP-complete even if the
input graphs are connected plannar graphs.
In this paper, we deal with proper interval graphs, trivially perfect graphs,

and bipartite permutation graphs, and their subclasses. We know that on these
graphs Hamiltonian path, maximum clique, and isomorphism problems can be
solved in polynomial time. We show that the subgraph isomorpshim is NP-
complete even when both of given graphs are connected proper interval graphs,
trivially perfect graphs, and bipartite permutation graphs. Then, we propose
polynomial time algorithms for the subgraph isomorphism problem on co-chain
graphs, chain graphs, and threshold graphs.

1. は じ め に
H = (VH , EH) と G = (VG, EG) をグラフとする. ただし, |VH | ≤ |VG|, かつ,

|EH | ≤ |EG| とする. ここで, 以下を満たす VH から VG への単射写像 f が存在すると

き, H は Gに部分グラフ同型であるという.

{u, v} ∈ EH ⇒ {f(u), f(v)} ∈ EG.

このとき, f をH から Gへの部分グラフ同型写像という. また, このときH は Gに埋め込

めるともいい, f を H から Gへの埋め込みともいう. 二つのグラフ Gと H が与えられた

とき, H が Gに部分グラフ同型かを判定する問題を部分グラフ同型性判定問題という. こ

の問題は, LSI設計やバイオインフォマティクス, パターン認識など, 様々な分野に応用があ

ることが知られている3).

部分グラフ同型性判定問題は,最大クリーク問題やハミルトンパス問題を含んでいるため,

平面グラフ, コーダルグラフ (Chordal graphs), 二部グラフといったグラフでも NP-完全で

ある6). また, 二つのグラフ Gと H が共に連結な外平面グラフ (Outer planar graphs)で

あっても, NP-完全であることが示されている13). しかし, GとH が共に 2連結な外平面グ

ラフである条件を加えることによって, 多項式時間アルゴリズムが存在する9),13). さらに,

2連結な外平面グラフという条件を拡張し, k 連結な部分 k 木に対する多項式時間アルゴリ

ズムが提案されている5),11). 近年では, 平面グラフに対する FPTアルゴリズムが発表され

た2). 平面グラフ以外では, 二つのグラフがコグラフのとき NP-完全であることが知られて

いる1). また, 二つのグラフ Gと H が木のとき多項式時間で解けるが, グラフ H が森の場

合, NP-完全である6). このように埋め込むグラフ H が連結か非連結かで, 問題の難しさが

異なる場合がある. また, Gを二部置換グラフとし, H を森とすると, NP-完全であること

が知られている12).

本論文では, 真区間グラフ (Proper interval graphs), 準閾値グラフ (Trivially perfect

graphs), 二部置換グラフ (Bipartite permutation graphs)とその部分クラスにの部分グラフ

同型性判定問題について扱う. これらのグラフクラス上では, ハミルトンパス問題, 最大ク

リーク (最大二部クリーク)問題, 同型性判定問題など, 多くの計算量上困難とされている問

題を多項式時間で簡単に解けることが示されている. しかし, 本論文では, 真区間グラフ, 準
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閾値グラフ, 二部置換グラフにおいて, 部分グラフ同型性判定問題が NP-完全であることを

示す. 特に, 入力の二つのグラフGとH が共に連結で, さらに二つのグラフの頂点数が等し

い, という制限を加えても NP-完全であることを示す. 特に, Johnsonにより区間グラフの

部分グラフ同型性判定問題が NP-完全であるかどうかは有名な未解決の問題であった8). 今

回, その部分クラスである真区間グラフや準閾値グラフといったグラフクラスにおいて NP-

完全であることを示すことにより, この未解決問題をさらに制限した問題に対する困難性の

証明を与えることに成功した. また, 部分グラフ同型性判定問題に類似した問題として誘導

部分グラフ同型性判定問題があり, 近年, 区間グラフ上の誘導部分グラフ同型性判定問題が

盛んに研究されている. 具体的には, Marxと Schlotterにより, 区間グラフの誘導部分グラ

フが NP-完全であることが証明された10). また, Heggernesらにより, 真区間グラフの誘導

部分グラフ同型性判定問題は一般には NP-完全であるが, 二つのグラフが共に連結である

場合, 多項式時間で解けることが示されている7). これらの結果と本論文の結果により, 誘

導部分グラフ同型性判定と部分グラフ同型性判定問題の問題の難しさが本質的に異なるこ

とを示せた. また, 閾値グラフ (Threshold graphs), 鎖グラフ (Chain graphs), 補鎖グラフ

(Co-chain graphs) に対する多項式時間アルゴリズムを提案する. これらのアルゴリズムは

次数列を使った単純なアルゴリズムである. 以上の結果をまとめたものを図 1に示す.

2. 準 備
本論文で扱うグラフはすべて無向でかつ単純なグラフとする. G = (V,E) をグラフと

し, V = {v1, v2, . . . , vn} とする. 頂点 vi の隣接点集合 {vj | {vi, vj} ∈ E} を N(vi) と

書き, 閉じた隣接点集合を N [vi] = N(vi) ∪ {vi} と書く. 頂点 vi に接続している頂点

の数を次数 d(vi) = |N(vi)| といい, 次数の非増加な列 (d(v1), d(v2), . . . , d(vn)) をグラフ

G の次数列と呼ぶ. また, {vi, vj} ∈ E となる i < j が存在するとき, N∗(vi) = N [vi]

とし, 任意の j(> i) に対し, {vi, vj} /∈ E のとき, N∗(vi) = N(vi) とする. また,

E = {{vi, vj} | {vi, vj} /∈ E}とし, グラフ G = (V,E)を Gの補グラフという. V ′ ⊂ V の

とき, E[V ′] = {{vi, vj} | vi, vj ∈ V ′, {vi, vj} ∈ E}とし, G[V ′] = (V ′, E[V ′])を V ′ で誘

導される部分グラフとする. 互いに素な二つの集合X,Y の和集合をX ∪̇Y と書き,
∪̇k

i=1
Ui

を U1 ∪̇ U2 ∪̇ . . . ∪̇ Uk とする.

グラフクラス C の部分グラフ同型性判定問題を以下のように定義する.

グラフクラス C の部分グラフ同型性判定問題
入力：グラフクラス C に属する二つのグラフ G = (VG, EG) と H = (VH , EH). ただし,

コーダルグラフ
区間グラフ

距離遺伝的グラフ
トレマイックグラフコグラフ

比較可能グラフ
置換グラフ

理想グラフ
二部グラフ

HHD-freeグラフ

準閾値グラフ 真区間グラフ
閾値グラフ

二部置換グラフ
鎖グラフ 補鎖グラフNP-完全木 多項式時間

NP-完全

図 1 理想グラフ (Perfect graphs) と理想グラフの部分クラスの依存関係図. 点線は部分グラフ同型性判定問題に
対する既存の結果であり, 実線は本論文による結果である.

|VG| ≥ |VH |かつ |EG| ≥ |EH |とする.

質問：H は Gに部分グラフ同型か?

3. NP-完全性
本節では, 真区間グラフ, 準閾値グラフ, 二部置換グラフ上での部分グラフ同型性判定問題

が NP-完全であることを 3-PARTITION問題からの帰着で証明する. 3-PARTITION問題

の定義は以下の通りである.

3-PARTITION問題

入力：集合A = {1, 2, . . . , 3m}とサイズB, また各 j ∈ Aに対して, 正整数の重み aj を与え

る. ただし, 各 j ∈ {1, . . . , 3m}に対し, aj は B/4 < aj < B/2とし, また
∑

j∈A
aj = mB

とする.

質問：Aを m個の互いに素な集合 A(1), A(2), . . . , A(m) に分割することができるか? ただ
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し, 任意の i ∈ {1, . . . ,m}に対し,
∑

j∈A(i) aj = B を満たす. このとき, B/4 < aj < B/2

であることから, |A(i)| = 3である.

各 aj と B がmの多項式に制限されても, 3-PARTITION問題は強 NP-完全問題である

ことが知られている6).

3.1 真区間グラフ

真区間グラフと準閾値グラフは区間グラフの部分クラスである. そのため, まず区間グラ

フについて定義する. 区間グラフは区間表現と呼ばれる交差モデルを持つグラフである. 区

間表現は区間の集合で, グラフの各頂点は１つの区間に対応する. また, 頂点間に辺がある

とき, またそのときに限り, 対応する二つの区間に重なりを持たせる. 真区間グラフは区間

グラフで, 任意の区間が他のどの区間も真に含まないという区間表現を持つグラフである.

本節では, 真区間グラフ上の部分グラフ同型性判定問題が NP-完全であることを示す. 厳

密には, 与えられる二つのグラフ G と H を真区間グラフとし, さらに, G と H が連結で,

かつ Gと H の頂点数が等しいという制約を与えても, NP-完全であることを示す.

定理 1. 真区間グラフの部分同型性判定問題は NP-完全である.

証明. この問題は明らかに NPに属す．したがって，NP-困難性を示せば十分である．

3-PARTITION問題のインスタンスから二つのグラフ Gと H を多項式時間で構築する.

グラフ H = (VH , EH)は, 大まかに言うと, サイズが 7m2ai の 3m個のクリークを 1列に

並べ, 隣り合う二つのクリークを長さm− 1のパスで繋いだグラフである (図 2). 厳密には,

VH =
∪̇3m

i=1
X(i) ∪̇

∪̇3m−1

i=1
Y (i,i+1) ∪̇ Z

とする. ただし,各 i ∈ {1, . . . , 3m}に対し |X(i)| = 7m2aiとし,また,各 i ∈ {1, . . . 3m−1}
に対し |Y (i,i+1)| = m − 1 とし, |Z| = 3m2(m − 1) − (3m − 1)(m − 1) とする. このと

き, |VH | = 7m2
∑3m

i=1
ai + 3m2(m − 1) = 7m3B + 3m2(m − 1) である. ここで, 各

i ∈ {1, . . . , 3m}に対し, H[X(i)]はクリークとする. また, 各 i ∈ {1, . . . , 3m− 1}に対し,

H[Y (i,i+1)]はパス (y
(i,i+1)
1 , y

(i,i+1)
2 , . . . , y

(i,i+1)
m−1 )で, 端点 y

(i,i+1)
1 は x

(i)
s ∈ X(i) と隣接し,

反対側の端点 y
(i,i+1)
m−1 は x

(i+1)
t ∈ X(i+1) と隣接する. ただし, 各 i ∈ {2, . . . , 3m − 1} に

対し, x
(i)
s 6= x

(i)
t とする. さらに, H[Z] はパス (z1, z2, . . . , z|Z|) で, z1 は x

(3m)
t と異なる

X(3m) の頂点 x
(3m)
s と隣接する. グラフH は, 図 3のような区間表現を持つため, 真区間グ

ラフである.

次にグラフG = (VG, EG)を定義する. グラフGは,大まかに言うと,サイズが 7m2B+6m2

のクリークを m 個並べ, 隣り合う二つのクリークは 3m2 個の頂点を共有したグラフであ

3m2

U(1) U(2) U(3) U(m)U(m-1)

���3m2 3m2

���
��� ���

X(1) X(2) X(3m)

Y(1,2) Y(2,3) Y(3m-1,3m)

���

Z

3m2

U(1) U(2) U(3) U(m)U(m-1)

���3m2 3m2

���
��� ���

X(1) X(2) X(3m)

Y(1,2) Y(2,3) Y(3m-1,3m)

���

Z

G H

図 2 グラフ G と H.
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U(m)
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...
U(m-1)

G

3m2

...7m a2 1
...

X (2)
...

...

X (3m)

...

...

H

Y (m-1,m)Y (2,3) Z

図 3 グラフ G と H の区間表現.

る (図 2). 厳密には, VG =
∪̇m

i=1
U (i) とする. ここで, 各 G[U (i)](i ∈ {1, . . . ,m}) は

クリークで, i ∈ {2, . . . ,m} に対し, |U (i)| = 7m2B + 6m2, および |U (1)| = |U (m)| =

7m2B + 3m2 とする. また, i ∈ {1, . . . ,m − 1} に対し, |U (i) ∩ U (i+1)| = 3m2 とし,

さらに, |i − j| > 1(i, j ∈ {1, . . . ,m}) のとき |U (i) ∩ U (j)| = 0 とする. このとき,

|VG| = (m−2)(7m2B+6m2)+2(7m2B+3m2)−3m2(m−1) = 7m3B+3m2(m−1) = |VH |
である. グラフ Gは真区間グラフであり (図 3), また |EG| > |EH |である.

次に, 3-PARTITION問題が解を持つ必要十分条件が, グラフ H が Gの部分グラフ同型

であることを証明する.

(⇒) 集合 A の分割 A(1), . . . , A(m) を 3-PARTITION 問題の解とする. このとき, VH

から VG への写像 f を構成する. A(i) = {j, j′, j′′} とし, f(X(j) ∪̇ X(j′) ∪̇ X(j′′)) =

U (i) \ (U (i−1) ∪ U (i+1)) とする. ただし, U (0) = U (m+1) = φ とする. このとき, A(i) は
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3-PARTITIONの解であることから, |X(j) ∪̇X(j′) ∪̇X(j′′)| = 7m2B であり, Gの構成方

法から |U (i) \ (U (i−1) ∪ U (i+1))| = 7m2B である. また, G[U (i) \ (U (i−1) ∪ U (i+1))]はク

リークである. そのため, H[X(j) ∪̇X(j′) ∪̇X(j′′)]は G[U (i) \ (U (i−1) ∪ U (i+1))]に埋め込

むことができる.

次に残りの頂点 VH \ (
∪̇3m

j=1
X(j)) の埋め込みについて考える. 上述の埋め込み方か

ら, G の残りの頂点 W は
∪̇m−1

i=1
(U (i) ∩ U (i+1)) である. つまり, G[W ] は m 個のクリー

ク G[W ∩ U (i)](i ∈ {1, . . . ,m}) で構成され, 隣り合う二つのクリーク G[W ∩ U (i)] と

G[W ∩ U (i+1)]は 3m2 個の頂点を共有する. ここで, j ∈ A(k) および, j + 1 ∈ A(k′) とす

る. このとき, パス H[Y (j,j+1)] を, f(y
(j,j+1)
1 ) ∈ U (k) と f(y

(j,j+1)
m−1 ) ∈ U (k′) となるよう

に, G[W ] への任意の埋め込み f を与えればよい. これにより, 辺 {f(xk
s ), f(y

(j,j+1)
1 )} と

{f(xk′
t ), f(y

(j,j+1)
m−1 )}は EG に存在する. また, 任意の i ∈ {1, . . . ,m− 1}に対して,∣∣∣∪̇3m−1

j=1
Y (j,j+1)

∣∣∣ = (3m− 1)(m− 1) ≤ 3m2 − 2 = |W ∩ U (i) ∩ U (i+1)| − 2 (1)

であるため, Y (j,j+1) は G[W ]に埋め込むことができる.

最後に, W ′ = W \ f(
∪̇3m−1

j=1
Y (j,j+1))とする. このとき, H[Z]から G[W ′]への埋め込

みを与える. G[W ′]はm個のクリーク G[W ′ ∩ U (i)](i ∈ {1, . . . ,m})からなる. このとき,

式 (1)から, 隣り合う二つのクリーク G[W ′ ∩U (i)]と G[W ′ ∩U (i+1)]は少なくとも２頂点

を共有する. このとき, G[W ′]はハミルトン閉路を持つため, パス H[Z]を埋め込むことが

できる. よって, グラフ H は Gに部分グラフ同型である.

(⇐) f を H から G への埋め込みを与える VH から VG への写像とする. このとき, H

の各クリーク X(j) は, G の二つ以上のクリーク (ただし, 共有部分を除く) に埋め込まれ

ることはない. つまり, i 6= i′ に対して, f(X(j)) ∩ (U (i) \ U (i+1) ∪ U (i−1)) 6= φ のとき,

f(X(j))∩ (U (i′) \ (U (i′+1) ∪U (i′−1))) = φである. これは, H[X(j)]はクリークであるのに

対し, U (i) \ (U (i+1) ∪U (i−1))と U (i′) \ (U (i′+1) ∪U (i′−1))の間に辺がないからである. ま

た,|U (i) ∩U (i+1)|は高々3m2 であり, |X(j)|は 7m2 以上なので, 任意のH のクリークX(j)

に対し, Gのクリーク U (i) がただ一つ決まる. そのため, j を A(i) に割り当てる.

次に, 各 i ∈ {1, . . . ,m} に対し, |A(i)| = 3 であることを示す. もし, |A(i′)| 6= 3 とな

る割り当てが存在するとき, 鳩の巣原理より, |A(i)| > 3 となる集合が存在する. ここで,

j, j′, j′′, j′′′ を A(i) の異なる要素と仮定する. 3-PARTITION のインスタンスの条件から,

aj + aj′ + aj′′ + aj′′′ > 4× (B/4) = B である. よって, |X(j) ∪X(j′) ∪X(j′′) ∪X(j′′′)| =

7m2(aj + aj′ + aj′′ + aj′′′) ≥ 7m2(B + 1) > 7m2B + 6m2 = |U (i)|となる. つまり, A(i)

.

.

.

{

a1

X(1)

.

.

.

{

a2

X(2)

.

.

.
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· · ·

u

H

.

.

.
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.
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U(2)

.

.

.
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U(m)

· · ·

v

G

B B

図 4 グラフ H と G の区間表現．

の要素に対応する H のクリークを Gのクリーク U (i) へ埋め込むことに矛盾する. よって,

|A(i)| = 3である.

最後に,各集合A(i)に対し, aj +aj′ +aj′′ = Bであることを示す. もし,
∑

j∈A(i′) aj 6= B

である i′ が存在するとき, 鳩の巣原理より,
∑

j∈A(i) aj > B となる iが存在する. ここで,

A(i) = {j, j′, j′′}と aj + aj′ + aj′′ > B と仮定する. このとき, |X(j) ∪X(j′) ∪X(j′′)| =

7m2(aj + aj′ + aj′′) ≥ 7m2(B + 1) > 7m2B + 6m2 = |U (i)|である. よって, H の３つの

クリークH[X(j) ∪X(j′) ∪X(j′′)]をGのクリークG[U (i)]へ埋め込むことに矛盾する.

3.2 準閾値グラフ

準閾値グラフは区間グラフで, 任意の区間が他のどの区間とも部分的な重なりを持たない

という区間表現を持つグラフである.

定理 2. 準閾値グラフの部分同型性判定問題は NP-完全である.

証明. この問題は明らかに NPに属す．したがって，NP-困難性を示せば十分である．

3-PARTITION問題のインスタンス (A,B, {a1, . . . , a3m})から，グラフ Gと H を以下

の通り多項式時間で構築する (図 4 参照)．グラフ H = (VH , EH) は, 大まかに言うと, サ

イズが ai の 3m 個のクリークと, それらのクリーク中の全点に隣接する頂点 u からなる

グラフである．厳密には, VH = {u} ∪
∪̇3m

i=1
X(i) とする. ただし, 各 i ∈ {1, . . . , 3m} に

対し H[X(i)] はクリークであり |X(i)| = ai とする．また, 頂点 u は他の全ての点と隣接

する．つまり, N [u] = VH である．グラフ G = (VG, EG) は, 大まかに言うと, サイズが

B のm個のクリークと, それらのクリーク中の全点に隣接する頂点 v からなるグラフであ

る．厳密には, VG = {v} ∪
∪̇m

i=1
U (i) とする. ただし, 各 i ∈ {1, . . . ,m} に対し H[U (i)]

はクリークであり |U (i)| = B とする．また, 頂点 v は他の全ての点と隣接する．つまり,

N [v] = VG である．グラフH, G共に準閾値グラフであることは, 図 4から確認できる．ま

た, |VH | = |VG| = mB + 1かつ |EH | ≤ |EG|であることも明らか．
次に, 3-PARTITION問題が解を持つ必要十分条件が, グラフ H が Gの部分グラフ同型
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であることを証明する.

(⇒) 集合 Aの分割 A(1), . . . , A(m) を 3-PARTITION問題の解とする．このとき, VH か

ら VG への写像 f を, 以下の通り構成する．まず, f(u) = vとする．また, A(i) = {j, j′, j′′}
の場合, f(X(j) ∪̇X(j′) ∪̇X(j′′)) = U (i) とする．|U (i)| = |X(j) ∪̇X(j′) ∪̇X(j′′)|より, この

ような単射が構成可能である．この写像 f が H から Gへの部分グラフ同型写像となって

いることを確認する．頂点 uと vは他の全ての頂点に隣接しているので, {u, x} ∈ EH なら

ば {f(u) = v, f(x)} ∈ EG となる．あとは, H の各クリーク X(i) の中の辺を確かめればよ

い．x, x′ ∈ X(j) とすると, {x, x′} ∈ EH である．f の構成法より, f(x), f(x′) ∈ U (i) とな

る iがある．U (i) は Gのクリークなので, {f(x), f(x′)} ∈ EG となる．

(⇐) 単射 f を H から Gへの部分グラフ同型写像とする．部分グラフ同型写像の性質よ

り, f(x) = y ならば d(x) ≤ d(y) となる．このことから, f(u) = v であることが分かる．

また, H のクリークは Gのクリークに埋め込まなければならないため, 任意の j に対して

f(X(j)) ⊆ U (i) となる i が存在する．したがって, f によって, A の分割 A(1), . . . , A(m)

を次の通り構築できる: A(i) = {j ∈ A | f(X(j)) ⊆ U (i)}. この分割が 3-PARTITION

の解になっていないとする．そのとき,
∑

j∈A(i) aj > B となる i が存在する．これは,

|
∪̇

j∈A(i) X
(j)| =

∑
j∈A(i) aj > B = |U (i)|を意味し, f が単射である事と任意の j ∈ A(i)

に対して f(X(j)) ⊆ U (i) であることに矛盾する．

3.3 二部置換グラフ

G = (V,E)をグラフとし, V = {1, . . . , n}とする. グラフ Gが次を満たす V 上のある置

換 π を持つとき, Gを置換グラフという.

i, j ∈ E ⇔ (i− j)(π(i) − π(j)) < 0.

直観的には, 置換グラフは置換ダイアグラムと呼ばれる交差モデルを持つグラフである. 置

換ダイアグラムとは, ２本の平行線 (L1, L2)に端点を持つ線分の集合で, 各線分はグラフの

頂点に対応する. また, 2頂点間に辺がある必要十分条件は, 対応する対応する二つの線分に

重なりがある. グラフ Gが二部グラフで, かつ置換グラフであるとき, Gを二部置換グラフ

という.

定理 3. 二部置換グラフの部分同型性判定問題は NP-完全である.

証明. この問題は明らかに NPに属す．したがって，NP-困難性を示せば十分である．

3-PARTITION問題のインスタンス (A,B, {a1, . . . , a3m})から，グラフ Gと H を以下

の通り多項式時間で構築する (図 5参照)．二部グラフ H = (XH , YH , EH)は, 大まかに言

うと, 頂点数が 10m3ai の 3m個の二部クリークを並べ, 隣り合う二つのクリークを長さ 2m

のパスで繋いだグラフである．厳密には,

VH =
∪̇3m

i=1
X(i) ∪̇

∪̇3m

i=1
Y (i) ∪̇

∪̇3m−1

i=1
P (i,i+1) ∪̇Q

とする. ただし, 各 i ∈ {1, . . . , 3m} に対し |X(i)| = |Y (i)| = 5m3ai とし, また, 各

i ∈ {1, . . . 3m − 1} に対し |P (i,i+1)| = 2m とし, |Q| = 8m3 − 14m2 + 2m とする. こ

のとき, |XH | = 5m3
∑3m

i=1
ai + 1/2

∑3m−1

i=1
2m + 1/2|Q| = 5m4B + 1/2(3m − 1)2m +

1/2(8m3 − 14m2 + 2m) = 5m4B + 4m2(m− 1)で,また |YH | = |XH |である. ここで, 各

i ∈ {1, . . . , 3m}に対し, C(i) = X(i) ∪̇Y (i)とし,二部グラフH[C(i)] = (X(i), Y (i), E[C(i)])

は二部クリークとする. また, 各 i ∈ {1, . . . , 3m − 1} に対し, H[P (i,i+1)] はパス

(p
(i,i+1)
1 , p

(i,i+1)
2 , . . . , p

(i,i+1)
m−1 ) で, 端点 p

(i,i+1)
1 は x

(i)
p ∈ X(i) と隣接し, もう一方の端点

p
(i,i+1)
2m は y

(i+1)
p ∈ Y (i+1) と隣接する. さらに, H[Q] はパス (q1, q2, . . . , q|Q|) で, q1 は

X(3m) の頂点 x
(3m)
q と隣接する. 以上のようにグラフ H を構築すると, H は二部置換グラ

フである (図 5).

次にグラフ G = (XG, YG, EG) を定義する. グラフ G は, 大まかに言うと, サイズが

10m3B の二部クリークをm個並べ, 隣り合う二つの二部クリークはXG の頂点を 2m2 個,

YGの頂点を 2m2個を共有したグラフである (図 5). 厳密には, VG =
∪̇m

i=1
U

(i)
X ∪̇

∪̇m

i=1
U

(i)
Y

とし, U (i) = U
(i)
X ∪̇ U

(i)
Y とする. ここで, 各二部グラフ G[U (i)] = (U

(i)
X , U

(i)
Y , E[U (i)](i ∈

{1, . . . ,m})は二部クリークで, |U (i)
X | = |U (i)

Y | = 5m3B + 4m2, および |U (1)
X | = |U (1)

Y | =

|U (m)
X | = |U (m)

Y | = 5m3B+2m2とする. また, i ∈ {1, . . . ,m−1}に対し, |U (i)
X ∩U

(i+1)
X | =

2m2 および |U (i)
Y ∩ U

(i+1)
Y | = 2m2 とし, さらに, |i − j| > 1(i, j ∈ {1, . . . ,m}) のとき

|U (i)
X ∩ U

(j)
X | = 0とする. このとき, |XG| = (m− 2)(5m3B + 4m2) + 2(5m3B + 2m2) =

5m4B + 4m2(m− 1) = |YG|であり, また, |XG| = |XH | = |YG| = |YH |である. 以上の構

築方法から, グラフ Gは二部置換グラフで (図 5), また |EG| > |EH |である.

次に, 3-PARTITION問題が解を持つ必要十分条件が, グラフ H が Gの部分グラフ同型

であることを証明する.

(⇒)集合Aの分割A(1), . . . , A(m)を 3-PARTITION問題の解とする．このとき, VH から

VG への部分同型写像 f を次のように構成する. A(i) = {j, j′, j′′}のとき, f(X(j) ∪̇X(j′) ∪̇
X(j′′)) = U

(i)
X \(U

(i−1)
X ∪U (i+1)

X )とし,また f(Y (j)∪̇Y (j′)∪̇Y (j′′)) = U
(i)
Y \(U

(i−1)
Y ∪U (i+1)

Y )

とする. ただし, U0
X = U

(m+1)
X = U0

Y = U
(m+1)
Y = φ とする. このとき, A(i) は 3-

PARTITIONの解であることから, |X(j) ∪̇X(j′) ∪̇X(j′′)| = 5m3Bで, かつ |Y (j) ∪̇Y (j′) ∪̇
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図 5 グラフ H と G の置換ダイアグラム．

Y (j′′)| = 5m3B である. また, Gの構成方法から |U (i)
X \ (U

(i−1)
X ∪U

(i+1)
X )| = 5m3B で, か

つ |U (i)
Y \ (U

(i−1)
Y ∪ U

(i+1)
Y )| = 5m3B であり, G[U (i) \ (U (i−1) ∪ U (i+1))]は二部クリーク

なので, このような f を構成可能である.

上述の埋め込み方から, H の残りの頂点は
∪̇m−1

i=1
P (i,i+1) ∪̇ Q で, G の残りの頂点 W

は
∪̇m−1

i=1
(U (i) ∩ U (i+1)))である. ここで, G[W ]は m個の二部クリーク G[W ∩ U (i)](i ∈

{1, . . . ,m}) で構成され, 隣り合う二つの二部クリーク G[W ∩ U (i)] と G[W ∩ U (i+1)] は

X の頂点が |U (i)
X ∩ U

(i+1)
X | = 2m2 個, Y の頂点が |U (i)

Y ∩ U
(i+1)
Y | = 2m2 個の二部クリー

クである. ここで, j ∈ A(k) および, j + 1 ∈ A(k′) とする. このとき, パス P (j,j+1) を

f(p
(j,j+1)
1 ) ∈ U (k) と f(p

(j,j+1)
2m ) ∈ U (k′) となるように, G[W ]への任意に埋め込めばよい.

これにより, 辺 {f(x
(k)
p ), f(p

(j,j+1)
1 )}と {f(y

(k′)
p ), f(p

(j,j+1)
2m )}は EG に存在する. また, 任

意の i ∈ {1, . . . ,m− 1}に対して,∣∣∣∪̇3m−1

j=1
P (j,j+1)

∣∣∣ = 2m(m− 1) ≤ 2m2 = |W ∩ U (i) ∩ U (i+1)| − 2m2 (2)

であるため, P (j,j+1) は G[W ]に埋め込める.

最後にW ′ = W \ f(
∪̇3m−1

j=1
P j,j+1)とする. このとき, H[Q]から G[W ′]への埋め込み

を与える. G[W ′]は m個の二部クリーク G[W ′ ∩ U (i)](i ∈ {1, . . . ,m})からなる. このと

き, 式 2から, 隣り合う二つの二部クリーク G[W ′ ∩ U (i)]と G[W ′ ∩ U (i+1)]は少なくとも

X の頂点をm2 個, Y の頂点をm2 個共有する. これにより, G[W ′]にはハミルトン閉路が

存在するため, パス H[Q]を埋め込むことができる. よって, グラフ H は Gに部分グラフ

同型である.

(⇐) 単射 f を H から G への部分グラフ同型写像とする．このとき, H の各二部ク

リーク C(i) は, G の二つ以上の二部クリーク (ただし, 共有部分を除く) に埋め込まれる

ことはない. つまり, i 6= i′ に対して, f(C(j)) ∩ (U (i) \ U (i+1) ∪ U (i−1)) 6= φ のとき,

f(C(j)) ∩ (U (i′)) \ (U (i′+1) ∪U (i′−1)) = φである. これは, H[C(j)]は二部クリークである

のに対し, U (i) \ (U (i+1) ∪U (i−1))と U (i′) \ (U (i′+1) ∪U (i′−1))の間に辺がないからである.

また, |U (i) ∩U i+1|は高々4m2 であり, |C(j)|は 10m3 以上であるので, 任意のH の二部ク

リーク C(j)に対し, Gの二部クリーク U (i)が唯一に決まる. そのため, jをA(i)に割り当て

る. この割り当てが 3-PARTITIONの解になっていないとする. このとき,
∑

j∈A(i) aj > B

となる iが存在する. これは, |
∪̇

j∈A(i) C
(j)| =

∑
j∈A(i) 10m3aj ≥ 10m3(B + 1) > |U (i)|

を意味し, f が単射であることと, 任意の j ∈ A(i) に対して, f(C(j)) ⊆ U (i) であることに

矛盾する.

4. 多項式時間アルゴリズム
4.1 閾値グラフ

G = (V,E)をグラフとする. Gに, {u, v} ∈ E である必要十分条件が, w(v) + w(u) ≤ S

となる実数 S と各頂点 v への実数重み w(v) が存在するとき, G を閾値グラフであるとい

う. 閾値グラフに対して, 次の補題が知られている4).

補題 4. グラフ Gを閾値グラフとし, 次数列を (d(v1), d(v2), . . . , d(vn))とする. このとき,

N∗[vn] ⊆ N∗[vn−1] ⊆ · · · ⊆ N∗[v1]である.

アルゴリズムを提案する上で重要な補題を以下に示す.

補題 5. グラフGとHを閾値グラフとし, (d(v1), d(v2), . . . , d(vn))と (d(u1), d(u2), . . . , d(un′))

をそれぞれ Gと H の次数列とする. 任意の i ∈ {1, . . . , n′}に対し, d(ui) ≤ d(vi)である

とき, H は Gに部分グラフ同型である.

証明. 前提条件より, 任意の i ∈ {1, . . . , n′}に対して, d(ui) ≤ d(vi)であるとする. ここで,

H が Gの部分グラフ同型でないと仮定すると, {ui, uj} ∈ EH であり, かつ, {vi, vj} /∈ EG

である i と j の組が存在する. 一般性を失うことなく, i < j とする. ここで, 補題 4 よ

り, 任意の i′(∈ {1, . . . , i}) に対し, N∗(ui) ⊆ N∗(ui′) であり, また uj ∈ N(ui) であるた

め, uj ∈ N(ui′) となる. よって, uj の隣接点集合は少なくとも {u1, . . . , ui} を含む. 一

方, {vi, vj} /∈ EG より, {v1, . . . , vi′} = N(vj) となるある i′(< i) が存在する. よって,

d(ui) ≤ d(vi)であることに矛盾する.

また, 一般のグラフに対し, 次のことが言える.

補題 6. G = (VG, EG) と H = (VH , EH) をグラフとし, 各頂点集合を VG =

{v1, v2, . . . , vn} と VH = {u1, u2, . . . , un′} とする. また, (d(v1), d(v2), . . . , d(vn)) と
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(d(u1), d(u2), . . . , d(un′)) をそれぞれ G と H の次数列とする. グラフ H が G の部分

グラフ同型であるとき, 任意の i ∈ {1, . . . , n′}について, d(ui) ≤ d(vi)である.

以上, 補題 5, 6から, 以下の定理を導くことができる.

定理 7. グラフGとHを閾値グラフとし, (d(v1), d(v2), . . . , d(vn))と (d(u1), d(u2), . . . , d(un′))

をそれぞれ Gと H の次数列とする. このとき, H が Gの部分グラフ同型である必要十分

条件は, 任意の i ∈ {1, . . . , n′}に対し, d(ui) ≤ d(vi)である.

定理 7より, 二つの閾値グラフ Gと H が与えられたとき, アルゴリズムはそれぞれのグ

ラフの次数列を求め, 次数の大きい方から, それぞれの次数を比較すればよい. また, グラフ

の次数列は, バケットソートを用いることにより, 線形時間で求めることができる. よって,

閾値グラフ上の部分グラフ同型性判定問題は線形時間で解くことができる.

4.2 鎖 グ ラ フ

グラフ G = (X,Y,E)を二部グラフとする. X の任意の２頂点 x1, x2 に対し, N(x1) ⊆
N(x2)または, N(x2) ⊆ N(x1)が成り立つとき, Gを鎖グラフという. Gにおける XG の

頂点次数を降順に並べた列 (d(x1), d(x2), . . . , d(xp))を，GのX 次数列と呼ぶ．同様に，G

の Y 次数列も定義する．

鎖グラフの定義より，以下の性質が成り立つ．

補題 8. グラフ G を鎖グラフとし，G の X 次数列を (d(x1), d(x2), . . . , d(xp))，Y 次数

列を (d(y1), d(y2), . . . , d(yq))とする．このとき，N(xp) ⊆ N(xp−1) ⊆ · · · ⊆ N(x1)かつ

N(yq) ⊆ N(yq−1) ⊆ · · · ⊆ N(y1)である．

本小節では鎖グラフの部分グラフ同型性判定問題は線形時間で解ける事を示す．これ

以降，G = (XG, YG;EG) と H = (XH , YH ;EH) を鎖グラフとし，G の X 次数列を

(d(x1), d(x2), . . . , d(xp))，H のX 次数列を (d(x′
1), d(x′

2), . . . , d(x′
p′))とする．初めに，次

の補題を示す.

補題 9. f(XH) ⊆ XG を満たす H から Gへの部分グラフ同型写像 f が存在する事の必要

十分条件は，任意の i ∈ {1, . . . , p′}について d(x′
i) ≤ d(xi)であることである．

証明. (⇒) ある i ∈ {1, . . . , p′}において，d(x′
i) > d(xi)であるとする．このとき，任意の

j ≤ iに対して d(x′
j) ≥ d(x′

i)より，XH は次数が d(x′
i)以上の頂点を少なくとも i個含む．

一方，任意の j ≥ iに対して d(xi) ≥ d(xj)なので，XG は次数が d(x′
i)以上の頂点を高々

i− 1個しか含む事が出来ない．これは，f(XH) ⊆ XG という仮定に矛盾する．

(⇐) 写像 f : VH → VG を，f(x′
i) = xi かつ f(y′

j) = yj と定義する．もし f が部分グラ

フ同型写像でないとすると，{x′
i, y

′
j} ∈ EH であり, {f(x′

i), f(y′
j)} = {xi, yj} /∈ EG であ

る iと j の組が存在する. 補題 8より任意の h < j に対して N(y′
j) ⊆ N(y′

h)である．した

がって，{x′
i, y

′
j} ∈ EH より {y′

j , y
′
j−1, . . . , y

′
1} ⊆ N(x′

i)となる．一方，{xi, yj} /∈ EG よ

り，N(xi) ⊆ {yj−1, yj−2, . . . , y1}. これは d(x′
i) > d(xi)を意味し，仮定に矛盾する．

鎖グラフは 2K2-freeなので14)，鎖グラフの連結成分のうち，辺を含むものは高々一つし

かないという事が言える．二部グラフが連結であれば，頂点集合を二つの独立集合に分割す

る際，その分割は一意に決まる．また，次数 1以上の頂点を孤立点に埋め込む事はできない

ため，H が連結であれば Gに含まれる孤立点は無視できる．二部グラフの性質より，f が

H から Gへの部分グラフ同型写像であるならば，f(XH) ⊆ XG かつ f(YH) ⊆ YG である

か，f(YH) ⊆ XG かつ f(XH) ⊆ YG である事が分かる．これらの考察と補題 9から，次の

系が導かれる．

系 10. H が連結である場合，H が G に部分グラフ同型である事の必要十分条件は，以

下の 2 条件のうち，どちらかが満たされる事である: (1) 任意の i ∈ {1, . . . , p′} に対して
d(x′

i) ≤ d(xi)である，または (2) 任意の i ∈ {1, . . . , p′}に対して d(x′
i) ≤ d(yi)である．

上の系で，二つ目の条件が満たされるのは f(XH) ⊆ YG を満たす，H から Gへの部分

グラフ同型写像が存在する場合である．

定理 11. 鎖グラフの部分グラフ同型性判定問題は，線形時間で解く事が出来る．

証明. H に含まれる全ての孤立点の集合を I とし，H から I を削除して得られる連結グラ

フをH ′ とする．まず，H ′ がGに部分グラフ同型であるか判定する．これは，系 10より次

数列の比較のみで判定できるため，線形時間で実行できる．以下で，H が Gに部分グラフ

同型であることの必要十分条件が，H ′がGに部分グラフ同型であることであることを示す．

明らかに，H ′ がGに部分グラフ同型でなければH もGに部分グラフ同型ではないので，

H ′ が Gに部分グラフ同型であると仮定する．単射 f ′ を H ′ から Gへの部分グラフ同型写

像とする．I に含まれる頂点は全て孤立点なので，VG \ f ′(VH′)の任意の頂点に埋め込める．

ここで，部分グラフ同型性判定問題の入力に対する仮定より，|VG| ≥ |VH | = |VH′ |+ |I|で
ある．したがって，f(I) ⊆ VG \ f ′(VH′)かつ f(VH′) = f ′(VH′)を満たす単射を作ること

ができる．この f は明らかに H から Gへの部分グラフ同型写像である．

4.3 補鎖グラフ

グラフ Gの補グラフ Gが鎖グラフであるとき, Gを補鎖グラフであるという. 鎖グラフ

の定義より，補鎖グラフについて以下の性質が成り立つ．

補題 12. グラフG = (X,Y ;E)を補鎖グラフとし，X次数列を (dY (x1), dY (x2), . . . , dY (xp))，

Y 次数列を (dX(y1), dX(y2), . . . , dX(yq)) とする．このとき，N [xp] ⊆ N [xp−1] ⊆ · · · ⊆
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N [x1]かつ N [yq] ⊆ N [yq−1] ⊆ · · · ⊆ N [y1]であり，G[X]と G[Y ]はクリークである．

これ以降，G = (XG, YG;EG) と H = (XH , YH ;EH) を補鎖グラフとし，G の X 次数

列を (dY (x1), dY (x2), . . . , dY (xp))，H のX 次数列を (dY (x′
1), dY (x′

2), . . . , dY (x′
p′))とす

る．次の補題は，頂点集合の分割が与えられた上での部分グラフ同型性判定は容易である事

を意味する．

補題 13. f(XH) ⊆ XG かつ f(YH) ⊆ YG を満たす H から Gへの部分グラフ同型写像 f

が存在する事の必要十分条件は，任意の i ∈ {1, . . . , p′}について dY (x′
i) ≤ dY (xi)である

ことである．

証明. (⇒) ある i ∈ {1, . . . , p′}において，dY (x′
i) > dY (xi)であるとする．このとき，任意

の j ≤ iに対して dY (x′
j) ≥ dY (x′

i)より，XH は Y 次数が dY (x′
i)以上の頂点を少なくとも

i個含む．一方，任意の j ≥ iに対して dY (xi) ≥ dY (xj)なので，XG は Y 次数が dY (x′
i)

以上の頂点を高々i− 1個しか含む事が出来ない．これは，f(XH) ⊆ XG かつ f(YH) ⊆ YG

という仮定に矛盾する．

(⇐)写像 f : VH → VGを，f(x′
i) = xiかつ f(y′

j) = yjと定義する．もし fが部分グラフ同

型写像でないとすると，G[XG]とG[YG]がクリークであることから，{x′
i, y

′
j} ∈ EH であり,

{f(x′
i), f(y′

j)} = {xi, yj} /∈ EGである iと jの組が存在する. 補題 8より任意のh < jに対し

てN [y′
j ] ⊆ N [y′

h]である．したがって，{x′
i, y

′
j} ∈ EH より {y′

j , y
′
j−1, . . . , y

′
1} ⊆ NY (x′

i)と

なる．一方，{xi, yj} /∈ EGより，NY (xi) ⊆ {yj−1, yj−2, . . . , y1}. これは dY (x′
i) > dY (xi)

を意味し，仮定に矛盾する．

あるグラフにおいて，ある頂点 uが他の全ての頂点と隣接している時，uを万能頂点と呼

ぶ．補鎖グラフ Gが万能頂点を持つ場合，分割 XG, YG は一意には決まらない (任意の万

能頂点は，XG と YG のどちらにも入れることができるため)．一方，万能頂点以外の頂点

は，どちらのセットに入れればよいかが一意に決定できる．したがって，UG を Gに含ま

れる全ての万能頂点の集合としたとき，UG の点をXG と YG のどちらに何個ずつ入れるか

で，|UG| + 1通りの分割が存在する (UG の各点を区別する必要はない事に注意)．

定理 14. Gの頂点数を n，辺数をmとすると，HがGに部分グラフ同型であるか，O(n2m)

時間で判定できる．

証明. UG を UH をそれぞれ GとH に含まれる全ての万能頂点の集合とする．Gの頂点集

合の XG, YG への分割は |UG + 1|通り，H の頂点集合の XH , YH への分割は |UH + 1|通
りある．したがって，Gの分割とH の分割の組合せは O(n2)個ある．そのそれぞれに対し

て，補題 13の条件をO(m+n)時間で調べる事が出来る．(補題 13では f(XH) ⊆ XGかつ

f(YH) ⊆ YG の場合について述べているが，対称性より，f(XH) ⊆ YG かつ f(YH) ⊆ XG

の場合についても同じ計算時間で確かめられる.) 以上より，全体として O(n2(n + m))時

間で部分グラフ同型性が判定できる．XG と YG は共にクリークなのでm = Ω(n2)であり，

したがって O(n2(n + m)) = O(n2m)である．
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