
情報処理学会論文誌 数理モデル化と応用 Vol. 3 No. 2 44–50 (Mar. 2010)

スパイクレスポンスモデルの位相応答曲線
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位相応答曲線は素子の集団的挙動を理解するために有効な手段の 1つであり，神経
細胞の位相応答曲線が，近年，生理学実験において測定されている．しかし，神経細
胞の位相応答曲線と神経細胞の膜特性との関係は明らかになっていない．本論文にお
いて我々は，スパイクレスポンスモデルを用いて神経細胞の位相応答曲線を解析的に
導出し，位相応答曲線と膜特性の関係を解析的に明らかにする．我々は位相応答曲線
がスパイクレスポンスモデルの膜特性を表す関数で記述できることを示し，数値実験
により検証する．
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Phase response curve (PRC) is one of useful tools to understand of population
dynamics and has been measured in recent physiological experiments. However,
the relation between subthreshold membrane property of a single neuron and
its PRC is unclear. In this paper, we derive the PRCs of single neurons by
using spike response model and analytically clarify the relation between the
subthreshold membrane property and the PRC. We analytically show that the
PRC is described by the kernels of the spike response model and verify our
theory by numerical simulations.
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1. は じ め に

位相応答曲線は素子の集団的挙動を理解するために有効な手段の 1つである1),2)．位相応

答曲線は，周期振動する素子が示す摂動刺激に対する応答に対応する非線形動力学の重要な

指標である．位相応答曲線を用いることで，我々は摂動刺激によって引き起こされる非線形

現象の本質をとらえることができる1),2)．周期的に膜電位が変化する神経細胞において，近

年，位相応答曲線が測定されている3),4)．実際の神経細胞では膜電位がある閾値に達すると

スパイクが発生し，位相応答曲線は周期的に発生するスパイクより測定される．膜電位の時

間変化は神経細胞の電気生理学的な応答特性（膜特性）によって特徴付けられるため，我々

は神経細胞の膜特性と位相応答曲線との関係を議論する必要がある．

これまでの位相応答曲線に関する神経細胞の数理モデルを用いた研究5)–8) は，主に以下

の 2つに分けられる．1つは，積分発火型モデル（leaky integrate-and-fire model）など単

純な神経細胞の数理モデルを用いて解析的に議論した研究5),6) である．積分発火型モデル

は解析計算可能であるが，神経細胞の膜特性など生理学的な知見との対応付けが困難であ

る．もう 1つは，コンダクタンスベースモデルを用いて数値的に議論した研究7),8) である．

コンダクタンスベールモデルは生理学的にもっともらしい神経細胞モデルであるが，非線形

な数理モデルであるため解析的な取扱いが困難である．このように，神経細胞の膜特性と位

相応答曲線との対応関係は数値的な関係のみ議論されており，神経細胞の膜特性と位相応答

曲線との解析的な関係は十分明らかになっていない．

本論文では，神経細胞の膜特性と位相応答曲線との解析的な関係を議論するため，我々

はGerstnerが提案したスパイクレスポンスモデル（spike response model）9)–11) を用いる．

スパイクレスポンスモデルは神経細胞の数理モデルであり，カーネルと呼ばれる関数で神経

細胞の膜特性を取り扱うことができる．よって，本論文で我々は生理学的知見を持つスパイ

クレスポンスモデルを解析的に取り扱う．我々は，スパイクレスポンスモデルの位相応答曲

線を解析的に導出し，膜特性の違いが位相応答曲線に与える影響を議論する．我々は位相応

答曲線がスパイクレスポンスモデルのカーネルで記述されることを解析的に示し，数値実験

により検証する．

2. 定 式 化

2.1 モ デ ル

本論文では，以下のスパイクレスポンスモデル（spike response model）9)–11) を議論す
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る．時刻 tにおける膜電位 u(t)を以下の式で表す，

u(t) = η(t − tf ) +

∫ ∞

0

κ(s)Iext(t − s)ds. (1)

膜電位 u(t)の基準電位は神経細胞の静止膜電位とする．膜電位 u(t)が閾値に達したとき神

経細胞は発火する．tf は直前の発火時刻を表す．式 (1)の膜電位 u(t)は 2つの項からなる．

第 1項は膜電位のダイナミクスを表す．本論文では第 1項のカーネル η(t− tf )を以下の

ようにする，

η(t − tf ) = − η0 exp

(
− t − tf

τη

)
Θ(t − tf ), (2)

ここで Θ(x) はステップ関数を表し，x > 0 に対して Θ(x) = 1 であり，x ≤ 0 に対して

Θ(x) = 0とする．図 1 Aにカーネル η(t − tf )を示す．神経細胞が時刻 tf で発火すると，

図 1 Aに示されるように，膜電位は静止膜電位から η0 の値まで減少する．膜電位に対する

カーネル η(t − tf )の影響はその後，時定数 τη の速さで指数関数的に減衰する．

第 2項は膜電位に対する外部入力からの影響を表す．時刻 t− sに外部入力 Iext(t− s)が

与えられると，膜電位は κ(s) Iext(t − s)ds だけ上昇する．カーネル κ(s)は，神経細胞の

生理学実験で測定される膜電位のインパルス応答と対応する．図 1 Bに示すように，カー

ネル κ(s)は 2種類の応答を示す．本論文では第 2項のカーネル κ(s)を以下のようにする，

κ(s) = s cos(ws) exp
(
− s

τs

)
Θ(s), (3)

ここで τs は膜電位のインパルス応答が緩和する時定数を表す．w は膜電位のインパルス応

答が示す振動を表す．まず，図 1 B破線は式 (3)において τs = 1.0，w = 0.0とした場合

である．図 1 B 破線が示すように，インパルス応答は，正の値のみをとる．本論文では，

w = 0の場合（破線）の κ(s)を type1カーネルと呼ぶ．また，図 1 B実線は式 (3)におい

て τs = 1.0，w = 1.0とした場合である．図 1 B実線が示すように，カーネル κ(s)は sの

値により，負の値をとる．本論文では，w �= 0の場合（実線）の κ(s)を type2カーネルと

呼ぶ．我々は，カーネル κ(s)において w の値によりインパルス応答の種類を区別する．

本論文では外部入力 Iext(t)を以下のようにする，

Iext(t) = I0 + εδ(t − t0), (4)

ここで δ(x)はディラックのデルタ関数である．式 (4)の I0は定常入力の値を表す．εδ(t−t0)

は時刻 t0 に加える摂動刺激を表し，εは摂動刺激の大きさを表す．

スパイクレスポンスモデルは，カーネル η(t− tf )とカーネル κ(s)により，膜電位の時間

図 1 スパイクレスポンスモデルのカーネル η(t − tf )(A) とカーネル κ(s)(B)

Fig. 1 The kernels η(t − tf )(A) and κ(s)(B) in the spike response model.

変化を特徴付ける．カーネルを実際の神経細胞が示す挙動と対応させることにより，スパイ

クレスポンスモデルは細胞の種類ごとに異なる膜電位の応答を再現することができる．

2.2 位相応答曲線

本論文で用いる位相応答曲線（phase response curve）1),2) を議論する．位相応答曲線は，

周期振動する素子に対し外部から摂動刺激を加え，摂動刺激を加えた位相と，加えた摂動刺

激によって生じた位相差との関係を記述したものである．本論文では，定常入力により周期

発火する神経細胞を考える．周期発火する神経細胞は，膜電位の変化が周期振動する素子と

対応する．我々は周期発火する神経細胞に対して摂動刺激を加え，摂動刺激を加えた時刻と

摂動刺激により生じた発火時刻の差より，神経細胞の位相応答曲線を得る．このように摂動

刺激を加えることにより位相応答曲線を導出する方法を摂動法という．

まず我々は定常入力により神経細胞の膜電位が周期的に発火する様子を再現した結果を

図 2 に示す．図 2 上段の横軸は時間を表し，縦軸は膜電位の値を表す．図 2 上段の実線は，

2.1 節で定義したスパイクレスポンスモデルの膜電位の時間変化を示す．パラメータは，静

止膜電位 −70 mV，膜電位の発火閾値 −35 mV，w = 0，η0 = 55.0，τη = 1.5，τs = 0.2，

I0 = 0.35 mAである．図 2 下段の横軸は時間を表し，縦軸はスパイクレスポンスモデルに

加えた外部入力の電流を表す．外部入力 Iext(t)は摂動刺激がない（ε=0）場合，定常入力

I0 となる．このとき神経細胞は周期発火し，図 2 実線矢印で示すように，我々は発火周期

を T とする．

次に我々は，周期 T で発火する神経細胞に対し，時刻 t0（t0 ∈ (0, T ]）で摂動刺激を加
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図 2 スパイクレスポンスモデルの膜電位の周期発火と，摂動刺激に対する発火時刻の変化
Fig. 2 Periodic activity of the membrane potential in spike response model, and the time shift of

the spike time in response to the perturbation stimulus. The time course of membrane po-

tential without perturbation is shown by the solid line and the time course with perturbation

is shown by the dotted line.

えた場合の膜電位の変化を図 2 上段の破線に示す．図 2 上段の破線に示すように，周期 T

で発火していた神経細胞は，摂動刺激により次の発火時刻までの時間が変化する．このと

き図 2 破線矢印で示すように，我々は次の発火時刻までの時間を T1(t0)とする．T1(t0)は

摂動刺激を加えた時間 t0 に依存する．加えた摂動刺激によって生じた位相差 ΔT (t0) は，

T1(t0)と T より，

ΔT (t0) =
T − T1(t0)

T
, (5)

と得られる．本論文では，T1(t0) < T のとき，摂動刺激により位相が進んだと表現する．一

方，T < T1(t0) のとき，本論文では摂動刺激により位相が遅れたと表現する．

t0 は周期 T における位相と対応するため，t0は摂動刺激を加えた位相である．ΔT (t0)は

位相 t0 で摂動刺激を受けた神経細胞に生じた位相差である．よって，位相応答曲線 Z(t0)

は t0 が 0から T まで変化したときの位相 t0 と位相差 ΔT (t0)の関係である．本論文では，

位相応答曲線 Z(t0)を，摂動刺激の大きさで規格化し，

Z(t0) =
ΔT (t0)

ε
, (6)

図 3 スパイクレスポンスモデルの位相応答曲線を導出するための概略図．周期 T で発火している神経細胞の 1 周
期の膜電位の時間変化を示している．u0(t)（実線）は摂動刺激がない場合の膜電位の時間変化を表している．
摂動刺激を時刻 t0 で受けたときの膜電位の時間変化は u(t)（破線）で表している．一点鎖線は発火閾値を表
す．ΔT (t0) は発火時刻の変化量を表す

Fig. 3 Schematic diagram used to derive the PRC of the spike response model theoretically. The time

course of membrane potential without perturbation is shown by u0(t)(solid line), and the time

course of membrane potential induced by perturbation at time t0 is shown by u0(t)(dotted

line). The dashed-dotted line denotes the firing threshold. T and ΔT (t0) denote the period

and the spike time shift, respectively.

と定義する．位相応答曲線の正の値は，摂動刺激により位相が進んだことを表し，位相応答

曲線の負の値は，摂動刺激により位相が遅れたことを表す．

2.3 スパイクレスポンスモデルの位相応答曲線の導出

本節では，スパイクレスポンスモデルの位相応答曲線を導出する方法について示す．ここ

ではスパイクレスポンスモデルのカーネルについては具体的な関数を定めず一般的な議論

を行う．

本論文では，周期発火する神経細胞の膜電位に着目する．図 3 は，位相応答曲線導出の

ための概略図である．図 3 実線は摂動刺激がない場合（ε=0）の膜電位 u0(t)の時間変化を

示す．摂動刺激がない場合（ε=0），外部入力 Iext(t)は定常入力 I0 のみであり，膜電位の

値 u0(t)は，式 (1)より以下の式に従う，

u0(t) = η(t − tf ) + I0

∫ ∞

0

κ(s)ds. (7)

摂動刺激がない場合，膜電位 u0(t)は周期 T ごとに発火閾値に達する．u0(T )は発火閾値

となる．
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次に我々は時刻 t0 に摂動刺激を加えた場合を考える．図 3 破線に示すように，摂動刺激

を与えた場合の膜電位の変化は u(t)に従い変化する．そのため，周期 T とは異なった時刻

に発火が起きる．発火時刻の差を ΔT (t0) とすると，発火の時刻は t = T − ΔT (t0) と書

ける．

ここで，我々は発火時刻 T −ΔT (t0)における膜電位について議論する．まず，摂動刺激

（大きさ ε）による膜電位の変化量を考える．大きさ εの摂動刺激による膜電位の変化は式

(1)および式 (4)より εκ(t − t0)となる．よって時刻 T − ΔT (t0)における膜電位の変化量

は，εκ(T − ΔT (t0)− t0)と表す．また，時刻 T −ΔT (t0)において摂動刺激を与えていな

いときの膜電位は u0(T −ΔT (t0))である．そのため時刻 T −ΔT (t0)における膜電位の値

は，u0(T − ΔT (t0)) + εκ(T − ΔT (t0) − t0) となる．この値は，膜電位の発火閾値 u0(T )

と等しいため，以下の等式を得る，

u0(T ) = u0(T − ΔT (t0)) + εκ(T − ΔT (t0) − t0). (8)

我々は式 (8)右辺第 1項と第 2項を以下のように展開する，

u0(T − ΔT (t0)) = u0(T ) −
(

d

dt
u0(T )

)
ΔT (t0) + · · · , (9)

κ(T − ΔT (t0) − t0) = κ(T − t0) −
(

d

ds
κ(T − t0)

)
ΔT (t0) + · · · . (10)

よって以下の式を得る，

u0(T ) � u0(T ) −
(

d

dt
u0(T )

)
ΔT (t0) + · · ·

+ε
{

κ(T − t0) −
(

d

ds
κ(T − t0)

)
ΔT (t0) + · · ·

}
. (11)

我々は位相応答曲線の定義式 (6)より，ΔT (t0) = Z(t0)εを式 (11)に代入する．εに関し

て整理すると，以下の式を得る，

κ(T − t0) −
(

d

dt
u0(T )

)
Z(t0) + O(ε) = 0, (12)

ここで O(ε)は εの次数が 1次以上の項を表す．

位相応答曲線の導出では摂動刺激の大きさ εが微小と考えられている．そのため我々は，

摂動刺激の大きさ εが小さいとして，O(ε)を無視する．式 (12)より，位相応答曲線 Z(t0)

は以下となる，

Z(t0) = κ(T − t0)
(

d

dt
u0(T )

)−1

. (13)

よって我々は，位相応答曲線をスパイクレスポンスモデルにより解析的に記述することが

できた．

2.4 スパイクレスポンスモデルの位相応答曲線の具体例

前節では，スパイクレスポンスモデルの位相応答曲線を一般的に導出した．本節ではスパ

イクレスポンスモデルのカーネルに具体的な関数を用いた場合を議論する．

式 (2)および式 (3)で定義されるカーネル η(t− tf )および κ(s)を用いると，式 (1)より

スパイクレスポンスモデルは以下となる，

u(t) = −η0e
−(t−tf )/τη +

∫ ∞

0

s cos(ws) exp(−s/τs)I
ext(t − s)ds, (14)

ここで，Iext(t − s) は式 (4) で与えられる．摂動刺激がない場合（ε = 0）の膜電位 u0(t)

は以下となる，

u0(t) = −η0e
−(t−tf )/τη +

(1 − τ2
s w2)τ2

s

(1 + τ2
s w2)2

I0. (15)

次に我々は周期 T を解析的に導出する．図 2 に示すように，摂動刺激がない場合（ε = 0），

神経細胞は周期 T で発火する．このとき直前の発火時刻 tf は tf = 0 と考え，発火閾値

u0(T )を uthre，静止膜電位を urest とすると，我々は，式 (15)より以下の式を得る，

uthre = urest − η0e
−T/τη +

(1 − τ2
s w2)τ2

s

(1 + τ2
s w2)2

I0. (16)

よって，式 (16)より周期 T を以下のように解析的に得る，

T = τη log

{ (
1 + τ2

s w2
)2

η0

(1 + τ2
s w2)2 (urest − uthre) + (1 − τ2

s w2) τ2
s I0

}
. (17)

式 (13)より位相応答曲線 Z(t0)を以下のように解析的に得る，

Z(t0) =
τη

η0
exp

{
τs − τη

τsτη
T

}
(T − t0) cos {w(T − t0)} exp

{
t0
τs

}
. (18)

ここで，摂動刺激を加えた時間 t0 は周期 T の位相である．我々は摂動刺激を加えた位相

θ を以下の式，

θ =
2π

T
t0, (19)
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を用いて周期 2π の位相 θ で表す．また周期 2π の位相応答曲線 δθ は，以下の式，

δθ =
2π

T
Z(t0), (20)

を用いると，

δθ =
τ̃η

η̃0
exp

{
τ̃s − τ̃η

τ̃sτ̃η
2π

}
(2π − θ) cos {w̃(2π − θ)} exp

{
θ

τ̃s

}
, (21)

と得られる．ここで時定数 τ̃η，τ̃s および定数 η̃0，w̃ は，

τ̃η =
T

2π
τη, τ̃s =

T

2π
τs, η̃0 =

T

2π
η0, w̃ =

2π

T
w, (22)

である．

3. 数値実験による検証

この章ではスパイクレスポンスモデルを用いた数値実験により前章で導出した理論の検

証を行う．我々は 2.2 節において示した摂動法を数値的に行い，スパイクレスポンスモデル

の位相応答曲線を測定する．数値実験の結果得られる位相応答曲線と 2.4 節より解析的に

得られる位相応答曲線の理論線と比較を行い，理論の妥当性を示す．

検証は，インパルス応答の種類によって分けた type1カーネルおよび type2カーネルを

区別して行う．まず我々は，type1カーネルを用いたスパイクレスポンスモデルの数値実験

を行い，位相応答曲線を数値的に測定する．type1カーネルは式 (3)で定義されるカーネル

κ(s)において，w = 0とした場合である．膜電位 u(t)は式 (14)に従う．数値実験は，静

止膜電位を −70 mV，膜電位の発火閾値を −35 mV とし，式 (14) におけるパラメータを

η0 = 55.0，τη = 75.0，τs = 10.0，w = 0，I0 = 0.37 mA，ε = 0.01 として行った．

式 (14)に従うスパイクレスポンスモデルに定常入力のみを加え，膜電位を周期的に発火

させ，その周期を T と得る．周期 T で発火しているスパイクレスポンスモデルに対して，

時刻 t0 で摂動刺激を加え，発火時刻 T1(t0)を測定する．T および T1(t0)より，発火時刻

の差ΔT (t0)が得られる．式 (6)より発火時刻の差ΔT (t0)を加えた摂動刺激の大きさで規

格化することで，位相応答曲線が数値的に得られる．

図 4 は，type1カーネルを用いた場合の結果である．図 4 において，横軸は摂動を加え

た位相（θ）を，縦軸は位相応答曲線（δθ）を示している（図 5 も同様）．十印は，数値実

験によって数値的に得られる位相応答曲線の結果である．実線は，本論文で導出した位相応

答曲線の理論線である．数値実験の結果より，type1カーネルを用いたスパイクレスポンス

モデルの位相応答曲線は正の値のみをとることが確認できる．type1カーネルを持つスパイ

図 4 type1 カーネル（w=0）を持つスパイクレスポンスモデルの位相応答曲線の結果．十印は数値実験の結果を
表す．実線は位相応答曲線の理論線を表す．横軸は摂動刺激を加えた位相（θ）を表す．縦軸は位相応答曲線
（δθ）を表す．我々は周期を 0 から 2π に対応させて表記した（式 (19) および (20) 参照）．挿入図は，1.6π

から 2.0π までの拡大図である
Fig. 4 The result of numerical simulations of the phase response curve by using the spike response

model with the type1 kernel, and the corresponding PRC obtained from our analysis. The

solid line is the theoretical line of the phase response curve. The plus symbols indicate the

numerical results. The horizontal axis shows the perturbed phase θ(θ ∈ (0, 2π]), and the

vertical axis shows the phase response curve δθ. We show the phase 0 to 2π (see eqs.(19) and

(20)). The inset is an enlargement of the region for the phase from 1.6π to 2.0π.

クレスポンスモデルは，摂動刺激に対して，位相を進ませる働きのみがあることが明らかに

なった．そして，我々が理論的に導出した位相応答曲線は，数値的に得られた位相応答曲線

の結果をとらえていることが確認できる．

次に我々は，type2カーネルを用いたスパイクレスポンスモデルの数値実験を行い，位相

応答曲線を数値的に測定する．type2カーネルは式 (3)で定義されるカーネル κ(s)におい

て，w �= 0とした場合である．膜電位 u(t)は式 (14)に従う．式 (14)における type2カー

ネルのパラメータは τs = 3.3，および w = 0.2，I0 = 20.0 mA，ε = 0.1とした．他のパラ

メータは type1カーネルを用いた場合の数値実験と同じである．type1カーネルを用いた場

合同様，式 (14)に従うスパイクレスポンスモデルに定常入力のみを加え，膜電位を周期的

に発火させ，その周期を T と得る．

図 5 は，type2 カーネルを用いた場合の結果である．十印は，数値実験によって数値的

に得られる位相応答曲線の結果である．実線は本論文で導出した位相応答曲線の理論線で

ある．我々が導出した理論は，数値的に得られた位相応答曲線の結果をとらえていることが
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図 5 type2 カーネル（w �= 0）を持つスパイクレスポンスモデルの位相応答曲線の結果．他の注釈は図 4 と同様
である

Fig. 5 The result of numerical simulations of the phase response curve by using the spike response

model with the type2 kernel, and the corresponding PRC obtained from our analysis. The

notations are the same as in the Fig. 4.

確認できる．数値実験の結果と理論より，type2カーネルを用いたスパイクレスポンスモデ

ルの位相応答曲線は，摂動刺激を加えた位相により，正の値と負の値のみをとることが確

認できる．type2カーネルを持つスパイクレスポンスモデルは，摂動刺激に対して，位相を

進みと遅れの働きがあることが明らかになった．図 1 Bで示すように，sの値により type2

カーネル κ(s)は負の値をとる．type2カーネルを持つスパイクレスポンスモデルは，位相

1.6π 付近で摂動刺激を受けた場合，κ(s)の効果で，膜電位が低下したため，発火時間が遅

くなったと考えられる．本論文で我々が導出した理論は，位相の遅れも理論的にとらえてい

ることが確認できる．

4. お わ り に

本研究において，我々はスパイクレスポンスモデルを用いて解析的に位相応答曲線を導出

した．その結果，位相応答曲線をスパイクレスポンスモデルのカーネルにより記述すること

が可能であることが明らかになった．スパイクレスポンスモデルのカーネルは，神経細胞が

示す膜電位のインパルス応答と対応する．そのため個々の神経細胞の膜電位が示す膜特性

と，スパイクレスポンスモデルのカーネルには，生理学的な関係が存在する．よって，実際

の神経細胞の膜電位の挙動を担う膜特性と，その神経細胞が示す位相応答曲線の関係を解析

的に明らかにすることができた．

また，我々は，解析的に導出した理論の検証を行うため，スパイクレスポンスモデルの位

相応答曲線を数値実験により測定し理論との比較を行った．検証は 2.2 節において示した

摂動法を数値的に行った．我々は，膜特性が位相応答曲線に与える影響を議論するため，ス

パイクレスポンスモデルのカーネルを type1および type2と区別して行った．type1カー

ネルを用いた数値実験では，位相応答曲線は正の値のみを示した．type1カーネルを用いて

理論的に導出した位相応答曲線は，この数値実験の結果をとらえていた．type2カーネルを

用いた数値実験では，位相応答曲線は，正の値だけではなく負の値も示す結果を得られた．

type2カーネルを用いて理論的に導出した位相応答曲線は，数値実験で得られた位相応答曲

線の遅れについてもとらえていた．本論文で導出したスパイクレスポンスモデルのカーネル

と位相応答曲線の解析的関係の妥当性を，数値実験によって確認することができた．

本論文により，実際の神経細胞の膜電位のインパルス応答として得られる膜電位の変化を

測定することにより，その神経細胞の位相応答曲線を推測することが可能になったと考えら

れる．
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