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連続世代モデルに基づく微分進化法の
分散分析による比較研究

田 川 聖 治†1

微分進化法（DE：Differential Evolution）は，関数最適化問題を対象とした進化
的計算の一種である．進化的計算における集団の更新方法は世代モデルと呼ばれ，離
散世代モデルと連続世代モデルに大別される．従来の DEは離散世代モデルに基づく
ものであり，現世代の集団は次世代の集団によりいっせいに置き換えられる．本稿で
は，連続世代モデルに基づく DE を提案している．連続世代モデルに基づく DE で
は，新たに得られた優れた個体を即座に親として子の生成に利用できるため，離散世
代モデルによる DE よりも収束性が高まることが期待できる．また，連続世代モデ
ルによる DEでは，様々な生存選択を容易に導入できる．そこで，連続世代モデルに
よる DE に対して，3 種類の生存選択を提案している．さらに，数値実験で得られた
データの分散分析を行うことによって，世代モデル，生存選択，複製選択，集団サイ
ズ，および，それらの交互作用が，DE の性能に及ぼす効果を明らかにしている．

A Comparative Study of the Differential Evolution
Based on Continuous Generation Model
by Using Analysis of Variance

Kiyoharu Tagawa†1

Differential Evolution (DE) is an Evolutionary Computation (EC) for solving
function optimization problems. In order to renew the population in EC, there
are two generation models. The first one is called “discrete generation model”,
and the second one is called “continuous generation model”. Conventional DEs
have been based on the discrete generation model in which the current genera-
tion’s population is replaced by the next generation’s population at a time. In
this paper, a new DE based on the continuous generation model is proposed.
Because a newborn excellent individual is added to the only population and can
be used immediately to generate offspring in the continuous generation model,
it can be expected that the proposed DE converges faster than the conventional
ones. Furthermore, by employing the continuous generation model, it becomes
easy to introduce various survival selection methods into DE. Therefore, three

survival selection methods are contrived for the DE based on the continuous
generation model. Finally, the effects of several factors, namely, the genera-
tion model, the survival selection, the reproduction selection, the population
size, and the interaction among them, on the performance of DE are evaluated
statistically by using the techniques of the analysis of variance.

1. は じ め に

微分進化法（DE：Differential Evolution）1),2) は，決定変数が実数値をとる関数最適化

問題を対象とした進化的計算の一種である．すなわち，DEは実数ベクトルを個体とし，遺

伝的アルゴリズム（GA：Genetic Algorithm）3) と同様，個体群による確率的な多点探索に

よって，微分不可能な多峰性の関数最適化問題に対しても，優れた解を得ることができる．

また，実数ベクトルを個体とする実数値GAと比較し，DEは処理手順が簡単であるため実

装が容易であり，煩雑な遺伝演算子の選定や，制御パラメータの調整などの負担も少ない．

さらに，いくつかのテスト問題を対象とした数値実験によれば，典型的な実数値GAや進化

戦略（ES：Evolution Strategy）と比較し，DE は最適解への収束が速く頑強である1),2)．

このため，画像処理4) や弾性表面波フィルタの最適設計5) など，様々な分野における現実

的な最適化問題に対して，DEの適用例が数多く報告されている．

進化的計算における集団の更新方法は世代モデルと呼ばれ，離散世代モデルと連続世代モ

デルに大別される6)．離散世代モデルによれば，現世代と次世代の 2つの集団が存在し，次

世代の集団の個体が現世代の集団の個体を用いて作られた後，現世代の集団は次世代の集団

によっていっせいに置き換えられる．一方，連続世代モデルによれば，集団は 1つであり，

新たに生成された個体は既存の個体と随時比較され，集団内の個体は徐々に入れ換わる．

最初に考案された DEは離散世代モデルを採用していた1)．近年，DEは制約条件付き最

適化問題7) や多目的最適化問題8)にも適用され，集団の構成方法や更新方法に関しても，対

象とする問題に即した様々な改良や拡張が報告されている7)–10)．しかし，それらは複製選

択や生存選択の機能を高めるため，現世代の集団と次世代の集団に加え，別に用意された領

域に個体群を蓄えるものである．GAや ESには両タイプの世代モデルが存在するが11)–13)，

著者の知る限り，既存の DEはすべて離散世代モデルに基づいている．
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ところで，進化的計算の性能評価では，数値実験によって得られたデータを，そのまま

比較検討する場合が少なくない14)．しかし，進化的計算の挙動は確率的であるため，観測

されたデータの差異が誤差の範囲であるか否かの判断や，要因と効果との因果関係を厳密

に判定することは容易でない．一方，統計学の理論と技法を駆使して，進化的計算の性能

を評価する試みもある．分散分析15) を利用した事例としては，GAの制御パラメータの調

整16),17)，遺伝演算子の効果の比較18)，特定の最適化問題における確率的な最適化手法の性

能評価19),20) などが報告されている．いずれの事例でも，因子の種類と水準の選択や，特性

値の計測方法などが重要であり，分散分析の使用目的に応じた工夫がうかがえる．

本稿では，連続世代モデルに基づく DEを提案する．連続世代モデルによれば，現世代と

次世代の 2つの集団を保持するためのメモリ領域や，集団の入れ換えの手間を節約できる

ほか，新たに得られた個体を即座に親として子の生成に利用できる．このため，離散世代モ

デルによる DEと比べて，連続世代モデルによる DEには高い収束性が期待できる．

また，連続世代モデルによる DE では，新たな個体の代わりに除く個体を，集団内の全

個体から選ぶことで，様々な生存選択を容易に導入できる．そこで，連続世代モデルによる

DEの生存選択として，家族選択，最悪選択，ランダム選択の 3種類を提案する．

次に，分散分析15) の F 検定を用いて，世代モデルの違いが，DEの処理時間と得られる

解の精度に及ぼす効果を統計的に評価する．すなわち，DEの世代モデルと，それとの交互

作用が予測される複製選択と集団サイズの 3つを母数因子とし，DEの確率的な挙動を誤差

因子として，それぞれの因子の主効果や因子間の交互作用の有無を検証する．

分散分析においては，できるだけ個々の問題に依存しない普遍的な因果関係を調べるた

め，テスト問題を易しい問題と難しい問題の 2つのグループに分け，グループごとにDEの

性能を評価する．さらに，分散分析の F 検定と整合性のあるシェフェの多重比較15) により

実験結果を詳細に解析し，DEにおける連続世代モデルの有効性を検証する．

最後に，連続世代モデルに基づく DEにおいて，提案した 3種類の生存選択が DEの性

能に及ぼす効果や，生存選択と複製選択の交互作用について，分散分析を用いて検証する．

その結果，生存選択を工夫することで，DEの性能が改善されることを示す．

2. 微分進化法（DE）

2.1 個体表現と集団構造

関数最適化問題は，決定変数 xj が実数値をとり，式 (1)のように定式化される．

⎡
⎣ minimize f(x)

sub. to xj ≤ xj ≤ xj , j = 1, · · · , D
(1)

ただし，x = (x1, · · · , xj , · · · , xD)である．

DEでは，式 (1)の最適化問題に対する解候補を個体とし，個体の配列を集団とする．すな

わち，集団サイズをN とすると，世代 gの集団における i番目の個体 xi,g（i = 1, · · · , N）

は，式 (2) のような浮動小数点表現による D 次元の実数ベクトルである．

xi,g = (x1,i,g, · · · , xj,i,g, · · · , xD,i,g) (2)

ただし，xj ≤ xj,i,g ≤ xj（j = 1, · · · , D）とする．

2.2 処 理 手 順

標準的な DE 1) の処理手順を以下に示す．ただし，終了条件については後述する．DEで

は，現世代の集団に含まれるすべての個体 xi,g が，次世代の個体 xi,g+1 の生成に関与する．

また，現世代の集団 xi,g と次世代の集団 xi,g+1（i = 1, · · · , N）の 2つの集団が存在する

ことから，標準的な DEは明らかに離散世代モデルを採用している．

〔離散世代モデルによるDE〕

手順 1 初期集団 xi,g（i = 1, · · · , N）をランダムに生成し，世代を g = 0とする．

手順 2 現世代の集団で最良の個体を xbest とする．

手順 3 終了条件を満たせば，xbest を出力して終わる．

手順 4 現世代の集団の各個体 xi,g に関して，以下の手順 5から手順 9を繰返す．

手順 5 個体 xi,g をターゲットベクトルとする．

手順 6 現世代の集団から 1つの個体 xb,g を複製選択し，ベースベクトルとする．

手順 7 ベースベクトルに xb,g に摂動を加え，変異ベクトル v を生成する．

手順 8 ターゲットベクトル xi,g と v の交叉により，トライアルベクトル u を生成する．

手順 9 f(u) ≤ f(xi,g)なら xi,g+1 = u とする．そうでなければ，xi,g+1 = xi,g とする．

手順 10 現世代の集団を xi,g = xi,g+1（i = 1, · · · , N）として更新する．

手順 11 g = g + 1として，手順 2に戻る．

2.3 微分突然変異

DEの手順 7において，ベースベクトル xb,g に摂動を加える操作は，微分突然変異と呼

ばれ，DEの主要な遺伝演算子である．微分突然変異では集団からランダムに K 対の個体

xrk,g を選び，スケール係数 SF に基づき式 (3)のように変異ベクトル v を生成する．
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v = xb,g +

K∑
k=1

SF (xr2k−1,g − xr2k,g) (3)

ただし，b �= r1 �= r2 �= · · · �= r2K である．

通常，スケール係数 SF は定数であるが，集団の収束とともに個体間の差ベクトルが小さ

くなるため，xb,g に加わる摂動の大きさが適切に調節されることが期待できる．

2.4 交 叉

ターゲットベクトル xi,g と変異ベクトル v の交叉により，トライアルベクトル uを生成

する．DEの交叉では，GAの多点交叉と同様，個体間で要素を交換するが，各要素の値は

変更しない．また，DEの代表的な交叉として，二項交叉と指数交叉がある2)．

たとえば，二項交叉においては，交叉率 CR（0 ≤ CR ≤ 1）と，毎回ランダムに選択され

る添字 jr（1 ≤ jr ≤ D）に基づき，トライアルベクトル uの各要素 uj ∈ u（j = 1, · · · , D）

を，式 (4)により決定する．したがって，DEの二項交叉はGAの一様交叉に近いが，vjr ∈ v

を必ず ujr ∈ u とするため，CR = 0としても u �= xi,g が期待できる．

uj =

⎧⎨
⎩

vj if (randj [0, 1] ≤ CR ∨ j = jr)

xj,i,g otherwise
(4)

ただし，randj [0, 1]は範囲 [0, 1]の一様乱数である．

2.5 戦 略

DEにはいくつかのタイプがあり，それらは戦略の違いで識別される．また，DEの各戦

略は，複製選択，微分突然変異における差ベクトルの数，交叉の組合せで定義される1)．

まず，ベースベクトル xb,g を選ぶための複製選択には，集団内で最良の個体 xbest を用

いる最良選択（best）と，ターゲットベクトルが xi,g のとき，b �= iの条件の下で集団から

ランダムにベースベクトル xb,g を選ぶランダム選択（rand）などがある．また，交叉には，

前述の二項交叉（bin）や指数交叉（exp）などがある．そこで，ベースベクトルの選び方を

B，差ベクトルの数を K，交叉を X として，DEの戦略を以下のように表記する．

DE/B/K/X

たとえば，DEの戦略として，複製選択をランダム選択（rand），差ベクトル数をK = 1，

交叉を二項交叉（bin）とした場合は，以下のように表記する．ちなみに，これは古典的な

DE 2) とも呼ばれる代表的な DEの戦略である．

DE/rand/1/bin

3. 関 連 研 究

DE の改良と拡張は，複製選択を含む戦略が中心である．たとえば，「DE/target-to-

best/1/bin」は，集団からベースベクトル xb,g を選ぶのではなく，ターゲットベクトル

xi,g と集団で最良の個体 xbest との算術交叉によってベースベクトル xb,g を合成する戦略

である2)．また，式 (3)の微分突然変異におけるスケール係数 SF を，ある確率分布に従っ

て変える戦略もある2)．文献 21)の DEでは，ランダムに選んだ 3つの個体の中心点をベー

スベクトル xb,g とし，それらの個体の目的関数値を考慮して降下方向に摂動を加えている．

さらに，文献 22)の DEでは，複数の異なる戦略を適応的に切り換えて使用している．

本来，DEにおける生存選択は，トライアルベクトル uとその親であるターゲットベクト

ル xi,g を比較し，いずれか勝る方を次世代の集団の個体 xi,g+1 に選ぶ二者択一の家族選択

である．そこで，DEの生存選択に関する拡張として，トライアルベクトルの数を増やすこ

とが考えられる．文献 7)の DEは，制約条件付き最適化問題を対象とし，各ターゲットベ

クトルと比較するトライアルベクトルを，それが実行可能解となるか，あるいは，適当な上

限回数に達するまで繰り返し生成している．また，文献 23)の DEでは，集団内で最良の

個体 xbest に対し，局所探索法を適用してトライアルベクトルを生成することで，等価的に

各ターゲットベクトルと比較するトライアルベクトルの数を増やしている．

DEの世代モデルに関しては，現世代の集団から次世代の集団を生成する過程において，

集団サイズを超えた個体群を一時的に蓄える手法がいくつか提案されている．まず，多目的

最適化問題に対して DEを適用する場合，トライアルベクトルとターゲットベクトルを比

較し，優劣が決まらない場合がある．そこで，文献 8)の DEでは，多様なパレート解の集

合を獲得するため，集団サイズの 2倍までの個体群を一時的に保存し，その個体群における

個体間の優越関係と混雑度の評価に基づき，次世代の集団を選択している．

また，文献 9)の DEでは，目的関数値にノイズを含む最適化問題に対してロバストな解

を求めるため，現世代の集団の各個体を対称の位置に複製し，新たに同じサイズの集団を生

成した後，それら 2つの集団からエリート選択により次世代の集団を選択している．

一方，文献 10)の DEでは，目的関数の計算回数の削減を目的とし，現世代の集団から

ランダムな選択とエリート選択によっていくつかの個体を選び，その小規模な集団を対象と

して DEを適用する．その後，DEにより得られた小規模な新たな集団と現世代の集団を合

わせた個体群から，エリート選択により次世代の集団を選択している．

上記のほかにも，対象とする問題に応じて，標準的な DEの様々な改良や拡張が報告され
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ている2)．しかし，現時点で著者の知る限り，既存の DEはすべて離散世代モデルに基づく

ものである．また，報告されている DEの改良や拡張には，新たな制御パラメータの追加

と，それらの調整を必要とするものが多く，DE本来の簡便さを損なう恐れがある．

4. 連続世代モデルによるDE

4.1 処 理 手 順

提案する連続世代モデルに基づく DEの処理手順を以下に示す．集団は 1つだけであり，

その集団における最良の個体 xbest は，世代とは無関係に随時更新される．

〔連続世代モデルによるDE（家族選択）〕

手順 1 初期集団 xi,g（i = 1, · · · , N）をランダムに生成し，世代を g = 0とする．

手順 2 初期集団で最良の個体を xbest とする．

手順 3 終了条件を満たせば，xbest を出力して終わる．

手順 4 集団の各個体 xi,g に関して，以下の手順 5から手順 10を繰り返す．

手順 5 個体 xi,g をターゲットベクトルとする．

手順 6 集団から 1つの個体 xb,g を複製選択し，ベースベクトルとする．

手順 7 ベースベクトルに xb,g に摂動を加え，変異ベクトル v を生成する．

手順 8 ターゲットベクトル xi,g と v の交叉により，トライアルベクトル u を生成する．

手順 9 f(u) ≤ f(xi,g)なら xi,g = u とする．

手順 10 f(u) < f(xbest)なら xbest = u とする．

手順 11 g = g + 1として，手順 3に戻る．

既存の離散世代モデルによる DEの概念図を図 1 に，上記の連続世代モデルによる DE

の概念図を図 2 に示す．両図を比較すると，連続世代モデルによる DEでは，2つの集団を

保持する必要がなく，そのメモリ領域や集団の入れ換えの手間が節約できるほか，新たに得

られた優れたトライアルベクトル uを，即座に以降の uの生成に使用できる．さらに，連

続世代モデルによる DEでは，最良の個体 xbest を随時更新するため，複製選択に最良選択

（best）を採用した場合，DEの収束性がいっそう高まるものと予測される．

4.2 生 存 選 択

連続世代モデルによれば，集団内の全個体から除く個体を選ぶことで，様々な生存選択を

容易に導入できる．そこで，4.1節の連続世代モデルによる DEでの生存選択を家族選択と

呼び，連続世代モデルに基づく DEに対し，新たに 2種類の生存選択を提案する．

まず，最悪選択では，トライアルベクトル uを集団で最悪の個体 xw,g と比較し，uが勝

図 1 離散世代モデルによる DE

Fig. 1 Discrete generation model of DE.

図 2 連続世代モデルによる DE（家族選択）
Fig. 2 Continuous generation model of DE

with family survival selection.

れば xw,g と置き換える．集団内からたえず最悪の個体を除くことで，DEの収束性の向上

が期待できる．最悪選択による DEの概念図を図 3 に，その手順を以下に示す．

〔連続世代モデルによるDE（最悪選択）〕

手順 1 初期集団 xi,g（i = 1, · · · , N）をランダムに生成し，世代を g = 0とする．

手順 2 初期集団内で最良の個体を xbest とする．

手順 3 終了条件を満たせば，xbest を出力して終わる．

手順 4 集団の各個体 xi,g に関して，以下の手順 5から手順 11を繰り返す．

手順 5 個体 xi,g をターゲットベクトルとする．

手順 6 集団から 1つの個体 xb,g を複製選択し，ベースベクトルとする．

手順 7 ベースベクトル xb,g に摂動を加え，変異ベクトル v を生成する．
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5 連続世代モデルに基づく微分進化法

図 3 連続世代モデルによる DE（最悪選択）
Fig. 3 Continuous generation model of DE

with worst survival selection.

手順 8 ターゲットベクトル xi,g と v の交叉により，トライアルベクトル u を生成する．

手順 9 集団内において最悪の個体 xw,g を求める．

手順 10 f(u) ≤ f(xw,g)なら xw,g = u とする．

手順 11 f(u) < f(xbest)なら xbest = u とする．

手順 12 g = g + 1として，手順 3に戻る．

次に，ランダム選択では，トライアルベクトル uを集団内からランダムに選んだ個体 xr,g

（1 ≤ r ≤ N）と比較し，uが勝れば xr,g と置き換える．ランダム選択によれば，集団の多

様性が向上することが期待できる．ランダム選択による DEの処理手順は，最悪選択によ

る DEの処理手順において，手順 9と手順 10を以下のように変更する．

〔連続世代モデルによるDE（ランダム選択）〕

手順 9 集団からランダムに個体 xr,g を選ぶ．

手順 10 f(u) ≤ f(xr,g)なら xr,g = u とする．

以降，前述の複製選択におけるランダム選択と，上記の生存選択におけるランダム選択を

区別するため，複製選択におけるランダム選択の場合は「rand」と表記する．

5. テスト問題

よく整理された文献 14)の 23種類のテスト問題から，特徴的な以下の 6問を選び実験の

対象とする．ただし，決定変数 xj（j = 1, · · · , D）の次数はすべてD = 10とする．また，

Rosenbrock関数を除き，すべてのテスト問題の最適解は fp(0, · · · , 0) = 0である．

• Sphere関数：f1(x)は単峰性で変数間に依存関係がない．

⎡
⎢⎢⎣ f1(x) =

10∑
j=1

x2
j

− 100 ≤ xj ≤ 100, j = 1, · · · , 10

• Discontinuous関数：f2(x)は単峰性で変数間に依存関係がない．⎡
⎢⎢⎣ f2(x) =

10∑
j=1

|xj | +
10∏

j=1

|xj |

− 10 ≤ xj ≤ 10, j = 1, · · · , 10

• Ridge関数：f3(x)は単峰性で変数間に依存関係がある．⎡
⎢⎢⎣ f3(x) =

10∑
j=1

(
j∑

k=1

xk

)2

− 100 ≤ xj ≤ 100, j = 1, · · · , 10

• Rosenbrock関数：f4(x)は多峰性で変数間に依存関係がある．最適解は f4(1, · · · , 1) =

0である．ちなみに，文献 14)では Rosenbrock関数は単峰性に分類されている．しか

し，最近の研究24) によれば，D ≥ 4において Rosenbrock関数は多峰性となる．⎡
⎢⎢⎣ f4(x) =

9∑
j=1

[100 (x2
j − xj+1)

2 + (xj − 1)2]

− 30 ≤ xj ≤ 30, j = 1, · · · , 10

• Ackley関数：f5(x)は多峰性で変数間に依存関係がある．⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f5(x) = −20 exp

⎛
⎝−0.2

√√√√ 1

10

10∑
j=1

x2
j

⎞
⎠

− exp

(
1

10

10∑
j=1

cos 2 π xj

)
+ 20 + e

− 32 ≤ xj ≤ 32, j = 1, · · · , 10

• Griewank関数：f6(x)は多峰性で変数間に依存関係がある．
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⎡
⎢⎢⎣ f6(x) =

10∑
j=1

x2
j

4000
−

10∏
j=1

(
cos

(
xj√

j

))
+ 1

− 600 ≤ xj ≤ 600, j = 1, · · · , 10

6. 世代モデルの比較

完全無作為化法による分散分析15) を用いて，2.2節で紹介した離散世代モデルに基づく

標準的な DEと，4.1節で提案した生存選択が家族選択の連続世代モデルに基づく DEの性

能を比較し，世代モデルの違いが DEの性能に及ぼす効果について検証する．また，分散分

析では世代モデル単独の効果だけでなく，ほかの要因との交互作用についても調べる．

6.1 3因子実験

6.1.1 実 験 方 法

まず，母数因子は，世代モデル，および，それとの交互作用が考えられる集団サイズと複

製選択とする．表 1 に母数因子と水準を示す．表 1 において，世代モデル Gは，離散世代

モデル G1 と連続世代モデル G2 の 2水準である．集団サイズ N の水準 Nq は，文献 1)の

次元数 D に基づく推奨値の範囲 N = 5 D ∼ 10 D から，N2 = 8 D と，その範囲外で大小

の値を選び 3水準とする．また，前述のとおり，すべてのテスト問題の次元数はD = 10で

ある．さらに，複製選択 B は「rand」と「best」の 2水準とする．ここで，各母数因子の

水準の組合せ (Gm, Nq, Bb)は処理と呼ばれ，表 1 における処理の総数は 12となる．

次に，初期集団における個体の分布など，DEの確率的な挙動の影響を誤差因子とする．

ただし，DEを実行する際に用いる乱数系列は，すべての処理において統一する．

DE の戦略は，最も一般的な「DE/rand/1/bin」と「DE/best/1/bin」から，複製選択

の水準によっていずれか一方を使用する．また，DEの制御パラメータであるスケール係数

表 1 3 因子実験の因子と水準
Table 1 Three factors and their levels.

factor level-1 level-2 level-3

generation discrete continuous

model (G) (G1) (G2)
—

population

size (N)
N1 = 12 D N2 = 8 D N3 = 4 D

reproduction

selection (B)
rand (B1) best (B2) —

SF と交叉率 CR は，文献 25)の実験結果から，幅広い最適化問題に対して有効な SF = 0.9

と CR = 0.9に固定する．さらに，DEの終了条件は，最良解 xbest の目的関数値と既知の

最適解に対する目的関数値との差（ERR）が ε = 10−6 以下になった場合，あるいは，目的

関数値の計算回数（FES）が，その上限の 36 × 104 回に達した場合とする．

DEの性能を評価するための指標は，上記の ERRと FESの 2つとする．ここで，NFL

定理26) を引用するまでもなく，DEの性能は対象とする最適化問題にも依存する．しかし，

世代モデルの違いが DEの性能に及ぼす普遍的な効果を調べるため，テスト問題ごとに測

定した ERRと FESのデータを以下のとおり集計し，分散分析における特性値とする．

まず，それぞれの処理 (Gm, Nq, Bb) の下で，テスト問題ごと 20 回測定した ERR と

FESのデータを標準化する．たとえば，テスト問題 fp(x)に DEを適用して求めた FESを

τp,m,q,b,r（r = 1, · · · , 20）とすると，式 (5)のように FESの平均値 τ̂p を求める．

τ̂p =
1

240

(
2∑

m=1

3∑
q=1

2∑
b=1

20∑
r=1

τp,m,q,b,r

)
(5)

さらに，FESの標準偏差を σ(τp)とし，式 (6)のように FESを標準化する．

yp,m,q,b,r =
τp,m,q,b,r − τ̂p

σ(τp)
(6)

ただし，σ(τp) = 0の場合，yp,m,q,b,r = 0とする．

テスト問題ごとに FESの値は大きく異なる．しかし，FESを標準化することで，全テス

ト問題の FESは平均値が 0に揃うため，それらを同等に扱うことが可能になる．

次に，6種類のテスト問題を易しい問題と難しい問題の 2つのグループに分け，グループ

ごと標準化した FESを統合する．ここで，易しい問題は単峰性の f1(x)，f2(x)，f3(x)と

し，難しい問題は多峰性で変数間に依存関係がある f4(x)，f5(x)，f6(x)とする．

たとえば，易しい問題のグループでは，3つのテスト問題に関する式 (6)の yp,m,q,b,r を，

処理 (Gm, Nq, Bb)で式 (7)により平均化し，その r 番目の FESの特性値とする．

ŷm,q,b,r =
1

3

(
3∑

p=1

yp,m,q,b,r

)
(7)

同様に，難しい問題の各処理における FESの特性値，および，両グループの各処理にお

ける ERRの特性値を算出する．ただし，ERRの計測においては，許容誤差 ε以内の無意

味な数値のバラツキの影響を取り除くため，あるテスト問題に DEを適用して得られた解
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表 2 易しい問題の FES の分散分析表
Table 2 Analysis of variance of FES on easy problems.

factor V F -value P -value

G 0.327 38.867 2.1 × 10−9 **

N 45.989 5457.906 2.8 × 10−193 **

B 114.843 13629.410 2.4 × 10−205 **

G × N 0.006 0.759 0.469

G × B 0.007 0.863 0.353

N × B 12.913 1532.504 6.3 × 10−133 **

G × N × B 0.006 0.824 0.439

e 0.008

V : unbiased estimate of population variance; G: generation model;

N : population size; B: reproduction selection; e: error

を x� とするとき，その目的関数値 fp(x�)を式 (8)により f̂p(x�)に補正する．

f̂p(x�) = max {ε, fp(x�)} (8)

6.1.2 易しい問題における実験結果

易しい問題における FESに関する分散分析表を表 2 に示す．分散分析表の各列は，要因，

不偏分散 V，分散比（F 値），および，P 値である．たとえば，要因 Gと誤差 eの不偏分

散 VG と Ve から，要因 Gの F 値は FG = VG/Ve となる．したがって，FG の値が大きい

ほど，要因 Gの水準 Gm（m = 1，2）の違いが FESの特性値に大きな影響を与える．

ここで，ある要因が特性値に影響しないとする仮定を帰無仮説と呼ぶ．また，誤差の独立

性，等分散性，不偏性，正規性が保証されるならば，帰無仮説の成立する確率である P 値

を求めることができる15)．したがって，所定の危険率 αよりも P 値が小さければ，上記の

帰無仮説は棄却され，要因は有意と判定できる．表 2 の分散分析表では，要因が α = 0.05

で有意のとき「*」印を，α = 0.01でも有意なら「**」印を行末に付けている．

表 2 の分散分析表によれば，すべての母数因子の主効果と交互作用の要因N ×B が危険

率 α = 0.01で有意である．ここで，誤差に関する前提条件が成立しなくても，F 検定の頑

強性から，世代モデル Gの違いは，明らかに FESを左右すると判定できる．また，世代モ

デルと他の母数因子の交互作用はなく，複製選択 B の主効果が非常に大きい．

同様に，易しい問題における ERRに関しても分散分析を試みた．しかし，すべの要因が

危険率 α = 0.05でも有意とはならず，世代モデルに関する帰無仮説を棄却することはでき

表 3 難しい問題の FES の分散分析表
Table 3 Analysis of variance of FES on hard problems.

factor V F -value P -value

G 0.181 0.836 0.361

N 9.677 44.555 4.6 × 10−17 **

B 22.981 105.806 1.2 × 10−20 **

G × N 1.338 6.163 0.002 **

G × B 0.005 0.023 0.879

N × B 7.721 35.549 3.6 × 10−14 **

G × N × B 0.153 0.707 0.494

e 0.217

V : unbiased estimate of population variance; G: generation model;

N : population size; B: reproduction selection; e: error

表 4 難しい問題の ERR の分散分析表
Table 4 Analysis of variance of ERR on hard problems.

factor V F -value P -value

G 1.691 6.318 0.012 *

N 1.968 7.351 8.0 × 10−4 **

B 0.307 1.148 0.285

G × N 0.684 2.557 0.079

G × B 0.153 0.574 0.449

N × B 4.947 18.478 3.6 × 10−8 **

G × N × B 1.417 5.292 0.005 **

e 0.267

なかった．したがって，易しい問題における ERRの分散分析表は省略する．

6.1.3 難しい問題における実験結果

難しい問題における FESに関する分散分析表を表 3 に示す．表 3 において，世代モデル

Gと集団サイズ N の交互作用 G × N は有意である．しかし，世代モデル Gの主効果は有

意でない．また，世代モデルと複製選択の交互作用 G × B も有意ではない．

同様に，難しい問題における ERRに関する分散分析表を表 4 に示す．表 4 によれば，世

代モデル Gの主効果が危険率 α = 0.05でわずかながら有意である．また，世代モデルと複

製選択の交互作用 G × B は有意でないが，3因子の交互作用 G × N × B は有意である．

6.2 2因子実験

6.2.1 実 験 方 法

3因子実験の結果によれば，世代モデルと複製選択は DEの性能を左右するが，両者の交
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表 5 易しい問題の FES の分散分析表（複製選択：rand）
Table 5 Analysis of variance of FES on easy problems (reproduction selection: rand).

factor V F -value P -value

G 0.130 90.601 3.6 × 10−16 **

N 59.190 41141.44 1.1 × 10−163 **

G × N 0.009 6.596 0.001 **

e 0.001

図 4 易しい問題の FES の母平均 G × N（複製選択：rand）
Fig. 4 Mean G × N of FES on easy problems (reproduction selection: rand).

互作用 G×B は認められない．そこで，表 1 の母数因子から複製選択を除き，世代モデル

と集団サイズについて，再度，完全無作為化法による 2因子実験を実施する．

2因子実験は，複製選択が「rand」の場合と「best」の場合の双方について行う．母数因

子は世代モデルと集団サイズの 2つとなるため，処理 (Gm, Nq)の総数は 6である．その

ほか，DEの適用方法，ERRや FESの計測方法などは，3因子実験と同じとする．

6.2.2 易しい問題における実験結果

まず，複製選択が「rand」の場合について，FESに関する分散分析表を表 5 に示す．表 5

によれば，交互作用 G × N を含め，すべての要因が危険率 α = 0.01で有意である．ちな

みに，表 2 に示した 3因子実験の分散分析表において，世代モデル Gと集団サイズ N の

交互作用 G × N は有意ではない．しかし，複製選択 B の大きな影響を除くことで，世代

モデルと集団サイズの隠れた交互作用が明らかになったものと思われる．

世代モデルと集団サイズの交互作用を詳細に調べるため，G × N の各処理の母平均（特

性値の平均）を図 4 に示す．FESの特性値は標準化しているため，全体の平均は 0である．

表 6 易しい問題の FES の多重比較（複製選択：rand）
Table 6 Multiple comparison of FES on easy problems (reproduction selection: rand).

Gm Nq ŷm,q F -value

G1 N1 G2 N1 1.259 1.159 13.890 **

G1 N2 G2 N2 0.042 −0.014 4.649 **

G1 N3 G2 N3 −1.203 −1.243 2.219

表 7 易しい問題の FES の分散分析表（複製選択：best）
Table 7 Analysis of variance of FES on easy problems (reproduction selection: best).

factor V F -value P -value

G 1.575 19.844 1.9 × 10−5 **

N 42.409 534.344 1.2 × 10−58 **

G × N 0.022 0.287 0.750

e 0.079

図 4 から，集団サイズ N が小さいほど FESは少なく，集団サイズが等しい場合は，離散

世代モデル G1 と比較し，連続世代モデル G2 の方がわずかながら FESは少ないことが分

かる．

図 4 から推察される連続世代モデルの優位性を検証するため，分散分析の F 検定と整合

性があるシェフェの多重比較を実施し，その結果を表 6 に示す．表 6 の各列は，比較する

2つの処理 (Gm, Nq)，両処理の母平均 ŷm,q，および，統計量 F である．また，各統計量

F には，両処理の母平均の差が危険率 α = 0.05で有意のとき「*」印を，α = 0.01でも有

意のとき「**」印を付けている．表 6 から，集団サイズが小さく N3 = 4 D のときは世代

モデルの違いによる FESの差は認められない．しかし，集団サイズが大きな場合，離散世

代モデル G1 よりも，連続世代モデル G2 の方が，明らかに FESは減少している．

次に，複製選択が「best」の場合について，FESに関する分散分析表を表 7 に示す．表 7

によれば，3 因子実験における表 2 の分散分析表と同様，世代モデル，集団サイズともに

有意であるが，両者の交互作用はない．そこで，世代モデルごと処理をまとめて比較する．

まず，離散世代モデルG1 の全処理 (G1, Nq)の母平均は ŷ1,q = 0.114，連続世代モデルG2

の全処理 (G2, Nq)の母平均は ŷ2,q = −0.114であり，連続世代モデルの方が FESは少な

い．さらに，FESに関してシェフェの多重比較を行ったところ F = 19.844となり，世代モ

デルの違いによる FESの差は α = 0.01で有意であることが確認された．

前述のとおり，ERRに関しても 2因子実験を行った．しかし，いずれの複製選択におい
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表 8 難しい問題の FES の分散分析表（複製選択：rand）
Table 8 Analysis of variance of FES on hard problems (reproduction selection: rand).

factor V F -value P -value

G 0.050 0.264 0.608

N 20.260 105.943 9.9 × 10−27 **

G × N 0.186 0.976 0.379

e 0.191

表 9 難しい問題の ERR の分散分析表（複製選択：rand）
Table 9 Analysis of variance of ERR on hard problems (reproduction selection: rand).

factor V F -value P -value

G 0.623 2.060 0.153

N 5.669 18.723 9.3 × 10−8 **

G × N 0.127 0.419 0.658

e 0.302

表 10 難しい問題の FES の分散分析表（複製選択：best）
Table 10 Analysis of variance of FES on hard problems (reproduction selection: best).

factor V F -value P -value

G 0.494 1.052 0.307

N 1.833 3.898 0.023 *

G × N 4.420 9.398 1.6 × 10−4 **

e 0.470

ても，3因子実験の場合と同様，世代モデル，集団サイズ，および，両者の交互作用は F 検

定で有意とはならず，世代モデルの違いが ERRに影響するとは判定できなかった．

6.2.3 難しい問題における実験結果

まず，複製選択が「rand」の場合について，FESに関する分散分析表を表 8 に示す．表 8

によれば，世代モデルの効果はなく，集団サイズのみが有意である．そこで，各集団サイ

ズでの母平均を調べるとともに，シェフェの多重比較を実施したところ，集団サイズが小

さいほど FES も少ないことが確認された．同様に，複製選択が「rand」の場合について，

ERRに関する分散分析表を表 9 に示す．表 9 においても，集団サイズ N の主効果のみが

α = 0.01で有意であり，世代モデル Gが関与する要因の効果は認められない．

次に，複製選択が「best」の場合について，FESに関する分散分析表を表 10に示す．表 10

図 5 難しい問題の FES の母平均 G × N（複製選択：best）
Fig. 5 Mean of G × N of FES on hard problems (reproduction selection: best).

表 11 難しい問題の FES の多重比較（複製選択：best）
Table 11 Multiple comparison of FES on hard problems (reproduction selection: best).

Gm Nq ŷm,q F -value

G1 N1 G2 N1 0.327 0.073 0.274

G1 N2 G2 N2 −0.097 −0.353 0.279

G1 N3 G2 N3 −0.423 0.472 3.414 **

表 12 難しい問題の ERR の分散分析表（複製選択：best）
Table 12 Analysis of variance of ERR on hard problems (reproduction selection: best).

factor V F -value P -value

G 1.625 4.826 0.030 *

N 3.555 10.559 6.2 × 10−5 **

G × N 2.515 7.470 8.9 × 10−4 **

e 0.336

によれば，3因子実験での表 3 と同様，世代モデルの主効果は有意でなく，世代モデルと集

団サイズの交互作用が有意である．そこで，G × N の各処理の母平均を図 5 に示す．図 5

によれば，集団サイズ N が大きな場合，離散世代モデル G1 よりも，連続世代モデル G2

による FESの方が少なく見える．しかし，集団サイズが小さく N3 = 4 D の場合では，2

つの世代モデルによる FESが逆転している．さらに，図 5 を検証するため，シェフェの多

重比較を行った結果を表 11 に示す．表 11 から，N1 = 12 Dと N2 = 8 Dでは世代モデル

の違いで FESに差はないが，N3 = 4 D では離散世代モデルの方が確かに少ない．
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複製選択が「best」の場合の ERRに関する分散分析表を表 12 に示す．表 4 に示した 3

因子実験の結果と同様，表 12 において世代モデルの主効果はわずかに有意であり，世代モ

デルと集団サイズに交互作用 G × N が認められる．そこで，G × N の各処理の母平均を

図 6 に示す．図 6 によれば，集団サイズがN3 = 4 Dと小さい場合，連続世代モデルG2 よ

りも，離散世代モデル G1 の方が ERRは小さい．さらに，図 6 を検証するため，シェフェ

の多重比較を行った結果を表 13 に示す．N1 = 12 D と N2 = 8 D では世代モデルの違い

で ERRに差はなく，N3 = 4 D では離散世代モデルの方が ERRは確かに小さい．

6.2.4 世代モデルに関する考察

分散分析の結果から，DEの世代モデルに関して，以下の統計的な知見が得られた．

• 易しい問題では，連続世代モデルを DE に採用することで FES が減少する．ただし，

複製選択が「rand」であり，集団サイズが推奨値よりも小さい場合，連続世代モデルに

よる DEと離散世代モデルによる DEにおいて，FESは同程度であり違いは認められ

ない．一方，世代モデルの違いによる ERRの差異は確認できない．

• 難しい問題では，世代モデルの違いによる FES，および，ERRの差異は確認できない．

図 6 難しい問題の ERR の母平均 G × N（複製選択：best）
Fig. 6 Mean G × N of ERR on hard problems (reproduction selection: best).

表 13 難しい問題の ERR の多重比較（複製選択：best）
Table 13 Multiple comparison of ERR on hard problems (reproduction selection: best).

Gm Nq ŷm,q F -value

G1 N1 G2 N1 −0.136 −0.238 0.061

G1 N2 G2 N2 −0.152 −0.161 5.0 × 10−4

G1 N3 G2 N3 −0.060 0.748 3.891 **

ただし，複製選択が「best」であり，集団サイズが推奨値よりも小さい場合，離散世代

モデルによる DEの方が，ERRは小さく，FESも少ない．

上記の知見によれば，対象とする最適化問題の目的関数が単峰性で易しい問題に属する場

合，適切な集団サイズの下で連続世代モデルによる DEを用いれば，離散世代モデルによ

る DEによって得られる解の精度を損なうことなく，DEの処理時間を短縮できる．

一方，対象とする最適化問題の目的関数が多峰性で難しい問題に属する場合，世代モデル

の違いは DEの性能に影響しない．ただし，複製選択が「best」であり，集団サイズが推奨

値よりも小さな場合，連続世代モデルによる DEの性能は，FES，ERRともに，離散世代

モデルによる DEよりも悪くなる．その原因としては，最良の個体を選ぶ「best」と連続世

代モデルを組み合わせると，集団の多様性が失われて初期収束を起こし，多峰性の問題の局

所解に個体群が陥ることで，FESがその上限まで増加するためと考えられる．

7. 生存選択の比較

連続世代モデルによる DEでは，様々な生存選択を容易に導入できる．そこで，完全無作

為化法による分散分析により，4章で考案した 3種類の生存選択を比較検証する．

7.1 実 験 方 法

前章の世代モデルに関する実験結果から，連続世代モデルによる DE の性能は，集団サ

イズが推奨値よりも小さいと悪化する．そこで，集団サイズを推奨値の N2 = 8 D に固定

し，母数因子を生存選択 Aと複製選択 B として，2因子実験を実施する．

表 14 に母数因子と水準を示す．生存選択 Aの水準は，家族選択 A1，ランダム選択 A2，

最悪選択 A3 とする．また，複製選択は「rand」と「best」とする．表 14 における処理

(Aa, Bb)の総数は 6である．さらに，DEの性能を評価する特性値は FESと ERRとする．

そのほか，DEの適用方法，FESや ERRの計測方法などは，前章の実験と同じとする．

表 14 2 因子実験の因子と水準
Table 14 Two factors and their levels.

factor level-1 level-2 level-3

survival family random worst

selection (A) (A1) (A2) (A3)

reproduction

selection (B)
rand (B1) best (B2) —
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表 15 易しい問題の FES の分散分析表
Table 15 Analysis of variance of FES on easy problems.

factor V F -value P -value

A 5.004 135.535 7.3 × 10−31 **

B 91.355 2474.226 3.8 × 10−76 **

A × B 2.192 59.388 2.1 × 10−18 **

e 0.036

V : unbiased estimate of population variance

A: survival selection; B: reproduction selection; e: error

図 7 易しい問題の FES の母平均 A × B

Fig. 7 Mean A × B of FES on easy problems.

7.2 易しい問題に対する実験結果

易しい問題における FESに関する分散分析表を表 15 に示す．表 15 によれば，すべての

要因が危険率 α = 0.01で有意である．そこで，生存選択と複製選択の交互作用 A × B の

各処理の母平均を図 7 に示す．図 7 によれば，生存選択の中では最悪選択 A3 の FESが最

も少ない．また，複製選択は「rand」よりも「best」の方が FESは少ない．

図 7 を検証するため，シェフェの多重比較を実施し，その結果を表 16 に示す．表 16 に

よれば，複製選択が「rand」（B1）の場合，ほかの生存選択に比べて最悪選択 A3 の FES

が明らかに小さい．しかし，複製選択が「best」（B2）の場合，最悪選択 A3 とランダム選

択 A2 における FESの差は有意とはならず，最悪選択 A3 と家族選択 A1 の差もわずかで

ある．一方，生存選択が同じ場合は，確かに「rand」よりも「best」の方が FESは少ない．

また，FESが最短となる最適水準は，表 16 から最悪選択と「best」の組合せである．

同様に，ERRに関しても分散分析の F 検定を実施した．しかし，危険率を α = 0.05と

表 16 易しい問題の FES の多重比較
Table 16 Multiple comparison of FES on easy problems.

Aa Bb ŷa,b F -value

A1 B1 A2 B1 1.246 1.175 0.273

A1 B1 A3 B1 1.246 0.194 59.929 **

A2 B1 A3 B1 1.175 0.194 52.102 **

A1 B2 A2 B2 −0.793 −0.813 0.021

A1 B2 A3 B2 −0.793 −1.010 2.535 *

A2 B2 A3 B2 −0.813 −1.010 2.092

A1 B1 A1 B2 1.246 −0.793 225.565 **

A2 B1 A2 B2 1.175 −0.813 214.364 **

A3 B1 A3 B2 0.194 −1.010 78.670 **

表 17 難しい問題の FES の分散分析表
Table 17 Analysis of variance of FES on hard problems.

factor V F -value P -value

A 0.365 1.638 0.198

B 20.977 94.166 1.3 × 10−16 **

A × B 0.547 2.457 0.090

e 0.222

しても，すべての要因が有意とはならず，連続世代モデルに基づくDEにおいて，生存選択

や複製選択の違いが ERRに影響するとは判定できなかった．

7.3 難しい問題に対する実験結果

難しい問題における FESに関する分散分析表を表 17 に示す．表 17 によれば，生存選択

Aは有意でなく，複製選択Bのみが有意である．そこで，複製選択ごと各処理における FES

の母平均を調べるとともに，シェフェの多重比較を実施したところ，複製選択は「rand」よ

りも「best」の方が，明らかに FESを減少させることが確認された．

次に，難しい問題における ERRに関して分散分析を実施した．しかし，易しい問題の場

合と同様，危険率を α = 0.05としてもすべての要因が有意とはならず，生存選択や複製選

択の違いが連続世代モデルによる DEの ERRに影響するとは判定できなかった．

7.4 生存選択に関する考察

分散分析の結果から，DEの生存選択に関して，以下の統計的な知見が得られた．

• 易しい問題では，複製選択が「rand」の場合，ほかの生存選択に比べて，最悪選択を用

いると FESは減少する．また，最悪選択と複製選択の「best」を組み合わせると，FES
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が最も短くなる．一方，生存選択の違いによる ERRの差異は確認できない．

• 難しい問題では，生存選択の違いによる FES，ERRの差異は確認できない．

上記の連続世代モデルによる DE に関して得られたものと同様の知見は，連続世代モデ

ルによる GAや ESにおいて報告された内容と整合している11),13)．本稿で提案した最悪選

択は，文献 13)の全体的な生存選択に該当し，探索空間での位置によらず集団の中から淘

汰する個体を選択する．このため，全体的な生存選択は，集団の収束性を向上させる．しか

し，多峰性の難しい問題においては，集団を局所解に陥らせる危険性がある．

一方，DEの家族選択は，文献 13)の個別的な生存選択に該当し，淘汰する個体を局所的

に選ぶことで，集団の多様性を高める効果が期待される．しかし，DEの家族選択では，家

族が親と子の 2個体のみと少ないため，各親の近傍における局所的な探索が十分に行われ

ない．また，DEの収束性に関しては，分散分析の結果から，生存選択よりも複製選択の違

いの方が大きく影響する．このため，連続世代モデルに基づく DEの家族選択においては，

個別的な生存選択に期待される効果が確認できなかったものと考えられる．

8. お わ り に

本稿では，既存の DE が離散世代モデルに基づくことを指摘し，連続世代モデルによる

DEを提案した．次に，世代モデルの違いが DEの性能に及ぼす影響を分散分析を用いて明

らかにした．連続世代モデルによる DEの利点は，以下のとおりである．

• 単峰性の易しい問題においては，既存の DEで得られる解の精度を落とすことなく，目

的関数値の計算回数，すなわち，DEの処理時間を短縮できる．

• 多峰性で変数間に依存関係がある難しい問題においては，推奨値かそれ以上の集団サイ
ズを用いたり，複製選択に「rand」を採用したりするなど，集団の多様性を確保するた

めの処置を施すことで，既存の DEと同程度の性能を発揮する．

• 新たな生存選択を容易に導入できるため，それにより DE の性能を改善できる．たと

えば，最悪選択は単峰性の易しい問題において DEの収束性を向上させる．

• 新たに制御パラメータを増やす必要がない．
• 集団を保持するメモリ領域や，集団の入れ換えの時間を節約できる．ただし，今日の計
算機の能力を考えると，これらの利点による恩恵はそれほど大きくはない．

連続世代モデルはGAや ESでは広く用いられている．一般的に，連続世代モデルを採用

すると，離散世代モデルに比べて集団の収束性は向上するが，収束性と多様性はトレード

オフの関係にあため，集団の多様性を維持する工夫が必要となる．本稿では，DEの世代モ

デルと生存選択に着目し，分散分析を用いることで，上記の進化的計算の本質的な特性を，

DEにおいても確認するとともに，DEのさらなる進化の方向性と可能性を示した．

今後の課題としては，連続世代モデルによる DEが有効となる問題のグループの特徴を

より明確にすること，連続世代モデルに適した新たな生存選択を考案すること，連続世代モ

デルの DEに対する制御パラメータの推奨値を求めることなどがあげられる．
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