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はじめに
　数値計算とは，解析的に解くのが困難な問題を数値的
に解く計算やその手法のことであり，その実装にはコン
ピュータによる浮動小数点演算を用いるのが普通であ
る．浮動小数点演算とは，簡単に言えば，有限桁（たと
えば，10進数で 16桁程度）の計算のことである．すな
わち，何かの計算をするたびに，決められた桁数以下の
部分は打ち切られる．したがって，有限桁の計算を重ね
ると次第に計算誤差が蓄積していくため，最終的に得ら
れた結果がどれくらい正しいかは問題依存であり，正し
い結果とはまったく違った数値計算結果が得られること
もしばしばある．これに対し，数値計算による結果を数
学的に厳密な誤差限界とともに与えることを精度保証付
き数値計算という．
　一方，物理現象などをモデル化して現れる方程式を数
値計算によって解き，その現象のシミュレーションを行
うことを数値シミュレーションという．数値シミュレー
ションは，コンピュータの発展とともにさまざまな分野
でその重要性を増し，実験とともに理論を検証するため
の非常に重要な位置を占めるに至っている．したがって，
その結果の精度がどのくらいあるかを示すことが非常に

重要であり，精度保証付き数値計算は，その有用なツー
ルとなりつつある．
　筆者らは，精度保証付き数値計算としてどのようなも
のが望ましいかという条件は次のようであると考えて
いる：
　•  数値計算の応用分野の研究者が数値シミュレーショ

ンを行うために普段用いている計算機とソフトウェ
ア（パッケージ）を変更することなく，精度保証がで
きるようにする．

　•  精度保証のための特別のパッケージを使う必要がな
いようにする．

　•  数値線形計算用のソフトウェアの最適化の効果を失
わないように，精度保証をする．

　•  問題の条件数（条件数が高いと難しい問題である）に
応じて，簡単な問題は高速に，難しい問題は必要な
だけの手間で，適応的に解く．

　•  簡単な問題に対しては，数値解を得るための時間の
数倍の計算時間で，精度保証できるようにする．

　近年の筆者らの成果により，線形問題については上記
の条件を満たす精度保証法が非常に多くの場合に得られ
ることが示された．このような方法が開発できたのは，
筆者らの研究により得られた次の 2つのブレークスルー
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数値シミュレーションは，膨大な数値計算の結果の上に成り立っている．そのような数値計算の結果を数
学的に厳密な誤差限界とともに与えることを精度保証付き数値計算という．近年の筆者らの成果により，

精度保証付き数値計算は，線形計算については近似解を求めるのと比べて数倍の手間で実行できることが多い
ことが示された．さらに，数値計算自身も必要な精度の計算を適応的にかつ必要最小限に近い計算の手間で行
えることが示された．たとえば，連立一次方程式の数値解を倍精度浮動小数点演算で求めても，その精度が 10

進数換算で 16桁（倍精度での最大）はほぼ常に出せる計算方式が実現できる．しかも，問題の難しさ（条件数）
に応じた計算量で高速に実行できる．このように，数値線形代数の問題については，精度保証付き数値計算の
技術は多くの場合，数値シミュレーションを支える技術として，実に驚くべき進展を遂げた．本稿では，このよ
うな現状について概観する．具体的には，筆者らの研究により確立しつつある高速精度保証付き数値計算技術
と無誤差数値計算技術についてサーベイを行う．

数値シミュレーションを支える
精度保証技術6
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によっている：
　(1)高速精度保証付き数値計算技術
　(2)無誤差数値計算技術
これらについて本稿ではやさしく解説することを目的と
する．

高速精度保証付き数値計算
　精度保証付き数値計算は，通常のシミュレーションの
問題の規模に対応できないことや対応できたとしても計
算時間が数万倍にもなり，実用的でないと思われてきた．
これは，たとえばガウスの消去法の過程をそのまま逐一
区間演算に置き換えて得られる「区間ガウスの消去法」な
どが用いられてきたことによる．これに対して筆者らは，
数値解を得るためのアルゴリズムと精度保証のためのア
ルゴリズムを独立のものとし，精度保証には異なったア
ルゴリズムを用いることを考えた．これにより，問題の
規模が大きくても，精度保証をすることができるように
なった．また，区間演算を基本演算と考えるのではなく，
それを行列の積単位で考えることにより，高速精度保証
法が得られることを筆者らは示した．本章ではその方法
について説明を加える．

IEEE 754 浮動小数点演算規格
　精度保証付き数値計算を高速化できた大きな理由の
1つは，IEEE 754浮動小数点演算規格 1）が区間演算を
意識して，数学的にも十分吟味して制定されていること
である．本規格は，カリフォルニア大学バークレー校の
William Kahanを中心として 1985年に制定された．
　IEEE 754規格は 2進浮動小数点演算の規格で，単精
度（32ビット）や倍精度（64ビット）のフォーマットや演
算のルール等を定義している．たとえば倍精度であれ
ば，符号（1ビット），指数部（11ビット），仮数部（52ビ
ット）のように決められている．浮動小数点数は正規化
することを前提に考えるので，仮数部は実際には 53ビ
ット分の有効桁を確保できる．したがって，倍精度の
演算精度は，2253 < 1.11 3 10216となるため，10進数

でおよそ 16桁程度である．規格の詳細は文献に任せる
が，IEEE 754では，浮動小数点数の四則演算を数学的
に semimorphismと呼ばれる性質によって定義している．
これはまず実数の浮動小数点数への丸めを定義し，各
丸めごとに浮動小数点数の四則演算を定義する．IEEE 
754では丸めモードとして
　• 最近点への丸め
　• 1`方向への丸め
　• 2`方向への丸め
　• 原点方向への丸め
の 4種類がある．今，Fを考えている浮動小数点数の
集合，Rを実数の集合とする．このとき，r [ Rに対し，
それぞれの丸めモードは以下のように定義される．
最近点への丸め　○ : R → Fは，○ (r)を rに最も近い f 

[ Fとする．
1` 方向への丸め　△ : R → Fは，△ (r)を f ^ rを満た

す f [ Fで最も小さいものとする．
2` 方向への丸め　▽ : R → Fは，▽ (r)を f % rを満た

す f [ Fで最も大きいものとする．
原点方向への丸めについては省略する．丸めモードの
イメージは図 -1のようになる．丸めモードを指定し
たとき，その下での浮動小数点数の四則演算は semi-
morphismによって定義される．すなわち，たとえば，f, 
g [ Fに対して，最近点への丸めモードでの加算 ⊕は実
数上の加算 1を使って
　　f ⊕ g 5 ○ ( f 1 g)
が満たされるように定義される．減算や乗除算について
も同様である．

機械区間演算
　さて，精度保証の基礎となる考え方の区間解析は，実
数を両端が計算機で表現できる区間で置き換える方法で
ある．たとえば，円周率p は浮動小数点数で厳密に表
すことはできないが，[3.14, 3.15]によって円周率の包含
を表すことはできる．このときの精度は両端の数の差で
与えられる．区間演算は，四則演算に対応する 2つの

最近点への丸め方向への丸め 方向への丸め

a b c

▽(a) △(b) ○(c)

図 -1　丸めモードのイメージ．数直線上の○は離散的に分布している浮
動小数点数を表している．
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区間の演算である．2つの区間から任意に実数を選んだ
とき，その演算結果を含む最小の区間として定義される．
これを計算機上に実装したのが機械区間演算であり，こ
れは下端の数をさらに 2`方向に丸め，上端を 1`方向
に丸めたものである．たとえば，機械区間演算の和は次
のように定義される : 2つの区間 a 5 [al, au]，b 5 [bl, bu] 
(al, au, bl, bu [ F)に対して
　　a 1 b :5 [ ▽ (al 1 bl), △ (au 1 bu)] 5 [cl, cu]
と定義される．これを擬似コードの形で書くと次のよう
になる．擬似コード中の %は，それ以降が行末までコ
メントであることを意味する．
　　down(); % 2`方向への丸めモード
　　cl 5 al 1 bl; % a 1 bの下限を計算
　　up(); % 1`方向への丸めモード
　　cu 5 au 1 bu;  % a 1 bの上限を計算
ただし，down()と up()はそれぞれ，CPUの丸めモード
を 2`方向と 1`方向への丸めモードへ変更する命令で
ある．
　区間解析の 1つの手法は，たとえば，連立一次方程式
に対するガウスの消去法において，実数を区間に，四則
演算を区間演算に置き換える方法である．これを区間ガ
ウスの消去法という．区間ガウスの消去法によって得ら
れた区間ベクトルは厳密解を含む区間となる．したがっ
て，精度保証付きの連立一次方程式の解法となる．しか
し，この方法の計算時間については，丸めモードの変更
によって通常の線形計算用パッケージが使えず，そのた
め最適化が崩れることや，通常，演算子多重定義が用い
られることから，区間ガウスの消去法は通常のガウスの
消去法の 1,000倍から１万倍も遅くなる．さらに，計算
途中で分母にくる区間が過大評価のためにゼロを含みや
すくなり，高々，数百次元の連立一次方程式にしか適用
できない．区間解析の基礎については，たとえば文献 5）
を参照されたい．

行列区間演算
　このような困難を解消するために，演算を行列の積単
位で考え，それを精度保証付きで計算する方法を筆者ら
は提案した 5）．これは A, B [ Fn3nに対して，次のよう
な非常に簡単な擬似コードで実行できる．
　　down();
　　L 5 A p B;  % A p Bの下限を計算
　　up();
　　U 5 A p B;  % A p Bの上限を計算
この計算を行うと
　　L % A p B % U

となることが分かる．ただし，不等号は，すべての要素

に対して大小関係が成立していることを意味する．これ
を行列積の高速精度保証アルゴリズムという．
　さて，ノルムを用いると，ベクトルや行列の要素の大
きさを 1つの値（スカラ）で表現できる．たとえば，Rを
実数の集合としたとき，x 5 (x1, x2,..., xn)T [ Rn，A 5 (aij) 
[ Rm3nに対して，その最大値ノルム i x i `および i A i `

はそれぞれ

　　ix i` 5 | |max x
1 i n

i
E E

 

および

　　iA i` 5 max
j

n

i m 11E E =

! uaiju

となる．したがって，B 5 (bij) [ Fn3nに対して，iB i`の
上限は次の擬似コードで計算できる．
　　up();

　　s 5 max
j

n

i n 11E E =

! ubiju ;

すなわち，sが Bの最大値ノルムの上限を与える．
　ここで，連立一次方程式の数値解の精度保証に有用な
次の定理を述べる．
定理 1　連立一次方程式
　　Ax 5 b		  (1)
を考える．ただし，A [ Fn3n, b [ Fnとする．x̃を Ax 5 b

の近似解，Rを Aの逆行列の近似 , G 5 RA 2 Iとする．
ただし，Iは n 3 n単位行列である．もし，iG i  , 1なら， 
A21が存在し，真の解 xp 5 A21bに対して

　　 1x x G
R A b* x$

E-
-
-

u
u

 (2)

が成り立つ．
　この定理でのノルムはベクトルのノルムなら何でもよ
いが，簡単のため，以下では最大値ノルムであるとする．
　式 (2)の右辺に現れる，i R i, i Ax̃ 2 b i, i G iの上限は，
いずれも前述の行列積の高速精度保証アルゴリズムや最
大値ノルムの上限の精度保証アルゴリズムで計算できる
（詳細については，文献 5）などを参照されたい）．この
方式を用いると，ガウスの消去法を用いた近似解の計算
に対し，その 9倍の計算量で精度保証付きの近似解を計
算することができる．なお，実際の計算時間においても，
近似解を得るのに必要な時間の数倍程度で精度保証でき
るので，このような精度保証アルゴリズムは高速精度保
証と呼ばれるようになった．
　これが基本であり，これにさまざまな工夫を施すこと
によって，やさしい問題に対しては高速で，難しい問題
に対してはそれに応じた速度の精度保証アルゴリズムが
作れることを以下で見ていこう．
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ベクトルの総和の無誤差変換
　数値計算では，問題の難しさを条件数という指標で計
ることがある．いろいろな条件数の問題を解けるように
するためには，工夫がいる．そのために，ここで，筆者
らの高速かつ任意に精度を指定できる内積計算法を紹介
する．
　1960年代の初頭より，以下のような非常に注目すべ
き浮動小数点演算の性質が知られている．議論を簡単に
するために IEEE 754に従う 2進浮動小数点システムを
考える．指数部と仮数部がある程度以上のビット数を持
つ浮動小数点数でも同様に成立する．ただし，最近点へ
の丸めモードでの計算とする．考えている浮動小数点数
の集合を F，浮動小数点演算の相対精度を uとする．単
精度では，u 5 2224 < 5.96 3 1028，倍精度では，u 5 
2253 < 1.11 3 10216である．
　1969年，Donald E. Knuthは次の事実を示した 3）．a, b 
[ Fに対して，アルゴリズム TwoSumを次のように定義
する：
　　function [x, y] 5 TwoSum (a, b) 
　　x 5 a ⊕ b;
　　c 5 x * a; 
　　y 5 (a * (x * c)) % (b * c);
ただし，%, *はそれぞれ，（最近点への丸めモードにお
ける）浮動小数点演算の加算と減算である．このとき
　　a 1 b 5 x 1 y   (u ux u  ^ uy u) (3)
が成立する．この式は，xは a 1 bの浮動小数点演算に
おける加算の結果であるため誤差を持つが，その誤差 y 
5 a 1 b 2 (a % b)もまた浮動小数点数になることを意味
しており，それはアルゴリズム TwoSumを用いると浮
動小数点演算のみで計算できる．これを Knuthの定理
という．TwoSumのイメージを図 -2に示す．
　1971年に，乗算に対しても同様な性質が成り立つこ
とを Theodorus J. Dekkerが示した 2）．これを説明するた
めにまず，Dekkerによる次のアルゴリズムを示す．た
だし，a [ Fを仮数部が tビットの浮動小数点数，^を

浮動小数点演算における最近点への丸めのモードでの掛
け算とする．
　　function  [aH, aL] 5 Split(a) 
　　c 5 ( 2 2b l

t
1 1) ^ a; 

　　aH 5 c * (c * a); 
　　aL 5 a * aH;
ここで，aHは aの上位半分のビット，aLは aの下位半
分のビットに対応するものである（ただし，必ずしもビ
ットパターンが一致するわけではない）．このとき
　　a 5 aH 1 aL   (uaHu  ^ uaLu) (4)
が成立する．この式は，aを aHと aLの和に誤差なしで
変換できることを意味している．Splitのイメージを
図 -3に示す．
　これを用いて，Dekkerは次のことを示した．ま
ず，アルゴリズム TwoProductを定義する（1968年に，
Gerhard W. Veltkampが同様のアルゴリズムを示してい
る）：
　　function  [x, y] 5 TwoProduct(a, b) 
　　x 5 a ^ b ; 
　　[aH, aL] 5 Split(a);   % aH 1 aL← a 
　　[bH, bL] 5 Split(b);   % bH 1 bL ← b 
　　y 5 aL ^ bL * (((x * aH ^ bH) * aL ^ bH) * aH ^ bL);
このとき
　　a 3 b 5 x 1 y   (u ux u  ^ uy u) (5)
が成立する．この式は，xは a 3 bの浮動小数点演算に
おける乗算の結果であるため誤差を持つが，その誤差 y 
5 a 3 b 2 a ^ bもまた浮動小数点数になることを意味
しており，それはアルゴリズム TwoProductを用いる
と浮動小数点演算のみで計算できる．これを Veltkamp-
Dekkerの定理という．
　Knuthの定理や Veltkamp-Dekkerの定理によって，
2つの浮動小数点数 a, bの加算や乗算は，その近似 xと
それに対する誤差 yという 2つの浮動小数点数の和に誤
差なく変換することができることが分かった．このよう
な変換を，無誤差変換（Error-free Transformation4））とい
う．この無誤差変換を用いると，代数的な計算を浮動小

TwoSum(a, b)

a

b

y

x

図 -2　TwoSumのイメージ 図 -3　Splitのイメージ

Split(a)
a

aH

aL
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数点演算に置き換えただけではできなかった高精度な計
算を，浮動小数点演算のみを用いて実現することが可能
となる．以下では，その一端に触れてみよう．

高精度総和計算
　次に，浮動小数点数を要素とするベクトルの総和に対
する無誤差変換について述べる．ここで，p [ Fnに対し
て
　　function  p 5 VecSum(p) 
　　p1 5 p1; 
　　for  i 5 2 : n 
　　　　　[p i, qi21] 5 TwoSum(p i21, pi); 
　　end
　　p 5 (q1, q2,..., qn21, pn)T;
というアルゴリズムで p [ Fnを計算したとする（図 -4
を参照）．このとき

　　 p q pi n i i
i

n

i

n

i

n

11

1

1
r= + =

==

-

=

l !!!

が成り立つ．この式は，ベクトル pの総和が同じ長さの
ベクトル pの総和に誤差なく変換されていることを意
味する．ただし，pnは pii

n
1=!  の近似， qii

n
1
1

=

-!  は加算
の丸め誤差を集めたものと解釈することができる．
　また，VecSumは繰り返し適用することができる

（図 -5を参照）．これらは総和の無誤差変換であるから

　　 p p pi
i

n

i
i

n

i
i

n

1 1 1
g= = =

= = =

l m! ! !

が成立することも分かる．
　筆者らは次のきわめて重要な性質を発見した 4）．まず，
ベクトルの総和の条件数を

　　 ( ):cond p pi
i

p
= !

!!

と定義する．これは，総和の計算の中で，どれだけ桁落
ち（有効数字の減少）が発生するかを表す指標となる．た
とえば，通常の浮動小数点演算で総和を再帰的に求める
アルゴリズム
　　function  res 5 Sum(p) 
　　res 5 0; 
　　for  i 5 1 : n 
　　　　　res 5 res % pi;
　　end
を用いると，その結果 res [ Fの相対精度は

　　
res

p
p

i

i-

!
!

 % O  (u) ? cond (∑ pi)

を満たす．ここで，O  (u)は，uのオーダ（定数倍）であ
ることを意味する．この式の意味を簡単に説明すると，
たとえば条件数が 107のとき，右辺はオーダを無視すれ

p2

p1

q2 q3

p3 pn 1

qn 1

n 2 n 1 n32

qn

pn

TwoSum TwoSum TwoSum TwoSum

図 -4　ベクトルの総和の無誤差変換アルゴリズム VecSum

図 -5　VecSumの連続的な適用
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ば u ? 107 < 1029となり，これは resが 9桁程度は正し
いことを示している．逆に言えば，条件数が u21よりも
大きい場合は，その結果が 1桁も正しくないことが推定
される．
　次に，アルゴリズム SumKを次のように定義する．
　　function  res 5 SumK(p, K) 
　　for  k 5 1 : K 2 1
　　　　　t 5 VecSum(p); 
　　end

　　res 5 tn % fl ( ti
i

n

1

1

=

-

! );

ただし，fl(???)は括弧の中をすべて浮動小数点演算で実
行することを意味する．このとき，SumKによって計算
された結果 res [ Fの相対精度は

　　
res

p
p

i

i-

!
!

 % u 1 O (uK) ? cond(∑ pi)

を満たす．この式から，総和については特別に多倍長演
算を用意しなくても，SumKを用いれば，通常の浮動小
数点演算（各演算の相対精度が u）と比べて，あたかもそ
の K倍の内部精度（各演算の相対精度が uK）で求めたの
と同等の結果が得られることが分かる．すなわち，ユー
ザに今まで使っていなかった多倍長演算ライブラリを導
入してもらわなくても，高精度な総和を計算速度の点で
も高速に計算できることが分かる．
　また，内積計算に関しては，x, y [ Fnに対して
　　[tn1i, ti] 5 TwoProduct(xi, yi),  i 5 1,..., n

とすると

　　 x y ti
i

n

i i
i

n

1 1

2

=
= =

! !

となる．よって，内積計算は総和計算の問題に帰着する
ことができるため，内積も高精度に計算できることが分
かる．
　筆者らは最近になって，さらに，結果の精度を指定す
ると，その精度までの正しい総和や内積を計算するアル
ゴリズムを開発した．そして，多くの場合，そのアルゴ
リズムはこれまでのどのアルゴリズムよりも高速である
ことを示している．これも，四則演算に対して最近点へ
の丸めモードが実装されている浮動小数点数システムが
あれば，その演算だけでアルゴリズム化できる．
　こうして，現在では高精度の総和や内積をポータブル
かつ非常に高速に計算する手法が確立された．これを利
用して，新しい数値計算体系が構成できることを次に見
てみよう．

高精度数値計算アルゴリズム
　ここで，任意に悪条件な線形問題に対する新しい精度
保証付き数値計算法を紹介する．n 3 nの正方行列 Aを
考える．Aの条件数を
　　k(A) :5 iA i ? iA 21i  

と定義する．倍精度演算では浮動小数点数の相対精度が
u < 1.11 ? 10216であることから，k (A)が 1016より大き
いときには，Aの逆行列の近似 Rを倍精度演算による
普通のアルゴリズムで計算しても，通常 iRA 2 I i > 1と
なって精度保証ができなくなる．すなわち，R自身は数
値計算によって求められるが，丸め誤差の影響によって，
Rが Aの逆行列としての情報はほとんど持たないこと
を示していると思われる．数値計算の破綻である．従来
このような場合を検出するときは，使用した数値計算パ
ッケージの警告メッセージに頼るしかなく，実際にはま
ったく不正確な結果を得ていたとしても，それを正しい
と信じるか，多倍長精度演算をトライアンドエラーで用
いることくらいしかできなかった．
　しかしながら，実は Rは Aの前処理としての情報を
依然として含んでいることを Siegfried M. Rumpは 1980
年代に発見した（ただし，解析が不十分であったため，
未発表であった）．この性質を利用して，i RA 2 I i < 1
を満たすような Rを高速かつ高精度に求める方法を筆
者らは提案した 6）．
　その基本的アイディアは，Rを

　　R 5 R1 1 R2 1 ... 1 Rk 5 ,Ri
i

k

1=
!   Ri [ F

n3n

のように，要素が浮動小数点数である行列の和として表
現することを考えたことにある．ただし
　　uRiu  ^ 2u uRi11u ,   i 5 1, 2,..., k 2 1
とする．行列に対する絶対値は，すべての要素に絶対値
を取ったものとし，不等号は要素ごとにすべて成立して
いることを意味する．
　次に，このような行列に対して，高精度な行列積を
以下のように定義する：行列 A 5 ,Aii

p
1=!  B 5 ,Bii

q
1=!  

Ai, Bi [ Fn3nに対して [AB]jは，実数演算で ABを計算し，
その正確な結果を指定の精度（ j個の浮動小数点行列の
和）に丸めることを意味する．このような高精度な行列
積は，前述の四則演算における semimorphismを，内積
や行列積のレベルに拡張したものと解釈することができ
る．これを実現するためには，多倍長精度演算とはまっ
たく違った思想に基づいて内積計算のアルゴリズムを設
計しなければならない．
　以上の議論に基づいて，アルゴリズムを以下のように
定義する：
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　　function R(k) 5 AccInv(A, k) 
　　R(1) 5 inv(A);  % 近似逆行列（倍精度）
　　for  i 5 2 : k 
　　　C 5 [R(i21)A]1;  % 高精度，結果は倍精度
　　　T 5 inv(C);  % T < C21（倍精度）
　　　R(i) 5 [TR(i21)]i;  % Rの更新（高精度）
　　end
このアルゴリズムの直感的なアイディアは次のようで
ある．まず，R(1) :5 R1を Aの最初の前処理行列と考え，
R1Aを高精度に計算し，結果を倍精度に丸めて
　　C < R1A

のようにする．次に，Cの（近似）逆行列を通常の倍精度
演算で
　　T < C21 < (R1A)21

のように求める．そして，TR1を高精度に計算し，新た
に求めた R1, R2を次の前処理行列 R(2) :5 R1 1 R2とする
と，結果は
　　R(2) 5 R1 1 R2 < TR1 < (R1A)21R1 5 A21

となることが期待できる．同様に上記の操作を繰り返し，
R(k) :5 R1 1 R2 1 ... 1 Rk 5 Rii

k
1=!  を求める．

　このアルゴリズムの厳密な解析は非常に困難であるこ
とが知られているが，筆者らは部分的ながらその解析に
成功している 6）．
　アルゴリズムの性能を検証するため，実際にMatlab
を用いて数値実験を行う．計算環境は CPU: Pentium 4 
(2.53GHz), Matlab 7.0.1 (R14)である．係数行列 A [ Fn3n

は，任意の次元数 nと条件数 k (A)を指定できる Rump
の行列を用いる．右辺ベクトルは b 5 (1, 1,...,1)T [ Fnと
決める．
　まず，n 5 100，k(A) < 10100のとき，次の結果を得た：

  k = 8

  *** residual iteration with verification

  loop = 1, max. rel. error = 6.921332e-006

  loop = 2, max. rel. error = 4.789042e-011

  loop = 3, max. rel. error = 4.264335e-016

　実行時間は 8.1秒であった．結果の中で，kは R 5 R1 
1 R2 1 ... + Rkが iRA 2 I i < 1を満たしたときの浮動小
数点行列の個数，loopは残差反復の回数，max. rel. 
errorは，要素ごとに数値解を相対誤差の意味で精度
保証した結果の最大値

　　 ,max
x

x x
*

*

i n
i

i
i

1
E

-

E E

u

である．
　次に，n 5 500，k (A) < 1050に対する結果は以下のよ
うになった：

  k = 5

  *** residual iteration with verification

  loop = 1, max. rel. error = 3.776758e-009

  loop = 2, max. rel. error = 1.023496e-016

実行時間は 190秒であった．
　よって，任意に悪条件な問題であっても，精度保証付
き数値計算と高精度計算を用いることによって，所望の
精度を持つ数値解を得ることが可能となった．

おわりに
　これまで述べてきたように，条件数が大きい問題の場
合など，従来の数値解を求めるだけの計算では仮数部の
一桁も合っていないような非常に悪い数値解が得られて
いるに過ぎないことがある．もちろん，多くの場合に高
度な専門知識を持つ研究者がその数値解を吟味して，物
理シミュレーションとあまりに違う解を与えていること
などから，その数値解が擬似解であり，棄却すべきのも
であると判断していたのであろう．しかし，問題の規模
が大きくなればなるほど，また，最先端の研究であれば
あるほど，そのような目を逃れて紛れ込んでくる数値計
算の幻影解を見ていることも多くあったと思われる．精
度保証付き数値計算の発達により，（少なくとも数値線
形代数の多くの問題は）今やそのような幻影解は精度保
証によって検出できるようになり，所望の解を得ること
ができたかどうかを正確にかつ自動的に見分けがつく時
代となった．
　本稿で紹介してきた精度保証アルゴリズムは，数値解
を得るための計算機環境をそのまま用いることができる
ようなポータブルなもので構成できる．さらに，数値計
算によって得られた結果の精度が不足しているというこ
とが精度保証によって分かったとき，倍精度浮動小数点
システムなど普段用いている浮動小数システムだけを用
いたポータブルで適応的かつ高速な高精度総和計算アル
ゴリズムや高精度内積計算アルゴリズムにより，ほぼ必
要最小限に近い計算の手間で，必要な精度を持つ数値解
が精度保証付きで求められるようになりつつある（それ
を確立していくのが筆者らの最近の研究の重要なテーマ
である）．
　このように，精度を非常に高速に保証できることを契
機にして，必要な精度が出ていないときには適応的に必
要な精度の解を求めるポータブルなアルゴリズムを作り
出すような領域にまで精度保証付き数値計算は進歩しつ
つある．新しい数値計算学の誕生であるといえると思う．
このような理論と技術が広く数値シミュレーションを含
む理工学に応用されていくことを筆者らは確信している．
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