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多重解像度表現による組合せ最適化を用いた離散平面認識

中 力 雅 人†1 清 水 郁 子†1 Rita Zrour†2

剣 持 雪 子†3 Hugues Talbot†2 杉 本 晃 宏†4

コンピュータビジョンの研究の中で，直線・平面の認識は主要な技術の一つである．

離散幾何学の考え方に基づく離散直線・平面認識手法のひとつに，外れ値の存在する

データに対応する Zrourらの手法がある．この手法は混合整数計画問題として定式化

されており，直線・平面を構成しうるすべての点の組合せの中で最適解を求めること

ができるという利点があるが，点の数や外れ値の数が増えると，計算時間が増大する

ことが指摘されている．そこで本論文では，多重解像度表現を用いて，混合整数計画

問題として定式化された離散直線・平面認識の計算時間を短縮する方法を提案する．

本手法では，粗い解像度で直線・平面のパラメタの探索空間，および，直線・平面に

含まれる点の候補を絞る．実験により，提案手法で計算時間を大幅に削減することを

確認した．

Digital plane recognition using combinatorial optimization
by multiresolutional representation

Masato Churiki,†1 Ikuko Shimizu,†1 Rita Zrour,†2

Yukiko Kenmochi,†3 Hugues Talbot†2

and Akihiro Sugimoto†4

Line and plane recognition is one of essential tasks in the field of computer
vision. While methods for digital plane recognition utilizing digital geometry
can detect the optimal solution, they require enormous computational time.
In this paper, we propose a method to reduce a computational time of digital
line/plane recognition as mixed integer linear programming problem using mul-
tiresolutional representation. Our method reduces both the outliers of points
and the search space of the line/plane parameters at low resolution. Exper-
imental results show that the computational time was much reduces by our
method.

1. は じ め に

コンピュータビジョンの研究の中で，直線あるいは平面の認識は主要な技術の一つであ

り，物体の認識1)，画像分割2)，パラメタ推定3) などに応用されている4)．直線認識とは，2

次元空間の点集合が与えられたときに，その部分集合で構成される直線を求めるものであ

る．同様に，3次元空間中の点集合が与えられたとき，その部分集合で構成される平面を求

めることを平面認識という．

コンピュータビジョンにおける直線・平面認識の研究において，過去には最小二乗法5)，

M推定6)，あるいは Hough変換7) や RANSAC8)，LMedS推定9) といった数多くの手法が

提案されてきた．一方で，離散幾何学の分野でも直線・平面認識が研究されてきた10)–15)．

離散幾何学における直線・平面は離散直線・離散平面と呼ばれ，統計的手法によって求めら

れる近似直線とは異なり，2つの平行なユークリッド直線・平面の間にある点の集合として

定義される16)（図 1）．

離散平面認識の手法として， 与えられた点集合が平面であるかそうでないかを求める手

法10)–13)，与えられた点集合のすべての点から構成されるできるだけ小さい平面の厚みを求

める手法14),15) が数多く研究されている．これらの方法では与えられた点集合には外れ値

が含まれないことが仮定されている．これに対し，Zrourらによって提案された手法17) は，

外れ値が含まれる場合に適用可能であり，あらゆる可能な点の組合せの中から，直線に含ま

れる点の数が最大になるような組合せを求める．この手法では，直線・平面認識を混合整数

計画問題として定式化しており，与えられた点集合に外れ値や複数の離散直線あるいは平面

が含まれていても，それらを識別し，最適解を求めることができるという利点がある．しか

し，点の数や外れ値の数が増えると，計算時間が増大することが指摘されている．

そこで，本論文では，多重解像度表現を利用することによって，混合整数計画問題として

定式化された離散直線・平面認識の計算時間を短縮する手法を提案する．本手法では，低い

解像度で，直線・平面のパラメタの探索空間の削減，および，直線・平面に含まれる点の候

補の絞り込みを行う．このとき，パラメタ探索空間の削減は，より高い解像度での混合整数

計画問題に制約式を追加することにより実現する．また，点の候補の絞込みは，低い解像度
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(a) 従来の統計的最適化に基づく直線 (b) 離散幾何学における直線（離散直線）

図 1 ユークリッド幾何学と離散幾何学における直線

Fig. 1 A euclidean line and discrete line

で直線に含まれると判定された点に対応する点のみに限定することで行う．

2. 離散幾何学における直線と平面の表現

ユークリッド空間 Rn(n = 2, 3)における直線 Lや平面 Pは，a, b, c ∈ Rとすると，それ
ぞれ次の式で定義される:

L = {(x, y) ∈ R2 : ax + y + b = 0}, (1)

P = {(x, y, z) ∈ R3 : ax + by + z + c = 0}. (2)

上の連続なモデルに対して，離散幾何学では離散モデルを扱う．離散幾何学では，座標は

整数値しか取らない．すべての整数値の集合を Z とし，離散空間 Zn(n = 2, 3) を考える．

このとき，Lの離散化である離散直線D(L)は，a, b, ω ∈ Rとすると，次の式で定義される:

D(L) = {(x, y) ∈ Z2 : 0 ≤ ax + y + b ≤ ω}. (3)

D(L)は 2つの平行な直線 ax + y + b = 0と ax + y + b = ω の間に存在する格子点の集合

であり，これらの直線の間の y 軸（垂直）方向の距離は ω である．このとき，y 軸を主軸

という．これに対し，x軸（水平）方向が距離 ω の場合には，単純に式 (3)の xと y を入

れ替えればよい．このとき，主軸は x軸となる．

同様に，Pの離散化である離散平面 D(P)は，a, b, c, ω ∈ Rとすると，次の式で定義さ

れる:

D(P) = {(x, y, z) ∈ Z3 : 0 ≤ ax + by + z + c ≤ ω}. (4)

主軸の入れ替えについても同様に，x，y，z の置換によって実現できる．

3. 混合整数計画問題による離散直線・平面認識の定式化

3.1 混合整数計画問題とは

1 次式で表される等式や不等式の制約条件の下で，1 次式で表される目的関数を最小化，

もしくは最大化する最適化問題のことを線形計画問題という．すなわち，行列Aとベクト

ル b，cが与えられた時に，制約条件Ax ≥ b，x ≥ 0のもとで，c>xを最小化，もしくは

最大化するベクトル xを求める問題である．

特に，xが整数値のみをとるとき整数計画問題，整数値と実数値をとる変数が混在すると

き混合整数計画問題と呼ばれる．線形計画問題には多項式時間アルゴリズムが存在するのに

対し，（混合）整数計画問題は NP困難であることが知られている．しかし，近年の計算機パ

ワーの増大に加え，最適化アルゴリズムそのものが格段に進化していることから，最先端の

アルゴリズムを実装した最適解ソルバーの性能は数年前に比べて飛躍的に向上している18)．

3.2 混合整数計画問題としての定式化

まず，離散直線認識について考える．N を点集合の要素数とし，pi(i = 1, . . . , N) を，

(xi, yi)が離散直線の不等式 (3)を満たすとき pi = 0，満たさないとき pi = 1となるような

2値変数とする．これにより，直線に含まれる点の数が最大になる（外れ値の数が最小にな

る）直線を求める問題は，次のような混合整数計画問題で表すことができる:

minimize
∑

i=1,...,N

pi (5)

subject to −Mpi ≤ axi + yi + b ≤Mpi + ω for all i = 1, . . . , N (6)

pi ∈ {0, 1}. (7)

ただし，M は十分に大きな定数であるとする．

点 (xi, yi)が離散直線に含まれている場合，pi = 0であるので，式 (6)は，

0 ≤ axi + yi + b ≤ ω (8)

となり，式 (3)の形になる．一方，点が離散直線に含まれていない，すなわち pi = 1なら，

式 (6)は，

−∞ ≤ axi + yi + b ≤ ∞ (9)

となる．このような，十分大きな定数M を用いた定式化の手法を big-M法と呼ぶ18)．
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同様に離散平面認識についても，Nを点集合の要素数とし，pi(i = 1, . . . , N)を，(xi, yi, zi)

が離散直線の不等式 (4)を満たすとき pi = 0，満たさないとき pi = 1となるような 2値変

数とする．これにより，平面に含まれる点の数が最大になる（外れ値の数が最小になる）平

面を求める問題は，次のような混合整数計画問題で表すことができる:

minimize
∑

i=1,...,N

pi (10)

subject to −Mpi ≤ axi + byi + zi + c ≤Mpi + ω for all i = 1, . . . , N (11)

pi ∈ {0, 1}. (12)

以下では，幅 ω が 1であるとして説明する．ただし，任意の幅で同様のアルゴリズムが

適用可能である．

4. 多重解像度表現の適用

4.1 ダウンサンプリングによる多重解像度表現

混合整数計画問題の最適化ソルバーが高速になったといっても，前節のように定式化され

た離散平面・直線認識を行った場合に，非常に時間がかかることがわかっている17)．特に，

外れ値の割合が増えた場合には，現実的な時間で解くことができない．そこで，本論文で

は，多重解像度表現を用いて計算時間を削減する．

多重解像度表現を得るために，本論文では，以下に示すようにダウンサンプリングを行

う．まず，元の解像度に対し，1/2の解像度の表現を得るときには，図 2のように，高い解

像度で (2xi, 2yi), (2xi + 1, 2yi), (2xi, 2yi + 1), (2xi + 1, 2yi + 1),のいずれか 1つでも点が

存在するとき，低い解像度で (xi, yi)に点が存在すると考える． このように定義すること

で，解像度を落とした画像は一意に得られる．ダウンサンプリングを k 回繰り返すことで，

2−k 倍の解像度の点集合を得る．

4.2 高解像度への反映について

提案手法では，低い解像度で求めた離散直線・離散平面の認識結果を，高い解像度での計

算に反映させることで計算時間を短縮する．具体的には，以下に説明するように，点集合の

削減および直線・平面のパラメタの探索空間の削減を行う．

4.2.1 点集合の削減

低い解像度で求めた離散直線または離散平面のパラメタを用いて，高い解像度でその離散

直線または離散平面に含まれるであろう点をサンプリングし，その点だけで離散直線あるい

は離散平面認識を行う．これで，外れ値であろう点の数を減らすことができるので，計算時

2xi 2xi + 1

2yi

2yi + 1

xi

yi

図 2 ダウンサンプリングのモデル

Fig. 2 A model of downsampling

←

図 3 異なる解像度での対応点

Fig. 3 Corresponding points in different resolutions

間の大幅な短縮が期待される．これは，高い解像度で最も点の数が多い離散直線や平面は，

低い解像度でも同様であるという根拠に基づくものである．

2次元で考えると，低い解像度で求められた離散直線のパラメタを a，bとすると，その

1つ上の解像度で直線に含まれる可能性のある点は，次の式を満たす．

0 ≤ a(bx/2c+ 0.5) + (by/2c+ 0.5) + b < 1 (13)

ここで，低い解像度でのある点は，その一つ上の解像度では，そのまわりに存在する 4つの

点であった可能性がある（図 3）．そのため，座標を 2で割るときには，ダウンサンプリン

グのモデルから，床関数 bxcを使って整数値にする必要がある．
式 (13)を満たす点のみを入力の点集合とし，混合整数計画問題を繰り返し解くことで直
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(a) 低い解像度での認識結果
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(b) 1 つ高い解像度での離散直線の例

図 4 異なる解像度の離散直線の関係

Fig. 4 Relationship between lines of different resolutions

線を検出する．なお，幾何学的構造が崩れるほどに解像度を落としてしまうと，正しい結果

が得られない可能性があるので注意しなければならない．

また，外れ値が点集合全体に散らばっているような場合には，解像度を落とすことで点の

数が減っても，外れ値の数は減らないので，結果として点の数に対する外れ値の割合が高く

なってしまうことが考えられる．

4.2.2 パラメタの探索空間の削減

前節では，低い解像度で求めたパラメタから，点集合の点の数を減らすことで計算時間を

短縮したが，混合整数計画問題のパラメタの探索空間も同様に削減することで，計算時間の

さらなる短縮を狙う．

2次元で考えると，ある解像度の一つ低い解像度で求められた直線は，ある解像度では幅

が 3倍の直線になると考えられる．例として，図 4 (a)で赤い離散平面が求められたとする

と，点が存在する可能性のある領域は，薄赤で塗りつぶされた部分となる． 1つ高い解像

度でも薄赤の領域に点があるはずなので，その解像度で離散直線認識をしたとき，図 4 (b)

に示すような赤い離散直線が求められる．すなわち，低い解像度で (xi, yi)が直線に含まれ

るとしたら，求めたいパラメタ a，bは次の不等式を満たすはずである．

−2 ≤ axi + yi + b ≤ 3 (14)

そこで，離散平面認識においては式 (6) を混合整数計画問題の制約条件として使っている

が，前述した理由から，一つ低い解像度で直線に含まれるとされた点について，さらに式

(14)の条件を加えることができる．

Input: n 次元（n = 2 or 3）の N 個の点のを含む集合 S，初期解像度 1/2k

Output: n 次元超平面のパラメタと S のそれぞれの点についての pi

1 foreach 仮定した主軸それぞれ x，y，z 軸について do

2 S から解像度 1/2k の点集合 Sk を生成

3 混合整数計画問題を解き，パラメタを求める

4 end foreach

上で求めた中でもっとも外れ値が少ない軸について

5 for r = k − 1, k − 2, . . . , 1 do

6 1 つ低い解像度で求められたパラメタを基に，解像度 1/2r の点集合 Sr を生成　

7 混合整数計画問題を解き，パラメタを求める

8 end for

9 求めたパラメタを最適値とする

10 return

図 5 多重解像度表現を用いた混合整数計画問題による離散直線・平面認識のアルゴリズム

Fig. 5 An algorithm for digital line/plane recognition using combinatorial optimization by

multiresolutional representation

4.3 連結性の利用

提案手法では多重解像度表現を用い，解像度を落とすことで外れ値を減らし，計算時間を

短縮することを狙っているが，直線や平面が密に存在するような点集合では，解像度を落と

すことで空白の（点のない）領域が埋まってしまい，直線や平面でなくなってしまうことが

ある．これは，解像度を落としすぎないことで対応できるが，解像度を落とさないとより計

算に時間がかかってしまう．

そこで，実データのように膨大な数の点を扱う場合に，8近傍（あるいは 26近傍）すべ

てに点が存在するようなある点は，そのある点と 8近傍（あるいは 26近傍）すべての点を

計算には用いないこととする．

4.4 多重解像度表現を用いた混合整数計画問題による離散直線・平面認識のアルゴリズム

主軸が不明なため，初期解像度においてはすべての軸について混合整数計画問題を解く．

それ以降は，最も点の数が多い（外れ値の数が少ない）軸のみを対象として離散直線・平面

認識を行う．最適解が複数得られた場合には，それぞれのパラメタについて高い解像度で計

算する．

前節までに述べた手法を用い，図 5のようなアルゴリズムで離散直線・平面認識を行う．
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図 6 2 次元合成データの例とその認識結果（赤：外れ値，青：離散直線）

Fig. 6 An example of 2D synthetic data and a recognized line by our method (red: outliers, blue:

digital line)

5. 実験と考察

提案手法を評価するため，実際に合成データに対して離散直線・平面認識を行う．なお，

実行時間にデータの読み込みなどを含んでいる．

5.1 合成データに対する離散直線認識

手動で生成した点集合を入力として，提案手法と，多重解像度表現を用いない手法（単一

解像度）で離散直線認識を行い，計算時間を測定，比較する．なお，混合整数計画問題のソ

ルバーとして SCIP Verson 1.10?1を用いた．

使用する点集合の例を図 6に示す．点集合は，(A)外れ値の数を 10に固定して，点の数

を 100，200，300，400，500と変化させたものと，(B)点の数を 200に固定して，外れ値

の数を 10，20，30，40，50と変化させたものを用意した．

(A)の計算時間のグラフを図 7に，(B)の計算時間のグラフ図 8に示す．なお，提案手法

?1 http://scip.zib.de/
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図 7 離散直線認識における点の数を変化させたときの計算時間との関係（外れ値の数 10)

Fig. 7 Relation of computational time to number of points for digital line recognition (the number

of outliers is 10)

と，多重解像度表現を用いない手法ともに同じ離散直線が得られた．図 7，図 8ともに縦軸

は対数目盛りとなっており，単一解像度の場合の計算時間に比べて，初期解像度 1/8の場

合の提案手法は計算時間が大幅に短縮されていることがわかる．

5.2 合成データに対する離散平面認識

離散直線認識と同様に，手動で生成した 3次元の点集合についても，比較実験を行った．

なお，混合整数計画問題のソルバーとして SCIP Verson 1.10を用いた．

点集合の例を図 9に示す．点集合は，点の数を 50に固定して外れ値の数を 10，20と変

化させたものと，点の数を 100に固定して外れ値の数を 10，20，30，40，50と変化させた

ものを用意した．

計算時間のグラフを図 10 に示す．なお，提案手法と，多重解像度表現を用いない手法

（単一解像度）ともに同じ離散直線が得られた．図 10の縦軸は対数目盛りとなっており，単

一解像度の場合の計算時間に比べて，初期解像度 1/8の場合の提案手法は計算時間が大幅

に短縮されていることがわかる．
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図 8 離散直線認識における外れ値の数を変化させたときの計算時間との関係（点の数 200)

Fig. 8 Relation of computational time to number of points and outliers for digital plane recognition

(the number of points is 200)

5.3 実データに対する離散直線・平面認識

参考までに，提案手法を図 11に示す実データに対して適用した．2次元の点集合に対す

る離散直線認識の結果を図 12に，3次元の点集合に対する離散平面認識の結果を図 13に

示す．この節の離散直線・平面認識には，混合整数計画問題のソルバーとして lp solve?1を

用いた．

実データは点の数や外れ値の数が合成データで使用した点集合よりも多いため，計算時間

も長く必要となる．また，3次元の点集合は，レンジセンサを用いて得られた計測データを

元にしているが，多重解像度を用いてもこのような点集合から離散平面を認識することは時

間上難しいので，事前に点の数を減らすなど前処理を施している．

5.4 RANSACとの比較

提案手法と RANSAC を用いて点集合を離散直線認識し，比較する．使用する点集合は

?1 http://lpsolve.sourceforge.net/5.5/
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図 9 3 次元合成データの例とその認識結果（赤：外れ値，青：離散直線）

Fig. 9 An example of 3D synthetic data and a recognized plane by our method (red: outliers, blue:

digital line)

傾きを変えた角丸四角形を用いた．ほとんどの点集合で同じ結果が得られたが，傾きを 45◦

にしたときに RANSACでは最適解が得られなかった．その結果を提案手法，RANSACそ

れぞれ図 14，図 15に示す．離散直線の色は認識順であり，特別な意味はない．RANSAC

は実際には 1つの直線を求め，その±0.5の幅に含まれる点が直線を構成していると考える．

提案手法では最適解が得られているのに対し，RANSACでは離散直線の両端付近で離散直

線に含まれていない点があることがわかる．これは，ランダムに 2点をサンプリングし，直

線を求めるという手法のためである．

5.5 考 察

2次元，3次元いずれの結果とも，点の数や外れ値の割合が増えると，計算時間が急増し

ていることがわかる．また，多重解像度表現を用いることで，確実に計算時間が短縮できて

いる．

もし係数の大小関係だけでも分かっていれば，距離 1の軸方向を特定できるため，解かな

ければならない混合整数計画問題の数も減らすことができる．また，解く必要のない混合整

数計画問題を解くことは，非常に外れ値の多い点集合から離散直線・平面を見つけることと

であり，計算時間増大の大きな要因であるため，係数の大小関係を事前に求めることができ
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図 10 離散平面認識における点の数および外れ値の数と計算時間との関係

Fig. 10 Relation of computational time to number of points and outliers for digital plane

recognition

れば，大幅な計算時間の短縮が期待できる．

初期解像度をいくらにするかは，今のところ点の数や座標等から経験的に求めるしかな

い．解像度を落とさないと計算に時間がかかり，落としすぎると幾何学的構造が崩れ，望ま

しい結果が得られなかったり，実行不可能解となってしまうので注意が必要である．なお，

解像度を落とすと直線や平面の幅が 1より大きくなることがあるが，最終的には幅 1の直

線や平面に含まれるので問題ない．ただし，低い解像度での計算時に外れ値の数が増えるこ

とになるので，計算時間も増える可能性がある．

6. お わ り に

本論文では，混合整数計画問題によって定式化された離散直線・平面認識の手法の計算時

間を，多重解像度表現を用いることで短縮する手法を提案した．従来手法は計算に時間がか

かることが問題だったが，多重解像度表現を用いて，少ない点集合の低い解像度で大まかに

直線を求め，高い解像度の点集合やパラメタ空間を削減するという方法によって，計算時間

図 11 2 次元実データ

Fig. 11 2D real data
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図 12 2 次元実データに対する離散直線認識

Fig. 12 Digital line recognition for 2D real data

by our method

の削減が期待できる．

実際に提案手法を 2次元の合成データに適用した結果，大幅に計算時間を短縮できるこ

とが確認された．また，離散直線や離散平面が検出され，認識結果に問題がないことも確認

された．

ただし，x，y，z 方向それぞれの値の分散が同程度でない場合，解像度を落としすぎると

分散が小さい軸方向での幾何学的構造が維持できなくなってしまうなどの問題点がある．

また，幅を推定できるような手法を考案することが今後の課題である．
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図 13 3 次元実データに対する離散平面認識

Fig. 13 Digial plane recognition for 3D real data
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図 14 提案手法による離散直線認識

Fig. 14 Line recognition by our method
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図 15 RANSAC による離散直線認識

Fig. 15 Line recognition by RANSAC
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