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圧縮後の信号分布のみに基づく

Compressed Sensingのための基底選択の試み

本 谷 秀 堅†1 浅 井 健 司†1

Compressed Sensing の枠組みにおける動画像の圧縮・復元の精度を向上させる基

底を，圧縮後の信号のみに基づいて選択する手法を提案する．すなわち，動画像を圧

縮した信号の部分空間を求め，この部分空間の基底ベクトルを復元することにより，

汎用的な基底の線形和に基づく新たな基底系を構築する．この新たな基底系は動画像

をより sparse に表現し，圧縮対象の動画像が含むノイズに対する復元性能向上が期

待できる．シミュレーションにより基底系選択の効果を検証したので報告する．

Basis Selection for Compressed Sensing
Based only on Compressed Signals

Hidekata Hontani†1 and Takeshi Asai†1

In this article, we propose a method for improving the performance of com-
preesion/decompression of videos in a framework of the compressed sensing.
For the improvement, our method selects a new basis based only on a set of
compressed videos. The new basis is obtained by decompressing eigenvectors
of a subspace of the compressed videos, and would represent the target video
more sparsely. Hence, the amount of errors included in the decompressed videos
would decrease. We report on some results of simulation experiments.

1. は じ め に

Compressed Sensing(CS)は信号を圧縮・復元する技術のひとつであり基礎理論と応用の
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両面で近年盛んに研究がなされている．CSにおいては，多くの場合，元信号をランダムプ

ロジェクションすることにより圧縮する．元信号を幾つかの異なる仕方でランダムプロジェ

クションし，少数の値を計測値として獲得する．ここで獲得する計測値の個数は，サンプリ

ング定理が定める信号復元に必要な計測値の個数よりも圧倒的に少ない．この少数の計測値

からの信号の復元は，元信号の sparsenessの仮定が成立しているならば，L1ノルム最小化

によって実現できる2)(図 1)．

ランダムプロジェクションに基づく圧縮操作は単純な演算であるため，CPUのような演

算装置を必要とせず，センサのハードウェアの機構により物理的に実現することができる．

例えば5) は，CSに基づいて画像信号を圧縮するイメージセンサを提案している．すなわち，

従来の撮像素子におけるフォトダイオードの配列の代わりにマイクロミラーの配列を用意

し，それら鏡をランダムに選択して特定の画素値のみを集光する．このことによりランダム

プロジェクションを実現する．また，L1ノルム最小化の枠組みに基づく各種応用も多数報

告されている9)10)11)12)．

従来の圧縮・復元の枠組みは，圧縮時に元信号の構造解析をおこなうために多数の演算を

おこなうことが多い．例えばMPEGにおける画像圧縮は，圧縮時にブロックマッチングに

基づいてフローベクトルを算出したりする．一方，復元に際しては，辞書を参照するような

演算が主であり，圧縮時と比べると演算量は少ない．ところが CSの枠組みにおいては，圧

縮時に必要な演算はランダムプロジェクションのみであり，一方復元に際しては L1ノルム

最小化のような多数の演算を必要とする．従来の圧縮・復元法と，その基本戦略が異なるこ

とが分かる．

復元に際して仮定する元信号の sparsenessとは，元信号をあらかじめ定めた基底系で表

現したときに，少ない係数のみで元信号を表現できることである．例えば画像信号をフーリ

エ基底で表現すると，多くの場合ほとんどの係数がゼロになる．画像や音声など多くの信号

において，適切な基底を選択すれば，元信号を sparse に表現できるようになる．元信号の

復元率は，元信号が sparseであるほど，より少ない係数で表現できる場合ほど，高くなるこ

とが知られている3)．このような観点から元信号を表現する基底を選択する研究が幾つかな

されている．例えば11) で提案する手法は，複数の直交基底の集合から元信号の sparseness

を向上させる基底を選択する．他にも，画像復元などを目的として，その性能を向上させる

ための基底の辞書を学習する手法が多数提案されている10)12)．しかし，これら手法は CS

の枠組みで圧縮された画像を対象とするものではない．すなわち，非圧縮の画像が与えられ

た条件のもとで，圧縮や画像解析に有用な基底を選択する手法である．これらの手法を適用
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するには，CS の枠組みで計測をおこなうデバイスとは別に，通常の非圧縮の画像を取得す

るデバイスを必要とする．

一方，CSによる圧縮信号のみに基づいた画像処理手法として，例えば，背景差分に基づ

いた動物体の検出法などを挙げることができる6)．本稿で提案する手法も，CSの枠組みに

より圧縮された信号のみを対象とした画像処理手法である．すなわち，CSの枠組みにより

圧縮された画像のみを手がかりに，復元に有用な基底を選択する．提案法においては，圧縮

信号の集合の主成分分析をおこない，元信号空間における適切な基底系を構築する．

ランダムプロジェクションされた画像に基づく部分空間法は，酒井により既に提案されて

おり13)，ランダムプロジェクションの前と後とでは，部分空間に基づく認識率に大きな隔

たりがないことなどが確認されている．本稿では動画像を対象とし，CSの枠組みで圧縮さ

れた複数のフレーム画像の部分空間に基づき，元信号の sparsenessを向上させる試みにつ

いて報告する．本提案法は元の汎用的な基底系の線形変換の枠内において基底選択をおこな

うことにより，選択前とくらべて信号の sparsenessが向上し，その効果として画像ノイズ

に対する復元成功率なども改善する．

2. Compressed Sensing概略

2.1 直交基底と元信号の sparseな表現

N 次元の計測信号をXであらわす．例えば計測信号が H × W の画像であるならば，X

は全画素値を一列に並べて得られる N = H × W 次元のベクトルになる．

N 次元の信号空間の基底を  i (i = 1, 2, · · · , N)であらわすとき，Xは次式のようにあ

らわせる．ただしスカラ si は  i に対応する係数である．

X = s1 1 + · · · + sN N (1)

=

N∑
i=1

si i (2)

ここで，Ψ = [ 1, · · · , N ], S = [s1, · · · , sN ]> とおくと式 (2)は，

X = ΨS (3)

と表すことができる．ただしΨは N ×N の行列であり，Sは N 次元ベクトルである．仮

に基底  i が正規直交基底系であるならば si は si =  >
i Xである．計測対象の表現 Sのう

ち信号の表現に利用される要素の少ない状態，すなわち Sの要素のほとんどが 0，または 0

に近い値であることを sparseであるという．ここで，Sの要素のうち非ゼロ要素の個数を

K と置く．

図 1 Compressed Sensing

2.2 ランダムプロジェクションによる計測信号の圧縮

ランダムプロジェクションにより計測信号を圧縮する．ランダムプロジェクションは N

次元計測信号XのM 次元空間への射影であり，M < N である．射影後のM 次元ベクト

ルの各要素は，元信号XのN 個の要素のうちランダムに選択されたものの和である．ラン

ダムプロジェクションにより得られるM 次元ベクトルを zであらわす．zは 0と 1がラン

ダムに配置されたM × N 行列 Φを用いて次式で表される．

z = ΦX (4)

=


1 0 · · · 1 1
...

. . .
...

0 1 · · · 0 1

X (5)

この行列Φを圧縮行列と呼ぶ．ランダムプロジェクションによる圧縮法が有用であるのは，

復号する手法が機能するからである．次節において L1 ノルム最小化に基づく復号法を説明

する．その復号法を用いるとき，M ≥ cK log N
K

(cは定数）を満たす場合に高精度に復元さ
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図 2 Compressed Sensing 連立方程式模式図

れることが分かっている1)2)．

2.3 L1ノルム最小化による復元

圧縮信号 zは式 (4)のように表すことができるが，これは式 (3)より

z = ΦΨS (6)

と変形できる．ここでΘ = ΦΨとすることで

z = ΘS (7)

と変形し，行列Θと係数 Sによって表現する．図 2に模式図を示した．

この連立方程式 (7)は，取得した圧縮信号 z，既知である基底行列 Ψ，圧縮行列 Φ，未

知の係数ベクトル Sにより構成されている．zとΘより係数 Ŝを推定し基底行列 Ψとの

積を求めることによりX を復元する．すなわち，

X̂ = ΨŜ (8)

とすることで復元できる．ただし圧縮信号 zの次元はM，計測対象Xの次元は N であり，

M < N であるため，連立方程式 (7）は劣決定系であり，このままでは解 Ŝを一意に決定

することはできない．劣決定系な連立方程式を解く際，適切な拘束条件を付すことにより，

妥当な解を一意に決定できるようにする場合が多い．以下，次式で表される問題を考える．

min
S

‖ S ‖p subject to z = ΘS (9)

ただし，‖ S ‖p は Sの p次ノルムであり，

‖ S ‖p= p
√

|s1|p+, · · · , +|sN |p (10)

で与えられる．

計測信号の表現 Sが sparseであることが既知であるならば，z = ΘSを満たす解のうち

Sの sparsenessを最も高くする解を選択すればよい．Sの非ゼロ要素の個数は L0ノルムに

より測ることができるため，次式を解けば sparseな解を得ることができる．

min
S

‖ S ‖0 subject to z = ΘS (11)

しかし，L0ノルム推定問題はNP困難な問題であることが知られており，現実的には式 (11)

解を求めることは困難である．

一方，式 (12)示す L1ノルム最小化問題は現実的な時間で解くことが可能であり，なお

かつその解は高確率で式 (11)L0ノルム最小化問題の解と一致することが知られている1)．

min
S

‖ S ‖1 subject to z = ΘS (12)

L1 ノルム最小化問題を解く計算方法として，L1 ノルム最小化問題を線形計画問題に置

き換えることで解く方法である BP(Basis Pursuit)法7) や，Greedy法を用いて高速で解く

ことが出来るOMP(Orthogonal Maching Pursuit) 法8) など様々な解法が提案されている．

本稿においては最も基本的な手法である BP法を用いた．

3. 圧縮空間での基底生成

時間変化する N 次元計測信号Xt(t = 1, 2, · · · , T )が，N 次元空間中のm次元部分空間

で表現できる場合を考える．先に説明した CSの枠組みに基づき，Xt をランダムプロジェ

クションした信号 zt を取得する．m ¿ N である場合，あらかじめ定めた基底系Ψが妥当

であれば，Xt の表現 St は sparseになる．St が sparseであるならば，前節で述べた手法

により zt からXt を復号できる．

ただし，St の非ゼロ要素の数Kt の大きさは基底に依存して変化しうる．観測した zt の

集合に基づき基底系を更新し，Kt の値をより小さくすることができれば，復号の精度や頑

健性の向上が期待できる．Xt が図 3の (A)に示すようにN 次元空間中におけるm次元部

分空間に表現できると仮定する．このとき圧縮後の信号 zt も図 3の (B)のようにm次元部

分空間で表現できると期待する．CSにより対象を圧縮・復元する際，その基底は，Fourier

基底や wavelet 基底など汎用のものが利用される場合が多い．このような汎用の基底系 Ψ

を用いているとき，その sparseness K の値は対象の次元 mよりも大きくなりうる．そこ

で，提案法は zt の集合を主成分分析し，圧縮後の空間における zt の部分空間の基底を求

め，これら基底に基づき対象に特化した N 次元信号空間の新たな基底系を求める．以下，

その具体的手続きを説明する．

まず，圧縮前の計測信号Xtの部分空間について復習する．信号XtがN次元空間中の低次元

な部分空間に分布していると仮定する．この部分空間は，計測信号の集合Xt(t = 1, 2, · · · , T )
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(A) (B)

図 3 信号は m 次元部分空間に分布

が得られれば，その共分散行列 ΣO の固有値と固有ベクトルにより求めることができる．

ΣO =
1

T − 1

T∑
t=1

(Xt − X̄)(Xt − X̄)> (13)

ただし X̄は Xt の時間平均であり，

X̄ =
1

T

T∑
t=1

Xt (14)

である．ただし，本稿では CSの枠組みにより圧縮された信号 zt = ΦXt の集合のみが取

得できる状況を想定しており，Xt の直接的な計測はできないと仮定している．圧縮後の信

号 zt の部分空間も，通常の主成分分析により得ることができる．すなわち，下記共分散行

列の固有値・固有ベクトルを求め，そのうち大きな固有値に対応する固有ベクトルが張る空

間を求めればよい．

ΣC =
1

T − 1

T∑
t=1

(zt − z̄)(zt − z̄)> (15)

ただし，z̄は圧縮信号の全フレームについての平均値であり，

z̄ =
1

T

T∑
t=1

zt (16)

である．ここで，ΣC = ΦΣOΦ> である．

ランダムプロジェクション Φが元空間の情報を保持する場合，zt の分布も m次元部分

空間で精度よく表現できることが期待できる．すなわち，元信号の空間においてXt が分布

していたであろう部分空間とその次元mは，圧縮信号の空間における zt が分布する部分空

間とその次元から推定できることが期待できる．

そこで提案法は，まず ΣC の固有値から算出される寄与率により zt が分布する部分空間

の次元 mとその基底 v1,v2, · · · ,vm を求める．次に，得られた基底に基づき，N 次元空

間における新たな基底系を求める．具体的な手順を以下に示す．

( 1 ) zt の共分散行列 ΣC の固有値と固有ベクトルに基づき zt が分布する部分空間の次元

mとその基底ベクトル v1, v2, · · · ,vm を求める．各固有ベクトルはM 次元ベクト

ルであり，mの値は寄与率により定めることとする．

( 2 ) 各 vi を汎用の基底系 Ψ に基づき BP 法により復号し，N 次元ベクトル ui(i =

1, 2, · · · , m)を得る．

( 3 ) 圧縮信号の平均ベクトル z̄を (2)と同様に復号し， ˆ̄Xを得る．

( 4 ) ui および，
ˆ̄Xより正規直交基底系Ψnew = [ 1, 2, · · · , N ]を作成し，復号に利用

する．

上記 (2)，(3)の手続きを具体的に述べる．vi から ui の復元は，下記問題の解 Ŝi を求め

ることにより行われる．

min
S

‖ Si ‖1 subject to vi = ΘSi (17)

先に述べたとおり，解の計算には BP 法を利用する．Ŝi を用いて，ui は次式により得ら

れる．

ui = ΨŜi , i = 1, · · · , m (18)

圧縮信号の復号の際には平均ベクトルが必要である．z̄から X̄の復元を行うには，まず

下記問題の解 Ŝave を求め，

min
S

‖ Si ‖1 subject to z̄ = ΘSave (19)

得られた Ŝave より次式により復元しておけば良い．
ˆ̄X = ΨŜave (20)

上記の行列Ψは，例えば Fourier基底や wavelet基底のような汎用の正規直交基底系で

構成されていることに注意する．得られた m本のベクトル ui，および
ˆ̄Xは，互いに直交

していない．これら ui(i = 1, 2, · · · , m)より，N 次元の正規直交基底  i(i = 1, 2, · · · , N)

を構築する．ここで，N 次元ベクトルのうち，第 k 成分が 1でそれ以外の要素が 0である

ベクトルを ik であらわすことにする．本稿では，N 次元正規直交基底を構成するために，
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N 本のベクトルの集合 [ ˆ̄X,u1,u2, · · · ,um, im+2, im+3, · · · , iN ]に対してグラムシュミット

の直交化を行った．

Ψnew を用いた復元には，まず次式の問題を BP法で解き Ŝt を得る．

min
S

‖ Si ‖1 subject to zt = ΘnewSt (21)

ここでΘnew = ΦΨnew である．得られた Ŝt から元信号 Xt の復元は次式のとおりに得ら

れる．

X̂t = ΨnewŜt (22)

ところで，得られる Ŝt の要素はm + 2番目以降は 0，または 0に近い値であることが予

想される．すなわち，St のうち最初のm + 1成分以外は圧縮信号の生成に寄与しない．こ

のことを積極的に利用する復元法についても記しておく．

行列Ψnew のうち最初のm + 1列は，[ ˆ̄X,u1,u2, · · · ,um]を直交化して得られた基底に

対応している．これら m + 1 列だけを取り出して新たに N × m + 1 行列 Ψ
′
を構成し，

Θnew = ΦΨ
′
とおく．このとき次式は最初のm + 1本の方程式だけが意味を持つ優決定系

である．

ẑt = ΘnewSt (23)

よって Ŝt はΘnew の疑似逆行列Θ†
new によって解くことが出来る．

Ŝt = Θ†
newzt (24)

4. 実 験

人工的な動画像によるシミュレーションにより，提案法の有効性を確認した．動画像のサ

イズ，フレーム数などを表 1に示す．

表 1 動画像の形式
画像サイズ 縦 × 横 (ピクセル) フレーム数 (枚) 色形式

14 × 21 50 グレースケール

実験に利用した同画像中の数フレームを図 4に示す．実験においては、各フレームをラン

ダムプロジェクションにより圧縮した．圧縮の際に使用した圧縮行列 Φは毎フレーム同じ

である．本稿では圧縮後の次元が 80の場合の結果を示す．すなわち，N = 294, M = 80

である．これら各圧縮画像を，汎用の基底で復元する場合と提案法で構成した基底で復元す

る場合を比較した．汎用の基底には Fourier基底を採用した．

(第 1フレーム)

(第 30フレーム)

(第 10フレーム)

(第 40フレーム)

(第 20フレーム)

(第 50フレーム)

図 4 実験に利用した動画像中のフレーム

提案法に基づき当該動画像に特化した基底を計算するために，全フレーム分の圧縮信号

zt(t = 1, 2, · · · , 50)を取得し，その分布の主成分分析を行う．図 5の (A)に Xt の固有値

の分布を，(B)に zt の固有値の分布を示す．図の横軸は固有値の番号，縦軸は各固有値が

持つ値の大きさを示す (図 5(A)については横軸を 80までとした)．zt の固有値より，累積

寄与率 η = 0.99となる第 8固有値までに対応する基底を選択した．よってm = 8である．

つぎに得られた各固有ベクトル v1,v2, · · · ,v8 と平均ベクトル z̄を式 (17)，(18)，(19)，

(20)に基づいて元信号の基底 u1,u2, · · · ,u8 と X̄に変換する．

復元平均画像を図 6の (A)に， 復元した第 1，第 2，第 3固有画像を図 6の (B)，(C)，

(D)に示す．これらはいずれも圧縮信号から得られた復元画像である．一方，比較のために

式 (14)に示した X̄と ΣO の第 1，第 2，第 3固有ベクトルを同図の上段に示す．これらは，

CSに基づく撮像をおこなうデバイスでは，直接には得られない画像である．復元固有画像

は元の画像空間において計算した固有ベクトルとほぼ一致していることがわかる．

つぎに復元固有画像を基底として採用し，各フレームにつき式 (21)，(22)を計算すること

により圧縮信号を復元した．復元結果を図 7の (A)から (D)に示す．比較のために Fourier

基底を採用して復元した結果を上段に示す．いずれの場合にも，元画像をほぼ正確に復元で

きていることがわかる．これら復元結果の比較を次におこなう．
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図 5 データの固有値
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図 6 復元平均・固有ベクトル画像

汎用の基底系を用いた場合と提案法で新たに構築した基底系を用いた場合の sparseness

の比較を行う．まず得られた推定係数ベクトル Ŝの要素の分布を図 8に示す．

sparseness を視覚的に示すために Ŝ の第 i 成分を ŝi(i = 1, 2, · · · , N) であらわすとき，

ŝi/ ‖ Ŝ ‖2 の値を計算して降順に並べ，N = 294要素のうちの上位 100個を示した．

Fourier基底の場合を (A)に，新基底の場合を (B)に示した．縦軸が ŝi/ ‖ Ŝ ‖2 の値の

大きさを示している．いずれのグラフにおいても，ŝi のほとんどが 0に近い値であるため，

分布が左側に局在している．特に提案法により構築した新たな基底系において強く局在化し

ていることが確認できる．

sparsenessの定量評価を行うため，ジニ係数を導入する．ジニ係数 Gは数値の分布の値

(A)第 1

フレーム

(B)第 10

フレーム

(C)第 20

フレーム

(D)第 30

フレーム

図 7 復元結果 上段：Fourier 基底．下段：提案法
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図 8 推定係数ベクトルの値の分布

の大きさの偏りを示す指標である．ジニ係数は 0から 1の値をとり，1に近いほど要素間の

値の大きさに偏りがあることを示す．テスト用の 50枚のフレームのそれぞれについて，ŝi

の分布のジニ係数を算出した結果を表 2 に示す．提案法は圧縮信号の空間の解析に基づい

て，元信号の sparsenessを向上させる基底の選択に成功していることがわかる．

次に，提案法によって新たに生成した基底が Fourier基底と比較してどの程度対雑音性能

が向上させるかを検証する．4.1節で用いた画像と同じ画像の各ピクセルに，互いに独立な

平均 0，標準偏差 σのガウス雑音を加え，この標準偏差の変化に対する復元精度の変化を調

べる．標準偏差は σ = 1, σ = 10, σ = 40の 3種類に変化させた．σ = 1の場合の復元結
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図 9 復元結果：σ = 1 の場合

果を図 9に示し，基底画像を図 10に示す．図 9では，上段に Fourier基底による復元結果

を示し，下段に提案法による復元結果を示す．目視で確認できる程度に，提案法のほうが画

質が良い．図 10の上段は元画像の主成分分析により得られる基底系であり，下段は提案法

により得られた基底系である．固有値の大きな成分に対応する基底ベクトルが一致している

ことがわかる．同様に図 11と図 12に σ = 10の結果を示す．Fourier 基底を用いた場合の

画質の劣化が顕著である．基底ベクトルの一致度も低下した．

σの変化に対する sparsenessの変化をジニ係数の変化により表 3に示す．雑音のレベルを

高くするのに伴い，ジニ係数は低下していったが，いずれの場合も提案法で求めた基底のほ

うがジニ係数は高かった．また，復元画像と元画像の誤差の評価値を図 13に示す．提案法

により構築した基底系を用いることにより，復元画像の画質が向上していることがわかる．

5. お わ り に

本稿では Compressed Sensing に基づく動画像圧縮において，元信号の sparsenessを向

上させる基底を圧縮後の信号の分布のみに基づいて選択する手法を提案した．提案法は圧縮

信号を主成分分析して得た基底ベクトルを元信号へと復元し，それらを直交化することによ

表 2 ジニ係数
最小値 最大値 平均値

Fourier 基底 0.903 0.925 0.914

新基底 0.942 0.983 0.962

(A) (B) (C) (D)

図 10 復元平均・固有ベクトル画像：σ = 1 の場合

(A)第 1

フレーム
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フレーム

(C)第 20

フレーム

(D)第 30

フレーム

図 11 復元結果：σ = 10 の場合

り新たな基底系を構築する．提案法は，汎用の基底系を用いる場合よりも sparsenessを向

上させ，その結果として復号の対雑音性能も向上することを確認した．今後，圧縮信号の分

布のより高次の構造に注目する手法について検討していく．
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