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部分空間法の誕生

　世の中にコンピュータがほとんどないころ，大学のセ
ンターや大きな研究所にあるとしても最高性能の大型機
で，クロックが今のパソコンの数千分の一，1MHzにも
いかないようなそんな機械をたくさんの研究者が奪い合
うようにして使っていたころ，部分空間法は誕生した．
今のようにコンピュータを湯水のごとく使っている時代
ではなく，電子計算が貴重な時代のことである．
　計算機の黎明期から当時の研究者の関心は人の心を機
械で作れるかというところにあって，最初から AIの研
究，パターン認識の研究は熱心に行われていた．当時の
AIにおける主要研究テーマであったパターン認識の革
新的な手法として部分空間法は提案され，1960年代後
半の登場から現在まで 40年近く，姿を替え，形を替え，
趣を変えてさまざまに応用されてきている．
　この方式の誕生にあたっては 2人の日本人研究者がか
かわっている．そのことをまず紹介する．
　パターン認識には入力データから複数の数値データを
特徴として抽出し，これを並べてベクトルとする流儀が
ある．図 -1はその例で，切り出された 1つ 1つの文字
の原パターン，すなわち文字のイメージデータから特徴
抽出を行った例である．原パターンを拡大縮小して大き
さを揃え，さらにボカしながら画素数を減らすことによ
って特徴パターンを生成する．このケースでは数十の画
素それぞれに濃度値が得られるので，1つのパターンが
画素の数と同じ次元のベクトルになる．特徴パターンは
特徴ベクトルとも呼ばれる．この例での特徴抽出方式は
濃度特徴とも呼ばれる典型的な特徴抽出法の 1つである．
　この特徴ベクトルを認識対象とするが，その前に，こ
の特徴ベクトルを線形に変換してより次元の低いベクト
ルに変換し，冗長な要素を除外しようとする技術がある．

特徴選択と言われる手法である．部分空間法ではその主
要な要素として主成分分析が使われているが，この考
え方は，まず 1963年にこの特徴選択の手法として現れ
た．当時，電気試験所（ETL，後の電総研，現在の産総研）
の飯島によって提案されたこの考え方 5）と同じ方式は，
その後，ハワイ大の渡辺によっても 1965年に SELFIC

（Self-featuring Information Compression）として発表・
提案された（文献出版は 1967年）1）～ 3）．さらにこの考
え方が拡張され，CLAFIC（Class Featuring Information 

Compression）として部分空間法が渡辺によって提案さ
れることになる．
　渡辺は物理学を専攻した研究者で，主に海外で活躍し，
統計的な側面からパターン認識を研究して部分空間法の
提案という大きな成果にたどり着いた．渡辺らの研究は
理論だけにとどまらず，実際の文字パターン・データな
どでの実証実験を行って有効性を確認したものである．
研究室レベルの実験とは言え，当時の計算機環境を考え
ると相当な実証実験を行って生まれてきた研究成果なの
である．
　CLAFICはパターン分布に関する統計的な考察を通し
て行われたもので，SELFICとともに主成分分析に基づ
いている．どちらかと言えば，部分空間を使うというよ
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図 -1　文字の原パターンからの特徴抽出の例
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りも，むしろ主成分分析に重きが置かれた提案である．
アプローチが異なるものの，主成分分析に重きが置かれ
ていることは次に述べる飯島の提案でもこのことは同様
である．
　飯島も CLAFICとは独立に同様な考え方を発展させ
ていた 6）．国の大型プロジェクトの一環として ETLと
東芝で共同開発していた高性能 OCR開発の中心メンバ
の飯島は，その中核のパターン認識技術として CLAFIC

とほぼ同じ概念の複合類似度法の開発を継続してい
た．この装置は 1970年に完成して発表され，引き続き
1971年に改良版が ASPET/71（Analog Spatial Processor 

developed by Electro-technical laboratory and Toshiba）
として開発された（図 -2）．この装置はアナログ乗算器を
並列に多数用いた大規模なもので，人間の脳神経回路網
の 1モデルとして開発された．当時，アナログ計算につ
いてはその信頼性が疑問視されていたが，多数並列の
アナログ回路を用いることの相互補償の効果によってこ
の問題が解決され，最終的に英数字活字認識を 2,000字
／秒という高速処理と高い認識精度で実現することがで
きた．当時としては，これは冒険的な試みであったが複
合類似度法の理論的な裏付けを基礎に成功を収めた．こ
の秒 2,000字というスペックをディジタル計算機で実現
できるようになってきたのはこの 4，5年のことであり，
その処理速度の凄さも当時としては驚異的であった．
　なお，複合類似度法の特徴抽出では図 -1で示したボカ
シを用いた濃度特徴が使われているが，これが開発され
た当時はボカシの重要性について，一般には気づかれて
いなかった．当時は，文字はできるだけ鮮明に観測した
ほうが良いとする考え方が主流で，ボカシは認識性能に
悪影響があると考えられていた．これに対して，部分空
間法誕生をさらにさかのぼる 1959年に飯島によってボ
カシの基礎理論が発表された 4）．これは画像の観測理論
を基礎とする理論体系で，画像処理分野で最近，重要な
概念とされるようになってきたスケール・スペース 7）と
いう考え方を含むものである．最近では特徴をボカす方
式がパターン認識に多く使われるようになってきており，
今ではその重要性がよく知られるところとなっている．
　このように，1970年前後にハワイ大と日本で，2人の
日本人研究者によって部分空間法の研究開発がなされて
いたのである．

部分空間法とは

　部分空間法について説明する前にパターン認識につい
て簡単に説明する．パターン認識では最初に入力データ
から特徴データを，普通は複数の数値データとして抽出
する．これを特徴抽出と言い，次にこの特徴データに基

づいて，これを認識対象のカテゴリ，数字の例で言えば
「0」から「9」のカテゴリに分類する．この分類を行うため
の手段は「照合」，「マッチング」，あるいは単に「認識」な
ど，さまざまに呼ばれ，この部分がパターン認識の中核
となる．
　この照合では，カテゴリごとに辞書と呼ばれるデータ
が準備され，これと特徴データが照合されて，最も良く
照合できたものが答えとして出力される．このとき使わ
れる辞書データは，あらかじめ答えの分かっているパタ
ーン，学習パターンと呼ばれるものから各カテゴリごと
に作成される．
　部分空間法では辞書は学習パターンに基づいて自動的
に作成される．具体的には特徴データをベクトルと見立
てたときにできる空間，すなわち，このベクトルの要素
が n個であるとすれば n次元空間の中に，その辞書は
部分空間として設定される．この部分空間は，ある 1つ
のカテゴリに対して 1つ設定され，そのカテゴリの特徴
ベクトルが数多く存在している部分を部分空間として設
定する．入力パターンを認識するときには，その特徴ベ
クトルがどの部分空間により近いかで認識を行う．
　部分空間法の定義を次に述べる．ここでは，パターン
空間の次元，すなわち特徴ベクトルの要素の数を Nと
して，その特徴ベクトルを xで表す．辞書として設定
される部分空間を，その部分空間を張る正規直交ベクト
ルの組で表し，その正規直交ベクトルを{iと書く．部
分空間の次元が rの時， {iの個数は r個である．この{i

の組は各カテゴリごとに設定されるので，そのカテゴリ
の名前を  とすれば， {iと書くべきだが煩雑になるの
で以下では  は省略されている．入力パターンと辞書
との近さの度合いは xの部分空間 , ,i r0 1i f{ = -" , 

への射影の長さで定義される．この近さのことを類似度
と呼び，Sと書くことにする．これらの記号によって部
分空間法の類似度は以下のように定義される．
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　辞書ベクトル{iの様子を具体的に図 -3に示す．図 -3

図 -2　ASPET/71 ：1971 年に ETL と東芝によって開発され
た高性能 OCR
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の上段のパターンが辞書を作成するために使われる特徴
ベクトルである．辞書の生成を学習とも呼ぶので，これ
らは学習パターンとも呼ばれる．あるカテゴリの学習パ
ターンをすべて使って辞書ベクトルが作られる．この図
の下段のパターンがそれで{0から{9まで 10個の例を
示している．この例は実際に数字「4」について主成分分
析で求めた辞書パターンで， {0が平均パターンのよう
な形になっているのが認められる．この図の辞書パター
ンでは白い部分はマイナス，黒い部分はプラス，灰色が
0に対応している．そのつもりで見ると{1以降の辞書
ベクトルについてはパターンの一部分を文字線に垂直な
方向に微分したようなパターンになっていることが分か
る．なお，ここでの微分とは簡単に言えば隣り合う画素
の差分のことで，この差分値をあらたに画素値としたも
のが微分パターンである．
　図 -4は実際の部分空間法の計算を視覚的に表したも
のである．入力パターンは特徴抽出されて特徴ベクトル
xとなり，これと辞書ベクトルとの内積 (x, {i)が計算
される．これが各辞書ベクトルごとに計算され，最終的
に自乗和が類似度として計算される．
　なお，式（1）で r＝ 1としたものは単純類似度と呼ば
れる．
　この式で辞書ベクトルはカテゴリごとに定義され，S

もカテゴリごとに計算される．各カテゴリごとに計算さ
れた類似度について，最大類似度をとるカテゴリを認識
結果とする．ここで rは , ,i r0 1i f{ = -" ,の張る部

分空間の次元で，Nと同様，次元と呼ばれるが，Nと混
同しやすいので注意が必要である．次元 Nはパターン
空間全体の次元，rは部分空間の次元である．
　ベクトル{i, xが正規化されていないときは，
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（2）

と書き，こちらの方が一般的である．なお，式の計算や
コーディング時に，式（1）と式（2）を混同すると間違いが
起きやすいので注意が必要である．
　この方式はカテゴリを代表する辞書として辞書ベクト
ルが張る部分空間を設定し，入力パターンのこの部分空
間への正射影の長さをもって類似度とする方式である．
射影 Pを
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（3）

で定義すれば，内積を (a, b)＝ aT bと書くことにより，

　S＝ xTPx	 （4）

とも記述できる．この方が，特徴ベクトルを部分空間に
射影してその長さを測るという部分空間法の意味を理解
しやすい．
　図 -5は類似度計算をパターン空間で見た例を示して
いる．この図で，{0，{1， は 2つの正規直交な辞書ベ
クトルで，これらが張る空間が辞書としての部分空間で
ある．こうすると式（1）の意味は，入力された特徴ベク
トル xのこの部分空間への射影の長さの自乗を類似度 S

としていることになる．なお，類似度として Sを用い
ることもある．
　部分空間法の意味は，線形空間内のパターン分布の広
がりを部分空間として捉え，この部分空間でパターンを
代表させる考え方である．たとえば，単純類似度（部分
空間法の 1次元版）の考え方は，パターンの広がりとし
ては 1次元の空間を考慮したものである．
　パターンを線形空間の点であると考える限り，パター
ンがなすクラスタをどう区分けするかということが認識
の問題として考えるべき課題となる．たとえば，ニュー
ラルネットによる認識系でも，その認識系は結局，線形
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図 -4　類似度計算の例

図 -5　類似度計算をパターン空間で見た例
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図 -3　辞書ベクトル生成の例
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空間の中を区切る超曲面を構成しており，ここでも，線
形空間の中のベクトルの塊をどう分類していくか，区分
けしていくかということが認識の基本になっている．こ
のパターンの塊を表すものはより厳密には多様体なので
あろうけれども，そこに至る前に部分空間として分析し
ていく考え方は自然である．
　図 -6は部分空間で実際にカバーされる変形を具体例
で見たものである．上段の左が第 0辞書ベクトル，右が
第 1辞書ベクトルである．この 2つのベクトルが張る 

2次元の部分空間が何を表しているかを見たのが下段の
ベクトルである．中段が第 1辞書ベクトルを係数倍した
もので，最も左のものが -0.5倍，右に 0.1ずつ増やして，
最も右が +0.5倍である（表示を見やすくするためにこ
こだけ明るさを 3倍に強調している）．このベクトルと
第 0辞書ベクトルを加算したもが下段のベクトルである．
すなわち，これらのベクトルは 2つの辞書ベクトルが張
る 2次元部分空間の中のベクトルであり，この部分空間
が表現している文字変形を表している．この例を見ると，
左のベクトルから右に向かって，数字「9」の縦棒の若干
のずれ（左に 0.5画素程度動いている）と，輪の部分の縮
小変形が現れている．このことは第 1辞書ベクトルのパ
ターンにおいて，棒の部分と輪の部分が部分的な微分パ
ターンになっていることに対応している．また，この図
から，「9」の変形では縦棒の左ずれと輪の縮小が同期し
ていることも分かる．このように部分空間法の世界では，
パターンの変形は本体部分と部分的な微分パターンとの
線形演算によって表現されるのである．
　この空間を決める手法としては主成分分析が代表的な
手法である．これは学習パターン集合に対して，その平
均的な射影成分が最大となる部分空間を得るもので，部
分空間法が考案された当初から導入されていた．

重み付き部分空間法

　部分空間法の重要な拡張の方法の 1つとして重み付き

部分空間法がある．ここでは，それについて説明する．
　重み付き部分空間法の定義は inを重みとして，
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（5）

で定義する．この重みの与え方で認識系の性質が変わ
る．図 -7に重みの例を示す．この図の横軸「固有ベクト
ル番号」は主成分分析で求めた固有ベクトルの番号であ
り，この番号は対応する固有値の大きいものから順に 0

オリジンの整数で付けられている．この図は例であるが，
この例の部分空間法では， 2nまでが重み 1で，その次か
ら後は 0となる．一方，疑似ベイズ型と表記してある例
では，重み 1を起点として， 5nまで重みがダラダラと下
がり，その次から後が 0となる．
　疑似ベイズ型のように固有値番号が上がるに従って，
重みが下がるというのは，固有値の小さい固有ベクトル
の成分については，類似度に対する寄与度を下げるとい
う考え方である．
　また，この図で混合類似度型としているものについて
は，これは認識誤りしやすいカテゴリのパターンを代表
する部分空間を，正解のカテゴリを代表する部分空間に
直交するように作成して，その空間の正規直交基底も辞
書ベクトルに加え，その空間への射影の長さを類似度か
ら引くように設定したものである．この図では 3nまでが
1で，その次から 5nまでマイナス，その次から後が 0に
なるように設定されている．
　なお，この混合類似度型の場合にはベクトルの番号の
振り方は，必ずしも固有値の大きい順ではない．
　また，この図の説明で用いた番号は便宜的に付けたも
ので，実際に使われているものではない．
　重みを付けることで部分空間法は一層その能力を増す
ことができるが，一方で，どう重みを付けるかというこ
とが重要な課題となる．この重みの付け方で認識精度は
かなり影響を受ける．なお，前述した複合類似度法は重
み付き部分空間法の 1つである．

重み
1

固有ベクトル
番号

0m 1m 2m 3m 4m 5m 6m 7m
0

疑似ベイズ型

部分空間法

混合類似度型

第1辞書ベクトル

第0辞書ベクトル

中段は，第1辞書ベクトルの-0.5倍～+0.5倍のベクトル（見
やすくするために明るさを3倍に強調して表示）．下段は，
第0辞書ベクトルと中段のベクトルを加算したもの．これで
縦線の移動と輪の大きさの変化が表現されている．

図 -6　部分空間法でカバーされる文字変形の例 図 -7　重み付き部分空間法での重みの例
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部分空間法と投影距離法

　部分空間法によく似た手法に投影距離法 8）がある．投
影距離法については，ここではその説明を略するが，理
論的にも実際的にも部分空間法と非常によく似た方式で
ある．注意したいのは，この投影距離法を含め，広い意
味で全体を部分空間法と呼ぶこともあるということであ
る．もちろん狭い意味，すなわち CLAFICの意味で部分
空間法の言葉を用いる場合も多い．言葉の定義が場合に
よって違うことがあるので注意したい．
　投影距離法と狭義の部分空間法は似ているものの，方
式を理解する上では，両方をはっきり区別しないと混乱
する．投影距離法では平均ベクトルの終点を中心にパタ
ーン分布を考えるのに対して，狭義の部分空間法では座
標系の原点が起点となっていて，平均ベクトルの終点は
用いられていない．この 2つは，ものの考え方が大きく
異なるので，それらを混同すると，これらの方式を正し
く理解できなくなる．以下，その点もふまえて説明して
いく．
　なお，パターン認識の多くの問題では，特徴ベクトルの
平均が 0になるように前処理されることも多く，その場合
には狭義の部分空間法と投影距離法は同じものとなる．
　本稿では主に狭義の部分空間法（CLAFIC）について説
明している．

一般の主成分分析（投影距離法における
辞書作成法）

　狭義の部分空間法はもちろん，広義の部分空間法でも
辞書ベクトルの求め方が問題となるが，一般に部分空間
法という言葉は主成分分析を用いて固有ベクトルを求め，
これをもって辞書ベクトルとする手法のことを意味する
場合が多い．
　通常の主成分分析（Principal Component Analysis : 

PCA）とは平均ベクトルを中心にして分布の主成分を探
す方式であり，投影距離法における辞書作成法なのだが，
平均ベクトルを用いない狭義の部分空間法の辞書作成法
とは若干異なる．
　ここでは，狭義の部分空間法における辞書作成法を理
解するために，まず通常の主成分分析について見ていく．
以下，その考え方である．
　学習対象ベクトルの 1つ 1つに名前を付けて，それを
 と書くこととし，学習ベクトルを x と記述する．そ
の平均ベクトルをmとする．このとき， x -mのベク
トル集合の方向を最もよく表す単位ベクトルを{とする．
ここで言う「ベクトル集合の方向を最もよく表す」という

ことを，数学的には「x -mと{の内積の自乗和が最大
になること」と考えることにする． 1{ = の条件が付
くので，この条件を含めるために未定乗数 m を使って，
以下のように評価式を設定する．この評価式の Jを最大
にする{を求めるのが主成分分析である．

, .J x m 12 2　 { m {= - - -a

a

] ]g g! 	 （6）

　この解は，

,K x m x m T　 = - -a

a

a] ]g g! 	 （7）

と置いて，

,K　 m={ { 	 （8）

の固有値問題を解いて得られる固有ベクトルとなる．す
なわち{は共分散行列 Kの固有ベクトルとなる．固有ベ
クトルは次元数分，存在するので，それを{iと記述する．
なお，この{iはそれぞれ直交する．図 -8の上段にその
様子を図示した．ここでは多次元空間内に超楕円体の分
布を仮定しており，その中心へのベクトルmを起点に 

x-mの分布がガウス分布になっている．3次元で言え
ばラグビーボールのような分布である．

狭義の部分空間法における辞書作成法

　狭義の部分空間法における辞書作成法は一般の主成分
分析とは異なり，以下のようなものである．なおこの手
法も主成分分析と呼ばれることが多い．
　Pを部分空間への射影とし，正規直交ベクトル{iを
用いて Pを，

,P i

i

r

i
T

0

1

　 { {=
=

-

! 	 （9）

と表したとき，

, ,J x Px xT
i

i

r

0

1
2　 {= =a

a

a a

a =

-

] g! !! 	 （10）

を最大化する Pを求めることである．未定乗数項を導
入した次の式が評価式である．

Â=
=

TxxK

K ljj

原点
等高線 超接平面x

Â --=

=
TmxmxK

K

))((

ljj
固有方程式

e

z

原点

mx-

m

図 -8　一般の主成分分析（上）と部分空間法の主成分分析（下）
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, .J x 1i i i

i

r

2 2

0

1

　 { m {= - -a

a =

-

] ]g g" ,!! 	 （11）

これの解は，

,K x xa a
T　 =

a

! 	 （12）

を用いた固有方程式で，式（8）と同じである．似ている
けれども同じではない．式（7）に慣れている人のために
式（12）の意味を以下に考察する．
　狭義の部分空間法では入力パターンはノルムが 1に固
定されているのと等価であるから，パターンは超球面上
に分布していると考えてよい．ここでは簡単のためにこ
れを近似的に，超球面ではなく単位ベクトル eに直交し，
球面に接する超接平面上に分布しているとして議論を進
める．図 -8下段にその様子を示す．
　原点から超接平面に対して垂直な単位ベクトルを eと
して，eの終点を中心としてパターンがガウス分布で分
布しているとする．これは傘のような形で，eが柄，分
布が傘の部分である．本来は傘の部分は球面だが，ここ
ではそれを近似的にフラットにしているのである．
　このような形で分布している場合，eの終点を原点とす
る超接平面内だけで考えれば，分布は通常のガウス分布
となるので，その範囲内で一般の主成分分析を適用でき
る．この場合，平均ベクトルは 0，すなわちm＝ 0であり，
また学習ベクトルは zなので，式（7）の (x-m)に (z-0)

を代入して，次の式が得られる．

.K z z T　 = a

a

a!  （13）

　これは式（12）の xを zに置き換えた形である．一般の
主成分分析の立場に立てば，「本来，式（13）でやるべき
ところを式（12）を使ってよいのであろうか？」という疑
問を持つ人もいるかもしれない．両者が同じことは，ほ
とんど明らかなこととして疑問に思わない人もいるかも
しれない．結論は，両者同じなので特に問題はないのだ
が，この 2つのケースを時々混同してしまうことがある．
場合によっては，その混同が問題を引き起こすことがあ
るので注意が必要である．
　簡単な計算から，式（13）の固有ベクトルと平均ベクト
ル eは式（12）の固有ベクトルとなることが分かる．また
対応する固有値も等しいので，実質的に式（13）と式（12）
は同じと考えてよいのである．
　式（7）は共分散行列，式（12）は相関行列，能率行列，
モーメント行列と呼ばれるものであるが，混同して共分
散行列と呼ぶことも多い．

競合学習で部分空間を求める

　ここでは，まず代表的な競合学習の LVQ（Learning 

Vector Quantization）からスタートして，最後に部分空
間の学習法について述べることとする．kohonenによ
って提案された LVQは以下のような学習の枠組みで 

ある．
　入力パターンを x，辞書ベクトルをm，相違度 Dを，

,D x m 2　 = - 　 （14）

として，次の式でmを更新していく．

 , : , : .m m x m correct error　 !a= - + -] ]g g  （15）
 

　なお，この式での ±は，認識結果が correctか error

かで符号を変えることを意味している．
　LVQはパターン認識分野で使われる競合学習のベー
シックな手法の 1つであり，しばしばニューラルネット
の仲間とされて，そう呼ばれることが多い．なお，競合
学習とは徐々に辞書パラメータを変えていく学習手法の
ことで，正解パターンとエラーパターンの両方を用いて
学習を行う手法のことである．
　一方，確率降下法はさまざまな認識系に適用できる有
力手段の 1つで，これもやはり競合学習に属する考え方
である．実は LVQの手法はユークリッド距離による識
別系に確率降下法を適用したものなのである．そこで，
次に確率降下法を単純類似度に適用してみる．

, / ,S x x2 2 2　 { {= ] g  （16）

で，類似度を定義すると，{の更新式は以下のようになる．

 , , .x x x　 !{ { a { { {= -] ]g g g" ,  （17）

この式は複雑なので，正規化の項を無視した形で確率降
下法を適用すると，更新式はもっと単純化される．

,S x 2　 {= ] g  （18）

を類似度とし，更新式は以下のようになる．

, .x x　 !{ { a {= ] g  （19）

　ここでは，x, {は正規化されていることが前提となっ
ているので，実は，その条件を入れずに確率降下法を適
用した式（19）は誤りである．したがって，この場合，更
新式に何らかの形で正規化の条件を入れなければならな
い．一番，単純な方法は更新するたびに{を正規化する
手段である．式（17）の代わりに，そういう手段をとるこ
とが可能である．そもそも，式（17）といえども，計算誤
差が累積する可能性が高いので，更新後の正規化は必要
となる．
　次に，この話を部分空間法に拡張する．式（1）で類
似度を定義すると， {iの更新式は式（19）と同じになる．
しかし，このとき {iの正規直交性は保証されていない
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ので，正規直交性の条件を含めて式（1）に確率降下法を
適用しないといけない．しかしながら，この計算はか
なり複雑になるので，単純類似度のケースで説明した
のと同じように各更新ごとに {iの正規直交化を行う方
法がある．その方法としてシュミットの直交化を使っ
たものは kohonenによって提案された LSM（Learning 

Subspace Method）と同じである．
　この LSMに似た方式に Ojaによって提案された
ALSM（Averaged LSM）がある．これは，式（12）の相関
行列 Kに対して，

,K K xxT　 !a= 	 （20）

で更新を行う方式である．これは，1980年に東芝の前
田（賢一）が特許として提案した方式（学習型複合類似度
法）と同じものである．
　このように，部分空間法は競合学習の世界でも活躍を
している．競合学習はニューラルネットの世界の典型的
な手法であり，その意味ではまったくポリシーの異なる
世界の 2つの流れが合流し，このような手法が生まれて
きたともいえる．

部分空間法の今後

　ここまで部分空間法の応用として重み付き部分空間法，
競合学習への適用について述べたが，このほかにもベイ
ズ識別との関係の考察，顔画像への応用，混合類似度法，
固有空間法 9），相互部分空間法 10），カーネル非線形部
分空間法 11）など数多くの話題がある．部分空間法のオ
リジナルの考え方そのものは 40年近くの時を経た現在
では，さすがにその認識能力が高いとは言えない．しか
しながら，部分空間法の考え方をベースにしたさまざま
な新しいアイディアはいろいろな分野で活躍している．

ユークリッド距離や内積，ベクトルの成す角度，ガウス
分布などはパターン認識分野における重要な基礎概念で
あると考えるけれども，部分空間もまた重要な基礎概念
の 1つである．ユークリッド距離や内積に比べると複雑
な分だけ部分空間は，研究対象としての課題が数多くあ
るのであろう．今後のさらなる発展を期待したい．なお，
詳しい文献としては文献 12）がある．
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