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ノードへのフロー入力調整を含むネットワークにおける
プライシングのカオス性変動の解析とその抑制

池 田 欽 一†1 時 永 祥 三†2

サービスや企業活動を構成要素とするネットワークにおける変動の伝播を解析し，
さらにこれらを抑制する研究がなされている．これまでの研究では，単独のノードの
場合に入力フローをノード状況に応じて調整するモデルが議論され，待ちコストであ
るプライシングにおいてカオス性変動が発生することが示されている．しかしながら
これらのモデルは，単独のノードのモデル解析であり，有効性の範囲も限定されてい
る．本論文では，一般化したネットワーク構成のノードを仮定し，ノードでの入力調
整のメカニズムを導入した場合のノードにおけるプライシングのカオス性変動の発生
と，システムのパラメータとの関係を分析する．同時に，このような確定的な参加と
退去のメカニズムのもとでは，微小な入力を加えることによりカオス性変動を制御で
きるので，この方法の有効性を示す．
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Current researches emphasize the suppressions of fluctuation of chaos as well
as propagation. This paper deals with the analysis of chaotic fluctuation of
pricing at nodes in network under imposing controls for input flow and scheme
for their suppressions. It is known that if the input to a single node is adjusted
depending on the state, chaotic fluctuations are found in the waiting cost (called
pricing). In the paper, to extend single-node case, the network structure are
assumed where input to nodes are delivered to further nodes, but depending on
the states (pricings) of destination nodes. We show the condition for inducing
chaotic fluctuation in pricing based on the simulation studies. Simultaneously,
by considering the deterministic decision on input and pricing, we utilize the
control (suppression) scheme for the chaotic fluctuation base on the control of
chaos.

1. ま え が き

サービスや企業活動を構成要素とするネットワークにおける変動の伝播を解析すること

は，サービス遅延や倒産の連鎖などリスクを回避する課題の解決に有効である1),3),4)．特に

現実的な制御に対応するモデルとして，ネットワークを形成するノード（構成要素）の間で

のフローのやりとり（入力）を，相手ノードの現在の状況，特に処理を待つことによるコス

トや時間など（以下ではプライシング：pricingと呼ぶ）に応じて大きさを調整するケース

が考察されている5)–13)．このようなケースにおいては，制御なしの場合と比較して，カオ

ス性変動がネットワークを伝播することが分析されており，その解明と変動の抑制が必要と

なっている．本論文では，ノードへのフロー入力調整を含むネットワークにおけるプライシ

ングのカオス性変動の解析とその抑制について述べる．

これまで古典的なネットワークのフロー解析では，ノードへの入力には特別な制御を加え

ないことを前提としており，優先権の導入などのフローそのものの性質を利用した範囲に限

定されている．しかしながら，近年，サービス施設における混雑の回避をするための制御

の 1つの方法として，フローが移動する先のノードにおけるプライシングなどの特性を考

慮した制御などが導入され，たとえば情報ネットワークにおける入力規制制御などへと活

用されている5)–13)．これまでの研究は主としてトラヒック制御の分野でなされており，待

ち時間の予測に応じてシステムに参加するか退去するかを客が決定するモデルが提案され，

待ち特性にカオス性変動が発生することが示されている5),6)．また実際的な応用として，発

生する倒産の連鎖分析などがある12),13)．さらに，離散系だけではなく，連続時間系による

待ち行列システムの表現を用いてカオス解析が行われている7)．しかしながらこれらのモデ

ルは，単独のノードを仮定したモデルの解析であり，有効性の範囲も限定されている．

本論文では，入力を調整するノードが単独ではなくネットワーク構造で結合された，やや

一般的なモデルを仮定する．このネットワークにおいてノードの間のフローの入力は，フ

ロー移動先のノードにおける待ちコストに反比例して配分されると仮定し，この場合ノード

におけるフロー処理やフローの生成は，確定的であることを仮定している．さらに単独の

ノードの場合と異なり，フローはネットワーク外へ退去する仮定はとっていない．このよう
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な仮定のもとでも，入力ノードの個数や分岐するノードの個数によって，カオス性変動が発

生することとその原因について述べ，性質を分析する．すなわち，フローはネットワークの

外部に退去することはないが，一時的に移動先ノードのプライシングに差異が発生すること

により，プライシングにおいて単独ノードの場合と同様に，カオス性変動が発生することを

論じる．同時に，このような確定的な参加と退去のメカニズムのもとでは，微小な入力を加

えることによりカオス性変動を制御できる可能性があることに注目し，この方法によるカオ

ス制御について検討する．

以下，2章では，入力調整の基本モデルとカオス性変動について述べる．3章ではネット

ワーク構成のモデルにおけるカオス性変動について示し，4章においては，入力フロー制御

によるカオス性変動の抑制を述べる．5章においては，シミュレーションによる検討を示す．

2. 入力調整の基本モデルとカオス性変動

2.1 入力調整の基本モデル

本論文でとりあげるネットワーク構成により結合されたノード間のフロー伝播におけるプ

ライシングのカオス性変動について述べる前に，最初に議論を分かりやすくするため，ノー

ドが 1 つの場合の入力調整についてモデルを説明する5)–7),11),13)．このノードへのフロー

は，たとえばサービス施設への客の到着とか，商品市場への商品供給などが対応する．この

ような到着や供給を，以下では単にノードへのフローの入力と呼んでおく．ノードへの入力

は，ノードでの待ち時間や処理コストの予測値に関連して調整される．すなわち，ノードで

の処理コストに比例してノードへの入力を控える（ノードでの処理コストに反比例して入力

する）ことを仮定している．なおプライシングという用語は，本論文を通じて，サービス窓

口における待ち時間や処理コストなどを意味するものとして使用する．

いまノードの入り口からフローが供給されており，この供給は単位時間あたり（以下では

単位時間はΔt = 1であると仮定しておく）について Λの割合（率）であると仮定し，この

値は定数であるとする．このようにフローを個別の客の到着とする離散的な扱いではなく，

これらを合計して連続量として表現するモデルを，流体近似モデルと呼ぶ．本論文では，こ

の流体近似モデルを基本としている．

すでに述べたように，フローの入力調整のモデルにおいては，入り口において将来のプラ

イシングの予測値（たとえば待たされる時間など）を用いて，そのままをノードに送るか

どうかを判断する．具体的には，プライシングが大きいときには，Λ より小さい値（場合

によってはゼロとなる）を入力のフローとする．一方，プライシングが小さい場合には，ほ

ぼ Λの値を入力フローとする．このように，このフロー Λはノードに対してすべてが供給

されるものではなく，この部分が供給されるモデルとなる．この場合に実際に供給されるフ

ローを実入力率と呼んでおき，λにより表す．実入力率が λである場合のプライシングの値

を p = Wμ(λ)として記述する．

p = Wμ(λ). (1)

関数Wμ(λ)の形はあとで議論する．ここでプライシングの値Wμ(λ)は λの単調増加関数

であり，ノードの処理能力 μ（以下では容量と呼ぶ）に依存する．ただし行動主体は，この

pそのものではなく，pに関する予測値（あとで示す指数平滑化された変数）である π を用

いて，次に示す関数に従って実入力率 λを決定すると仮定する．

λ = ΛF (π). (2)

λ = ΛF (π) =

⎧⎨
⎩

Λ (0 ≤ π ≤ d の場合),

Λ(a− π)/(a− d) (d ≤ π ≤ a の場合),

0 (π ≥ a の場合).

(3)

以上の仮定により，もし π = Wμ[ΛF (π)]の条件が満足されるなら，システムは均衡する

ことになる．

このような前提のもとで，以下ではカオス的な変動現象を分析するため，いくつかの仮定

を導入する．その主要な点は，期間の導入とノードでの処理時間に関する仮定である．

(1)期間

時間軸は長さがΔt = 1である期間（period）に分割され，nを n番目の期間とした場合

に，主体は期間 nにおいて行った予測をもとに，期間 n + 1における行動（具体的には実

入力率）を決定する．したがって，上に述べた入力率 λなどの変数は，期間の添え字をつ

けて表現する．実入力率 λn は期間に発生した実入力率であり，pn，πn はそれぞれ，期間

nにおける実際に発生した待ちコストと，主体が期間 nにおいて行った待ちコストの予測

値である．

(2)プライシングの数値

通常待ちシステムを記述するモデルにおいては，その処理時間およびこれにより決まる待

ち時間は平均と分散を与えた確率的な挙動をすると仮定される．しかし，本論文で取り扱う

ようなカオス性の変動の発生を議論する場合には，均衡モデルを仮定する．そのため，ノー

ドにおけるプライシングは確定的な式で与えられると仮定する．このような確定的な式を用

いる意義については次節で述べる．

以上の仮定を式によりまとめると，次のようになる．
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πn+1 = (1− ω)πn + ωpn. (4)

pn = Wμ(λn). (5)

λn+1 = ΛF (πn+1). (6)

ここで，0 ≤ ω ≤ 1である．すなわち，期間 nにおけるプライシングの予測値 πn+1 は，期

間 nにおける予測値 πn と，期間 nにおいて実際に発生したプライシングの値 pn の指数平

滑和により与えられる．すでに述べたように，もし実際に発生した pn と予測値である πn

とがちょうど同じであるならば，システムは均衡点に達する．しかし，一般にはこの両者は

一致しないので，プライシング pn にはカオス性変動となる現象が発生する．

2.2 平均値特性を用いる意義

本論文ではプライシングを観測するシステムをモデル化する場合に，次のような仮定をお

いている．

(1)ノードへのフローの到着は流体として考える．

(2)ノードの処理特性は確率モデルではなく確定的モデルである．

上に述べた 2 つの仮定は，本論文の前提条件であり，モデルにより解明される有用な点

も存在するが，同時にカバーできない範囲もある．しかし，すべての条件を同時にモデル

に取り入れることはできないので，目的を限定した議論となる．本論文で解明したい点と，

これに関連するモデルの特徴は，以下のようにまとめられる．

(1)客などが多数であり個別に区別しないケースを議論する．

(2)長期的な視点による分析を行う．

(3)均衡しない原因を明らかにする．

これまで行われたプライシングに関連する研究全部を，いくつかに分類するのは容易では

ないが，1)インターネットトラヒックの遅延など特定のフローの特性を議論する離散的モ

デル4),8)，2) 優先権の導入により過度な遅延を回避する方法論の導入1),2)，3) カオス的変

動など安定しない原因を考察するものなどがある3),6),7)．これらの中で，1)，2)は短期的な

サービス向上を目的としたものであり，たとえばビデオデータを優先的に伝送するサービス

や，QoS（Quality of Service）を保証する契約に必要な機能である．しかしながら，現在

では，通信回線の高度化にともない，トラヒックに優先権を導入するメリットが薄れている

ことや，部分的に優先権を導入しても，他のサブネットワークで遅延が発生しないことを保

証できないなどの問題点が指摘され，伝送手順の標準プロトコルを定めるだけにとどまって

いる側面もある．またトラヒック制御を行う場合のルーティングテーブルの更新の周期につ

いても，伝送特性の統計量を収集する期間が必要とされ，この意味でも長期的な視点に基づ

く制御であるといえ，またこの場合にも遅延の平均時間が問題とされる．

このような考察に基づき，我々は，3)のカオス的変動が発生する原因を明らかにするこ

とが有効であると考える．またこの視点のもとでは，客を個別に区別しない流体近似モデル

と長期的な視点による分析が有効である．このような確定的な式を用いる事例は近年見られ

るようになり，サービスの短期的な特性よりも長期的な安定性，均衡分析に焦点が当てられ

るようになったこと，モバイルを含めた通信サービスや金融関連の決済関係の記述モデルな

ど，均衡することが想定されているケースでも変動が発生する事象に注目することなどがあ

る7)．この場合，長期的な視点においては，分散などの確率的な変動は重要ではないとの指

摘がある．このような理由により，プライシングを決定する式として，待ち行列理論でよく

用いられている平均待ち時間の式を援用する．さらに，この場合，均衡することが想定され

ているケースでも変動が発生する要因として，本論文でも仮定として用いている入力調整が

ある点に注目する．長期的な視点においては，分散などの確率的な変動は重要ではないとの

指摘があり，本来均衡するべきシステムが，なぜ変動を発生するのか，またその性質にカオ

ス性が見られることが，現在の研究のテーマになっている．

2.3 カオス性変動の発生条件

次に，以上のモデルを仮定した場合に，プライシングにカオス性変動が発生する条件を考

察する．このカオス性変動が発生する条件については，Stidhamらにより簡潔な導出がな

されている5),6)．この場合，プライシング生成の基本式，すなわちダイナミックスは関数で

与えられているので，いわゆる形式的なカオス，あるいは Li-Yorkeの意味でのカオス性変

動が発生することが確認できる．すなわち，容量 μが制限範囲 μ− ≤ μ ≤ μ+ にある場合

には，プライシング pn はカオス性変動を示す．ここで，μ−，μ+ は，以下の式の 2つの解

である．

μ2 −
[

Λa

a− d
+ κ

]
μ + β′ Λ

a− d
= 0. (7)

κ = −2(1− ω)

[
(1− β′)Λ

ω(2− ω)(a− d)

]1/2

. (8)

この式の導出は付録で示す．ここで，関数Wμ(λ)は次の式で与えられる．

Wμ(λ) = (μ− λβ′)[μ(μ− λ)]−1, β′ = (1− c2
s)/2. (9)

csは処理時間の変動係数であり，μはシステムの処理能力に相当する数値である．関数Wμ(λ)

は，いわゆる待ちシステムにおける一般待ち時間分布を仮定した場合の，平均待ち時間で

あるとしている．このモデルはM/G/1モデルと呼ばれる．すなわち，入力フローは率が λ
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図 1 単独ノードの場合のプライシング時系列の例（μ = 0.55）
Fig. 1 An example of time series of pricing for case of single node (μ = 0.55).

であるポアソン到着で（記号 Mに対応），処理時間の分布が指数分布から一定値までの分

布をカバーする分布（一般分布）であるような（記号 Gに対応），1個の窓口（数値 1に対

応）を仮定する．処理時間の分布が指数分布である場合（cs = 1に対応）をM/M/1モデ

ルと呼ぶ．

この条件とカオス性変動との関連を，例題を用いて示す．図 1 には単独ノードのモデルを

仮定した場合に，μ = 0.55としたケースのプライシング時系列 pn の例を示している．図 2

には単独のノードを仮定した場合のプライシングにおける分岐の図を示している．この図

より分かるように処理の能力にあたる μが十分に大きい場合にはプライシング pn はただ 1

つの値をとり均衡している．すなわち，最初の時点で μが大きいときには，プライシング

pn は 1つの安定点に向かう．一方，この容量が μ+ より小さい範囲にあるとき，変数 pn は

カオス的な挙動を示す．容量 μが次第に小さくなるに従って分岐過程が発生し，プライシ

ングは 2 つの値をとるようになる．さらに，容量 μ が小さくなると，2 周期の振動から 4

周期振動，さらに 8周期振動へと移行している．この付近から大きなウィンドウが現れる．

さらに，容量を小さくしていくと 3周期振動が現れ，最後には，再び安定点へと移行する．

なお本来なら，行動主体はWμ(λ)を正確には知ることができないが，これまでの我々の研

究が示すように主体が過去のデータを利用できるとする仮定のもとでは遺伝的プログラミ

ング（Genetic Programming: GP）の手法に基づく関数近似推定を用いると，きわめて正

図 2 単独ノードの場合の分岐図の例
Fig. 2 An example of bifurcation diagram for case of single node.

確に Wμ(λ) の形状を知ることができる12),13),21),22)．したがって以下の議論では，すべて

の行動主体はノードにおける関数Wμ(λ)の形状を知りうると仮定しておく．

3. ネットワーク構成のモデルにおけるカオス性変動

3.1 ネットワーク構成のモデル

以下では，本論文で仮定するネットワーク構成の基本モデルについて示すが，最初にノー

ド間の結合の方法について述べる．

(1)ネットワークの形状

ネットワークはノードと，これらを結合する有向リンクとから成り立っていると仮定し，

ノード間の結合でリンクにそってノード間でフローが移動していくとする．ノード間はすべ

て接続されてはいないと仮定すると同時に，あとで述べるように，フローの移動も移動する

先のノードの状況により選択されると仮定する．したがって入力ノード（この個数を Nin

とする）から流入したフローは，いくつかのノードを経由して，ネットワークの出口である

出力ノード（この個数を Nout とする）から外部へ出る．この間，フローが経由するノード

の段数（個数）を，階数と呼ぶことにする．これらの中間ノードにおいて分岐するノードの

平均個数をNb とする．ネットワークの形状を分かりやすく説明するため，図として描いた

場合に左方から右方へとフローは移動すると仮定し，あるノードから見た場合のネットワー
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クの左方にあるノードを，上流にあるノードと呼ぶことにする．

(2)ノードでのフロー配分と入力ノードのフロー

このようなネットワーク形状を仮定した場合に，ネットワークの左端（右端）に位置する

ノードを入力（出力）ノードと呼ぶ．入力ノードからはある確定的な規則に基づいてフロー

が流入しており，中間のノードを経由して，出力ノードからネットワーク外部へと出ていく

と仮定する．なお入力ノードにおける入力フローである Λについては，ネットワークの中

間ノードにおいてフローが集中してオーバフローとなり，意味のないケースが発生する可能

性があるので，それぞれの入力ノードにおいて Λ = 1/Nin としておく．中間のノードにお

いてはフローが次に移動する先のノードが複数存在するので，移動する予定のノードのプラ

イシングに反比例してフローの配分を決定する．具体的には，式 (3)に従って配分する．こ

の間，フローの消滅や増加は起こらないと仮定する．この仮定は入力ノードにも適用され

る．前章で述べた単独ノードだけを含む場合においては，過大なプライシングが予測される

場合には，システム外部へとフローを退去できることを仮定した．ネットワーク形状を仮定

したモデルにおいてフロー入力の大きな違いは，入力ノードからのフローのシステム外部

への退去を仮定しないことがある．このようなフローの退去に代わり，移動する予定のノー

ドのプライシングに反比例してフローの配分を決定する．なお，シミュレーションにおいて

は，入力ノードはこのようなフローの流入だけを管理するノードで，特に処理は行わないと

仮定しておく．

(3)プライシング

ノードに流入するフローは，ある処理をされて，次のノードへと流出するが，この場合

ノード iにおけるフローはプライシングであると仮定する．一般的には，このプライシング

については確率密度関数を用いることを仮定するが，本論文では前章の単独のノードにおけ

る入力調整のモデルにおいて述べたように，平均的な待ちコストを，いわば確定的な値とし

てフローに割り当てるとしておく．

3.2 ネットワークにおけるカオス性変動発生の原因

前節で述べた構成要素のネットワーク形状の結合を仮定した場合においては，入力ノー

ドからの入力フローの退去がないので，一般的にはカオス性変動は発生しない．すなわち，

ネットワークを構成するフローの到着ノードでのプライシングは確定的なモデルを仮定し

ているので，定常的な状態においては，ノードの階層の間においてはつねに一定のフロー

が流れており，その待ちコストの間に変動が発生しないならば，定常的な状態（均衡状態）

は継続される．このことは，単独のノードにおけるプライシングのカオス性変動発生のケー

スと，大きく異なる点である．

しかしながら，後の章のシミュレーションでも確認できるように，ネットワークのノード

におけるプライシングに，カオス性変動が発生することが分かる．この原因としては，以下

のようなことが存在することが分かる．

(1)入力ノードの個数と入力フローの非同期性

入力ノードの複数でありこれにともなって中間ノードの個数も複数になると，ネットワー

クへと流入するフローが中間ノードに到達する時刻の間隔にばらつきが発生する，いわゆる

入力フローの非同期性が観測される．この結果，中間ノードにおいては，到着するフローが

大きい場合と小さい場合との差が発生し，これが原因となってノードにおけるプライシング

は安定しなくなる．すなわち，特別なノードへの入力規制や退去を仮定しなくても，入力

ノードの個数が多くなると，フローの到着のばらつきが発生し，結果的に入力フローの規

制や退去を仮定した場合に近い現象が発生し，これがプライシングのカオス性変動を生成

する．

(2)中間ノードの個数が入力ノード個数より多い場合

中間ノードの平均的な個数が入力ノードの個数より多い場合（Nb ≥ Nin）には，中間ノー

ドにおいて次の階層のノードに配分されるフローは，入力ノードから流入するフローより

も，相対的に小さくなる．この結果，ノードへ流入するフローの到着する時刻の間隔におい

ては，入力ノードへの流入フローの到着間隔よりも大きなばらつきが発生することになる．

この現象も，特別なノードへの入力規制や退去を仮定しなくても，中間ノードの個数が多く

なると，フローの到着のばらつきが発生し，結果的に入力フローの規制や退去を仮定した場

合に近い現象を引き起こすことになる．

3.3 カオス性変動発生条件の近似式

次に，単独ノードの場合においてプライングにカオス性変動が発生する条件，具体的には

μ+ の値を参考にして，ネットワークにおけるカオス性変動が発生する条件について考察す

る．表 1 には単独ノードの場合について，ノードにおける処理時間の変動係数を変化させ

た場合のいつくかの Λ に対する μ− と μ+ の値を示している．表 1 においては，μ− の値

も示しているが，ネットワーク構造を仮定した場合には，きわめて小さな μはノードでの

フローのオーバフローを発生するので，容量 μは相対的に大きな値をとると仮定し，μ+ の

値だけを議論する．表 1 において記号 −はカオスではなく，プライシングは一定の値に収
束するケースとなることを意味する．カオス性変動を発生する容量の上界 μ+ は，入力率 Λ

の減少関数となる．
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表 1 いつくかの Λ に対する μ− と μ+ の値
Table 1 Values of μ− and μ+ for several Λ.

cs = 1 cs =
√

0.5 cs = 0

Λ μ− μ+ μ− μ+ μ− μ+

1 0 0.970 0.008 0.929 0.187 0.889

0.8 0 0.741 0.009 0.688 0.214 0.622

0.6 0 0.518 0.112 0.443 - -

0.4 0 0.303 - - - -

0.2 0 0.104 - - - -

いま cs = 1と仮定すると β′ = 0であるので，式 (7)より μ+ = aΛ/(a− d) + κとなる．

ここで κは，
√

Λの関数である．本論文では，入力ノードにおける入力フローの入力率は

Λ/Nin であると仮定しているので，これをそのまま用いると，カオス性変動を誘起する μ+

の限界の値（これを μB
+ としておく）は，次式で近似できる可能性がある．すなわち，μB

+

の値は入力ノード数 Nin に反比例する関係にあると思われる．

μB
+ = k0 + k1Nin + k2Nin

2, k1 < 0, k2 < 0. (10)

この式に含まれるパラメータの推定や，近似式の妥当性については，あとのシミュレー

ションで確認する．

4. 入力フロー制御によるカオス性変動の抑制

4.1 単一ノードの場合のカオス性変動の抑制

ネットワーク結合されたノードにおけるプライシングのカオス振動の制御を議論する前に，

まず，単独のノードにおけるフローの入力調整を用いたカオス制御について述べる19)–22)．

ここで用いる制御の原理は，次のようなものである．

いま，あるカオス性変動をするシステムのダイナミックスが，状態変数 xn により記述さ

れる関数として，次のように離散表現されていると仮定する．

xn+1 = fc(xn). (11)

このとき，状態変数の現在の値 xn にある微小な外力 un（ネットワークへの入力と区別

して外力という用語にする）を加えて，次の時刻 n + 1における状態 x̂n+1 を不動点に一致

させるような制御を加える．

x̂n+1 = fc(xn + un). (12)

カオス性変動の場合には，通常，カオス性変動の状態にある状態変数の様子，具体的には

アトラクタとして描かれる状態遷移の軌道は，不動点やリミットサイクルなどの安定的な軌

道に近いので，微小な入力によりカオス性変動の軌道から，これらの安定的な軌道へと移行

させることができる．

いま状態変数をプライシング pn にとった場合には，入力は均衡状態の条件から求めるこ

とができる．具体的には，ノードにおけるプライシングが，期間 nにかかわらず均衡する．

すなわち一定の値を持続するための条件は，プライシングの予測 πn と実際に発生するプラ

イシング pn が一致すること，すなわち πn = pn である．この式に，式 (9)および式 (8)を

代入して，プライシングについて整理し，これを p̂n として表現すると，次のようになる．

p̂n = (−B + (B2 − 4C)1/2/2, (13)

B = [(a− d)μ− a]− β′μ, (14)

C = −(a− d) + aβ′/μ. (15)

したがって，ノードにおける現在のプライシングを強制的にこの値に置き換えると，カオ

ス性変動を制御することが可能である．同様にプライシングではなく，入力するフローに微

小な入力を加えて制御することも可能である．

なお，通常のカオス時系列を対象としたカオス制御とはやや異なり，プライシング時系列

の場合には，システムの不動点 x̂n+1 を見出すことが容易でない場合がある．このような場

合には，xn+1 = fc(xn + un)となるような入力 un を探索し，加える制御方法を利用する

ことが可能である（詳細は省略する）12),13),20)．

4.2 ネットワーク結合のノードでのカオス制御

次に，ネットワークのノードにおけるカオス性変動に対して微小な外力を印加することに

より，変動を抑制する方法について議論する．すでに述べたように，単独のノードの場合に

は，微小な外力をプライシングに印加することにより，カオス性変動を抑制できることが示

されている12),13),21)．また，行動主体が複数であることを仮定した場合に，外力を複数に

分割したケースも議論されている13),21)．

しかしながら，本論文で取り扱うようなネットワーク構造を持ち，しかも複数のノードを

経由して外部へとフローが出ていくモデルでは，プライシングにおけるカオス性変動を抑

制できるための条件は，制限されている．具体的には，次のような制限が加わることが，シ

ミュレーションを通じた検証で明らかになる．

(1)同時にすべてのノードで外力印加を開始する

ネットワークにおいて，すべてのノードは他のノードと接続されているので，あるノード

でのカオス抑制が実現されても，他のノードからカオス性変動がすぐに伝播するので，変
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動状態へと復帰する．このようなことを回避するには，同時に，すべてのノードにおいて，

カオス抑制を実施する必要がある．

(2)外力印加は 1時刻でなく数時刻継続する

同じような理由により，1つの時刻において 1回のカオス抑制をしても，変動をとめるこ

とはできない．したがって，複数回（たとえば 5回）継続して外力を印加しカオス抑制をす

る必要がある．この外力の印加回数を，Nc としておく．

(3)外力はノードへの流入フローを期待値に近づけるように推定

単独ノードの場合には，流入するフローを直接制御することができる（退去させることが

できる）ので，λとWμ(λ)との間の関係式を用いて，不動点を見出すことができる．しか

しネットワーク構成の場合には，フローはどのノードにおいても退去しないので，単独ノー

ドの場合に用いた 2つの関係式から不動点を見出す方法は使えない．したがって，ノードへ

の流入フローについて均衡状態が達成される値に近づけるように推定する問題を解き，この

解をもとに加える外力を決める．詳細は以下に示す．

もともとは，均衡が達成されるようにフローが配分されていれば，カオス性振動は発生し

ないので，この条件を求めればよい．具体的には，入力ノードから，それぞれフロー 1/Nin

を流入させた場合，下流ノードにこのフローが配分され，出力ノードから出ていくと仮定し

た場合の，それぞれのノードに流入するフローの関係が均衡する条件（このときのフローを

λopt としておく）を推定し，このフローの推定値を用いて，ノードにおけるプライシング

が popt = (μ− β′λopt)/[μ(μ− λopt)]へと移行するように外力を加える．

関係式を簡潔に説明するため，変数の添え字における期間 nを省略して示す．また関数

Wμ(λ)の形状がM/M/1である場合を仮定する．いま，あるノード j からフローが下流に

向けて入力率 λu(j) のフローが配分され，下流のノード i（i = 1, 2, . . . , Nd(j)）にそれぞれ

λ(ij) だけがいたると仮定する．すなわち，

λu(j) =

Nd(j)∑
i=1

λ(ij). (16)

下流のノード iから見た上流ノード j は，j が j = 1, 2, . . . , Nu(i) の範囲で変化すると仮

定する．これらの上流ノードからのフローの合計を下流ノード iで求め，これを λ(i) とす

ると次のようになる．

λ(i) =

Nu(i)∑
j=1

λ(ij). (17)

一方システムが均衡状態にある場合には，それぞれの下流ノード iにおいて次の関係式が

成立していることが必要である．

λ(i) = ΛF (p(i)), p(i) =
1

μ− λ(i)
. (18)

ただし p(i) は，ノード iにおけるプライシングである．また上流ノード j からのフロー配

分の規則は，次のように書くことができる．

λ(ij) =
λu(j)

Nd(j)∑
i=1

λ(i)

λ(i). (19)

以上において示した関係式を満足するフロー λ̂(i) を求めると，それぞれのノード iにお

いて均衡点に移行するために設定すべきプライシング p̂(i) が，次の関係式により求まる．

p̂(i) = 1/(μ− λ̂(i)). (20)

なお式 (16)～(20)の関係式を満足するフローは，逐次計算によってだけ求めることがで

きるので，以下のような手順で行い，十分な近似が得られるまで繰り返す．また，これまで

の説明では話を簡単にするため上流ノードと下流ノードとして区別したが，入力ノードを除

くすべてのノードは，上流ノードでもあり下流ノードでもある．

(1) λ(i) についての初期値の設定

乱数により λ(i) の初期値を設定する．

(2) λ(i) についての新しい計算値

式 (17)～(19)よりノードへのフロー配分の新しい値が計算される．すなわち式 (19)にお

いて右辺に現在の λ(i) を代入し，この左辺として得られる λ(ij) を求め，この合計値を λ(i)

のための新しい推定値 γ(i) としておく．

(3) λ(i) についての更新

次に示す式により λ(i) を逐次更新する．

λ(i) ← λ(i) + c(λ(i) − γ(i)). (21)
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ただし cは定数であり，逐次近似が進行するに従って小さな値へと修正する．

5. 応 用 例

5.1 カオス性変動発生とパラメータとの関係

前にも述べたように，本論文で取り扱うネットワークの形状は図で示した場合に，左から

右に向かってリンクの接続がされ，このリンクにそってフローが形成される．ネットワーク

の中間のノードでは複数のノードへ分岐される．入力，出力および中間のノードの総数を

N とする．それぞれのノードどうしの結合は，乱数を用いて構成する．

すでに述べたように，ネットワークの中間ノードにおいてフローが集中してオーバフロー

する意味のないケースを除外するため，Λ = 1/Nin としておく．なお，入力ノードにおけ

る入力フローは，単位時間に Λのフローがネットワークに投入されると仮定し，特に行き

先のノードのプライシング（これらの合計値）に応じて入力を規制する方法は用いていな

い．この理由として，ネットワーク全体として見た場合には，1つの大きな確定的なプライ

シングの式に従って挙動が決められており，入力ノードからの入力フローに対してこのよう

なプライシングによる調整を実施しても，すぐに安定したフローに収束することがある．

以下では，プライングにおけるカオス性変動の発生とパラメータとの関係を，シミュレー

ションによる分析により推定するが，パラメータの範囲を以下のように設定しておく．

• ネットワークのノード総数：N = 100

• 入力と出力ノード数：Nin = Nout = 2～10

• 中間ノードの分岐個数の平均：Nb ≥ Nin

• ノードでの処理容量：μ = 0.1～0.9

• 変換関数 ΛF (π)などのパラメータ：ω = 0.7，a = 5，d = 1

図 3 の上下の図には，Nin = Nout = Nb = 2，μ = 0.5，cs = 1および Nin = Nout =

Nb = 5，μ = 0.4，cs = 1として設定した場合の，あるノードにおけるプライシング pn の

時間変化を示している．図 3 に示す結果から分かるように，この事例においては当該のノー

ドにおける変数の値は，カオス性変動を示している．なおこのようなカオス的振動は，ネッ

トワークの中のどのノードでも観測される．

図 4 には Nin = 5と設定した場合の分岐図を示している．この図 4 より分かるように，

容量 μを次第に大きな値から減少させていくに従ってカオス性変動が発生し，この傾向は

きわめて小さな容量の値まで持続される．なおすでに述べたように，単独ノードの場合には

形式的カオス，あるいは Li-Yorkeの意味でのカオスの発生を確認することができるが，本

図 3 プライシングにおけるカオス性変動の例（上：Nin = 2，μ = 0.5，cs = 1，下：Nin = 5，μ = 0.4，
cs = 1）

Fig. 3 Examples for chaotic fluctuation for pricings (upper: Nin = 2, μ = 0.5, lower: Nin = 5,

μ = 0.4)

論文で取り扱うようなネットワーク構造を持ったシステムでは，カオス性変動を別の手段に

より確認することが必要であろう．このようなことから，図 5 にはネットワーク構成をし

た場合の，あるノードにおけるプライシングのカオス性変動を，リアプノフ指数を用いて検

証している．この図から，およそ μが 0.25～0.65の範囲でリアプノ指数が正となり，カオ

ス性を示していることが分かる．
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図 4 Nin = 5 としたネットワークの場合のプライシングの分岐図の例
Fig. 4 An exmaple of bifurcation diagram of pricing for network with Nin = 5.

図 5 Nin = 5 としたネットワークの場合のプライシングに対するリアプノフ指数の例
Fig. 5 An exmaple of Liapnov exponent of pricing for network with Nin = 5.

次に，このようなカオス性変動が発生する条件，すなわちカオス性変動が誘発される容量

μ+ の境界値の近似式である μB
+ = k0 + k1Nin + k2N

2
in について，シミュレーションをもと

にして推定する．入力ノード数を変化させながらそれぞれのNinの値について，乱数を用い

表 2 プライシングのカオスを誘起する境界値 μB
+ の推定

Table 2 Estimation of Bounrary values μB
+ for inducing chaotic fluctuation in pricings.

cs = 1 cs =
√

0.5 cs = 0

k0 0.6876 (0.001) 0.6156 (0.001) 0.669 (0.001)

k1 −0.0558 (0.03) −0.0105 (0.04) −0.0014 (0.04)

k2 −0.0032 (0.06) −0.0002 (0.05) −0.0014 (0.05)

εB 0.0062 0.0080 0.0031

てネットワークの初期状態を設定し，30回のカオス生成のシミュレーション結果を用いる．

近似式の推定には，最小 2乗基準のもとで，係数に関する最急降下法による逐次近似を用い

ている．表 2 には Nin = Nb = Nout とした場合の μB
+ の近似式の係数と，この場合の μB

+

のついての相対誤差，すなわち真の値と近似値との差を真の値で割った数値（εB としてい

る）を示している．なお，係数の後ろに示すカッコ内の数値は，係数は t分布をするとした

仮定を採用し，係数がゼロとなる帰無仮説（H0: k0 = k1 = k2 = 0）のもとで t検定を行っ

た場合の両側確率を示している．また図 6 には境界値の近似式 μB
+ = k0 + k1Nin + k2N

2
in

と実測値との差異の 1つの例を図示している．この結果より分かるように，μB
+ についての

近似は良好であり，容量の境界値はほぼNin に反比例している．なお，Nb > Nin である場

合の推定結果については省略するが，Nb と Nin との差が大きくなるに従って，容量の限界

値 μB
+ は小さくなることが示される．

5.2 カオス抑制手法の応用

以下では，プライシングに微小な外力を印加することによりカオス性変動を抑制する方法

の有効性を確認するための，シミュレーション結果について述べる．シミュレーションにお

いては，特に外力を加える継続時間がどれくらい必要かを推定する点に，ポイントを置いて

いる．なお，このシミュレーションを実施する前に，単独のノードの場合におけるカオス抑

制と単独ノードのケースを単純に拡張した場合のネットワーク（これを以下で定義するよう

に，規則的な構成のネットワークと呼んでおく）におけるカオス性振動の発生と，その抑制

について述べておく．

単独ノードと単純な拡張モデルにおける制御

いま次のような規則的な構成のネットワークを仮定する．すなわち，入力ノード数と出力

ノード数は同じ（Nin = Nout）であるが，中間ノード数も同数であり，しかもそれぞれの

段のノード間の結合が完全であるネットワークを仮定する．たとえば Nin = 4の場合には，

ノード番号で示すと 1，2，3，4のノードは 5，6，7，8へと結合され，5，6，7，8のノー

情報処理学会論文誌 数理モデル化と応用 Vol. 2 No. 2 22–37 (Mar. 2009) c© 2009 Information Processing Society of Japan



31 フロー入力調整を含むネットワークにおけるプライシングのカオス性変動解析と抑制

図 6 カオスを誘起する境界値 μB
+ の推定値と観測値の比較（上：cs = 1，中：cs =

√
0.5，下：cs = 0）

Fig. 6 Copmarison of boundary μB
+ inducing chaotic fluctuation with obereved values (upper:

cs = 1, middle: cs =
√

0.5, lower: cs = 0).

図 7 単独ノードにおけるカオス抑制の例（μ = 0.35）
Fig. 7 An example of suppression of chaos for case of single node (μ = 0.35).

ドは 9，10，11，12へと結合されており，規則的な形状をなしている．このようなネット

ワークは，単独のノードの単純な拡張になっているが，単独のノードの場合とは異なり，本

論文のネットワーク構成と同様に，外部へのフローの退去はないとする．しかしながらネッ

トワークは等質であり，本論文で示すカオス抑制の方法は有効である．

図 7 においては単独のノードの場合（μ = 0.35）にプライシングに発生したカオス性変

動が外力を加えることにより，抑制されて不動点（pf と呼ぶ）に収束していることを示し
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ている．付録で述べているように，単独のノードの場合には，不動点が安定である条件は

ω < 1である限りは満足されているので，1度不動点 pf に移行するカオス抑制が実施され，

これが成功すると不動点から離脱することはない．この外力による抑制を加えない場合に

は，pn > pf であれば期間 n + 1におけるシステムへの入力である λn+1 の値は期間 nに

おける値 λn より抑制される（小さくなる）ので，次の時刻には pn+1 < pf となる．逆に

pn < pf であれば pn+1 > pf となる．すなわち不動点の周辺を移動する軌道に沿って移動

を繰り返す．この様子は，連続系ではアトラクタとして描くことができるが，本論文では離

散系を対象としているので，このようなアナロジで説明できる．

次に図 8 には，単独ノードを単純に拡張した規則的な構成のネットワーク（Nin = 5，

μ = 0.6）における，あるノードのプライシングにおけるカオス性変動の抑制の例を示して

いる．ネットワーク内部のフローの初期値はランダムに設定されており図 8 においては，最

初はプライシングにはカオス性変動が見られるが，図 8 の下部に示すような外力を，2つの

時刻だけに限定して外力を印加することにより，この時刻からあとの変動が抑制され，一定

の値をとるようになる．このネットワークの場合にも，単独ノードの場合と同様なカオス抑

制が可能となり，不動点に移行したあとでは，再びこの不動点から離脱することはない．

ネットワーク構成の場合の制約

本論文で仮定しているネットワーク構造は，規則的な構造をしていないため，カオス性振

動の抑制について単独ノードや規則的な構成を仮定しているケースとは異なる特性が存在

する．具体的には，カオス性変動の抑制について，すでに述べたように次のような 3つの異

なる状況が出現する．

(1)カオス性変動の抑制には数回の外力印加

カオス性変動の抑制には 1つの時刻ではなく，数回の継続的な外力印加が必要である．

(2)カオス性変動の抑制後は一定値周辺を変動

カオス性変動が抑制されたあとは明確な一定値にはならないで，ある範囲の中で微小な振

動をする．

(3)カオス性変動の抑制後のカオスへの復帰

カオス性変動の抑制が完了したあとも，やがて時間の経過とともに，元のカオス性変動へ

と復帰する．

これらの点が発生する原因としては，ノードの接続が不規則であることに存在する．すな

わち，それぞれのノードにおけるカオス抑制のバランスと，時間的なずれが，時間とともに

発生しこれが順次拡大して，やがてカオス性変動へと復帰することになる．

図 8 規則的な構成のネットワークにおけるカオス抑制の例（Nin = 5，μ = 0.6）
Fig. 8 An example of suppression of chaos for case of regular structured network case (Nin = 5,

μ = 0.6).

このような特性を示す 2つの事例を，図 9，図 10 に描いている．

まず図 9 にはネットワークのパラメータを，Nin = 10，μ = 0.45，cs = 1と設定した場

合の，あるノードにおけるカオス性変動についてカオス制御の方法を用いてこの変動を抑

制した事例を示す．図の上は抑制された時系列で，図の下は抑制のためのプライシングへ

の印加外力の例を示している．この図におけるカオス抑制では，プライシングは不動点に

移行し，抑制が完了したあとは，もとのカオス性振動に戻ることはない．一方，図 10 には
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図 9 あるノードにおけるカオス性変動の抑制例（Nin = 10，μ = 0.45，cs = 1，上：抑制されたプライシング，
下：印加外力）

Fig. 9 An example of chaotic fluctuation on a node (Nin = 10, μ = 0.45, cs = 1, upper: suppressed

pricing, lower: imposed time series).

ネットワークのパラメータを，Nin = 3，μ = 0.35，cs = 1と設定した場合の，あるノード

におけるカオス性変動についてカオス制御の方法を用いてこの変動を抑制した事例を示す．

図 10 の上は抑制された時系列で，図 10 の下は抑制のためのプライシングへの印加外力の

例を示している．この図 10 におけるカオス抑制では，プライシングは不動点に移行し抑制

が完了したあと，ある時間を経過するともとのカオス性振動に戻っている．

図 10 あるノードにおけるカオス性変動を抑制例（Nin = 3，μ = 0.35，cs = 1，上：抑制されたプライシング，
下：印加外力）

Fig. 10 An example of suppression of chaotic fluctuation on a node (Nin = 3, μ = 0.35, cs = 1,

upper: suppressed pricing, lower: imposed time series).

なお外力を加える継続時間 Nc について，カオス性変動を抑制するには最低限どの程度必

要（これを NB
c として示す）かについては，シミュレーション結果をもとにすると，表 3

のようにまとめられる．ただし表 3 においては，Nin = Nb = Nout として，同時にシミュ

レーションにおける μの値を示し，結果のデータとして NB
c の平均値を示している．この

結果から分かるように，数値 NB
c は入力ノードの数 Nin に比例しているが，ほぼ 6程度の
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表 3 プライシングを抑制するための Nc の最小値 NB
c （平均値）

Table 3 Mimimum values NB
c of Nc for suppressing chaotic fluctuation in pricings (mean values).

Nin μ NB
c

Nin = 2 μ = 0.55 NB
c = 5.8

Nin = 3 μ = 0.50 NB
c = 6.1

Nin = 5 μ = 0.45 NB
c = 6.3

Nin = 8 μ = 0.45 NB
c = 6.5

Nin = 10 μ = 0.45 NB
c = 6.8

表 4 プライシングがもとのカオスに戻るまでの時間の平均値 NM
r

Table 4 Mean value NM
r of period until pricings go back to chaotic fluctuation.

Nin = 3 Nin = 5 Nin = 7 Nin = 10

μ = 0.35 10.7 18.9 38.1 f.p

μ = 0.45 24.3 45.5 52.3 f.p

μ = 0.55 33.5 f.p f.p f.p

値であり，比較的短い時間だけ外力を継続するだけで，カオス性変動を抑制できることが分

かる．

カオス抑制からカオスへの復帰

図 10 より分かるように，ネットワークにおける中間ノードの数について平均はNin であ

るが，ランダムな数をとり，しかもノードの間の接続が規則的なネットワークと異なり等質

でない場合には，カオス性変動を外力の印加により抑制しても，やがて時間の経過ととも

に，もとのカオス状態に戻ってしまうケースも存在する．表 4 にはシミュレーションをも

とにして，カオス抑制をしたあとで，元のカオス性変動に戻るまでの時間（平均値）を示し

ている（NM
r としておく）．平均値の推定のため，カオス抑制のシミュレーションを表 4 に

おけるそれぞれの設定について 30回実施し，ランダムに選んだ 50個のノードにおける特

性を利用した．表 4 において f.pは抑制が順調で不動点からカオス性変動には戻らないこと

を意味する．この表に示すように，入力ノードの数が減少するに従って，また容量が小さく

なるに従って，もとのカオス性変動に復帰する時間は短くなっている．

カオス抑制を実施した後で，時間経過とともにカオス的変動に復帰する原因については，

ネットワーク構成が規則的ではないことなどにより，理論的に示すことは難しい．したがっ

て，シミュレーション結果や，単独ノードおよび規則的な構成のネットワークにおけるカオ

ス抑制の結果と比較しながら，考察することになる．上に述べたカオス抑制の後のカオス性

変動への復帰の原因として，以下のようなことがあげられる．

(1)不動点への移行を計算するの値の精度

ネットワーク構成の場合にはプライシングを均衡点に移行させるために，逐次近似の手法

を用いて，それぞれのノード iにおいてプライシングが一定の値を持続するためのフローの

最適値として λ̂(i) = ΛF (p̂(i))，p̂(i) = (μ− β′λ̂(i))/[μ(μ− λ̂(i))]を満足する λ̂(i) を推定し

ている．しかし，逐次近似の精度が限定されているため，カオス抑制の後でも，わずかなフ

ローの不均衡が発生するノードが存続することになる可能性がある．このように不動点から

離脱したノードのプライシングは，ネットワークを通じて他のノードへと伝播し，やがて他

のノードの均衡状態を乱すと思われる．

(2)特定のノードにフローが集中する

しかしながら一方では，前に定義した規則的な構成を仮定したネットワークにおいては，

ノード iにおいてプライシングが一定の値を持続するためのフロー λ(i) を理論値よりわず

かにずらしてもカオス抑制が完了し，不動点からの離脱は見られない（この結果の詳細は省

略する）．このことから，フローがノードごとに均衡していないこと，すなわち，不規則な

構成のネットワークにおいては，特定のノードにフローが相対的に集中し，カオス抑制の後

でもカオス的変動に復帰する確率を上昇させることになっていると思われる．表 4 の結果

から分かるように，入力ノードの数が小さく，容量が小さい場合に，このようなカオス抑制

からの離脱確率が大きいことも示されている．

(3)引き込み域が小さい

カオス制御の視点からは，ネットワーク構成のパラメータの違いにより，不動点の周辺の

引き込み域が相対的に小さくなるケースが発生していると思われる．規則的な構成のネット

ワークと比較した場合には，それぞれの段のネットワークのノード数が一定ではなく，ばら

つきを持っている．したがって，不規則なネットワーク構成の場合には，規則的な構成の

ネットワークの場合に発生する最悪のケースが，生じることが予測される．

6. む す び

本論文では，単独のノードでのカオス性変動のモデル解析を一般化したネットワーク構成

のノードを仮定し，ノードでの入力調整のメカニズムを導入した場合のノードにおけるプラ

イシングのカオス性変動の発生と，システムのパラメータとの関係を分析した．その結果，

カオス性変動が発生する条件を，簡潔に表現する近似式を推定することが可能となった．同

時に，このような，プライシングに微小な入力を加えることにより，カオス性変動を制御で

きることを示した．
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今後の課題として，現実のカオス性変動発生の現象を，本論文の手法と対応させながら比

較分析することがあり，検討を進めていきたい．
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付 録

単独のノードにおける入力調整に基づくカオス性変動発生の条件導出の概要を，文献 4)

に従って以下に示す．ノードのフローが均衡状態にあると仮定すると，πn = pn となり，次

の式が成立する．

a− (a− d)λ/Λ = (μ− β′λ)[μ(μ− λ)]−1. (22)

この式を変形し，方程式における λの解の中で，意味のあるものを用いて，これを λμ と

すると次が得られる．
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λμ = [−c1 + (c2
1 − 4c0c2)

1/2]/2c0. (23)

c0 = (a− d)μ/Λ. (24)

c1 = −μa− (a− d)μ2/Λ + β′. (25)

c2 = μ2a− μ. (26)

一方，このようにして得られる均衡解が安定であるかどうかを判断することは，均衡解の

近傍における条件を調べることにより行われる．具体的には次の 2つの条件が用いられる．

（条件 1）式 (4)～(6)に従って決められる πn+1 は安定であるか．

（条件 2）条件 1において安定と不安定の境界にある場合にこの点は安定であるか

関係式を分かりやすくするため，次のように関数表示する．

Πμ(π) = (1− ω)π + ωPμ, Pμ = Wμ[λ(π)]. (27)

まず条件 1については，式 (24)において ∂Πμ(π)/∂π < 1（> 1）であれば安定（不安定）で

あることが Sanderfurにより示されている 19)．この条件は直観的には，もし ∂Πμ(π)/∂π > 1

であれば変数 πn+1 の値が次第に大きくなるので，系は安定しないことから分かる．この条

件において等号が成り立つ場合，すなわち

∂Πμ(π)/∂π = 1. (28)

は安定か不安定か区別ができない境界となる．この式から，ある容量 μ̂が決定され，この数値

は安定と不安定（カオス状態）とを区分する境界であるので，分岐値（bifurcation value）と

呼ばれ，この μ̂に対する πが決まる（π̂とする）．この対 (π̂, μ̂)は一般に分岐点（bifurcation

point）と呼ばれるものである．具体的にはこの容量より大きいときには，π̂ は安定である

が，この容量より小さくなると 2周期変動が現れる．さらに容量 μを小さくすると 3周期

などの大きな変動が現れる．そこで，この分岐点 (π̂, μ̂)が安定かどうかを調べれば，実際

にカオス性変動へと移行する境界であることが分かる．すなわち条件 2は条件 1について

安定か不安定か判別できない場合に適用される条件であり，この均衡解が安定的である条件

が Sanderfurにより，次のように与えられている18)．

σ = −2
∂3

∂π3
Πμ(π)− 3

[
∂2

∂π2
Πμ(π)

]2∣∣∣∣
π=πµ

< 0. (29)

ここで，Πμ(.)については，式 (28)の条件が成立していると仮定する．ただし微分値を求

める条件である π = πμ は，変数である πに容量が μである πを代入することを意味する．

この式を変形すると，次のような式に帰着される．

3(2− ω)

(
∂2Wμ(λμ)

∂λ2

)2

> 2
∂3Wμ(λμ)

∂λ3

∂Wμ(λμ)

∂λ
. (30)

さらに整理すると，次のような条件式になる．

3(2− ω)

(
2

μ− λ

)2 (
∂Wμ(λμ)

∂λ

)2

>
12

(μ− λ)2

(
∂Wμ(λμ)

∂λ

)2

. (31)

この式は ω < 1であれば成立する．すなわち対象としているシステムの不動点が存在す

る場合には，この点での挙動は安定してことが分かる．したがってプライシングがカオス的

変動を示すかどうかを調べるには，条件 1について等式が成立する場合，すなわち式 (28)

の関係式だけを用いればよい．

この境界となる条件について，具体的にWμ(.)の式を代入すると，次のような関係式が

得られる．

λμ = μ−
[

(1− β′)Λω

(a− d)(2− ω)

]1/2

. (32)

この式に式 (23)の λを代入すると，式 (7)，(8)に示す方程式が得られる．簡単な考察に

より，μ < μ−，μ > μ+ である場合に均衡解は安定であり，μ− ≤ μ ≤ μ+ の場合には不安

定になることが分かる．
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