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駆動振動子群の創発構造

田 中 ダ ン†1,†2

細胞の内部状態の変化は，細胞群の集合形態や機能の変化をもたらしうる．非平衡
下にある分子は，分子の内部状態の変化が，分子群の創発構造に影響を与えうる．こ
のような内部状態を持つ素子の集合体に潜む，未知の数理構造を明らかにできれば，
細胞集合体の機能コントロールや，有益な物性を持つ分子集合体創成に役立つだろう．
未知の普遍的数理構造を明らかにするには，各々の系固有の事情を大胆に無視する数
理モデル化が，しばしば有効である．この適切な “無視” を実現する数学手法の 1 つ
が縮約である．本稿では，この縮約を用いて，1 つの数理モデルを導出する．導出さ
れたモデルは，その単純さにもかかわらず，豊富な創発構造を呈する．いくつかの解
析結果と広範な応用可能性も議論する．なお，このようにして得られるモデルは，具
体的な系の詳細を説明できない代わりに，広く適用可能な抽象的数理概念の発見に役
立つものである．発見された新奇概念に，系の詳細を考え合わせれば，その有益性は
測り知れない．

Emergent Structure of Motile Oscillators

Dan Tanaka†1,†2

We propose a general chemotactic model describing a system of interacting
particles. The intended scope of this model is quite broad, including a wide
range of chemical and biological systems consisting of a set of particles that
interact in a variable manner. The particles in this model exhibit internal dy-
namics, and there exists a nonlinear coupling between particles that depends on
their internal states. From this model, we derive a simpler model describing the
phases and positions of the chemotactic particles by means of centre-manifold
and phase reduction methods. We find that, despite its simplicity, the model
obtained through this reduction exhibits a rich variety of patterns.
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1. 導 入

1.1 構造・機能創発する素子集合体

動的な内部状態を持つ素子が空間に散在し，素子間の相互作用によって，素子の集合体が

複雑な構造を創発する系は，以下のように多くみられる．たとえば，非平衡下にある分子

群，遺伝子や蛋白質の内部ネットワークを持つバクテリア群1)，反応拡散系などにおけるブ

リーザ群2),3)，交通流・粒子流・生体分子モータなどのモデル（ASEP，自己駆動粒子系な

ど4)）における粒子群5)，BZ-AOT系のようなエマルジョン中の反応性液滴群6)，細胞性粘

菌7),8)，蟻などの社会性昆虫の集団，群れをなす魚などのネクトンや鳥の集団9)，解糖反応

下のイースト菌群10)，などである．このような系では構造創発やパターン形成だけでなく，

機能も創発する．たとえば，哺乳類において細胞の集団運動が生体組織を作るときに重要

であるという報告や11),12)，ある種の菌が集団運動することで病原性を増すという報告があ

る13)．また，単純なロボットの集合体（Swarm-Robots，Modular-Robots）に高度な作業

を担わせるという群知能の研究もさかんである14)．

1.2 抽象的なモデルを考える意義

上述のような系の 1つを徹底的に掘り下げて研究することはもちろん重要である．たと

えば，遺伝子や蛋白質の特定，それらの相互作用機序の解明を経て，ある遺伝子の発現を

抑える投薬でバクテリア群の集合様式をコントロールし，病原性を落とすことも可能にな

るだろう．他方で，実際の現象を理想化した数理モデルを研究する場合もある．そこでは，

「現実とは異なる」仮定を置くことすらある．それでも，こうした研究は以下の例のように

有意義である．1カ月後の天気予報はほぼ当たらない．これはカオスの予測不可能性と関係

する．すなわち，微小な観測誤差が，時間とともに指数関数的に増大する予測誤差を生むと

いうことである．このカオスの性質は，3変数常微分方程式でみられる．このような単純な

数理モデルで，気象現象を再現できるはずはない．では，気象現象を再現するような大規模

な数値計算をスーパコンピュータを用いて行ったとして，カオスという数理概念を発見でき

ただろうか．おそらく，膨大なデータに埋もれて，そこに潜む抽象的な概念抽出はきわめて

難しいだろう．気象現象を到底再現できると思えない単純な数理モデルから，気象現象の一

端を理解する数理概念が得られるということである．しかも，得られた概念は，気象以外に

も適用可能なものである．たとえば，天体の多体運動にもカオスはみられるし，カオスを

用いて，異種材料の効率的な混合を行うこともできる15)．このように，実際の現象を理想

化し，ときには実際の現象とは無関係な仮定を置き，数理モデルを提案・解析することは，
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広く適用可能な新奇な数理概念構築に結び付く場合がある．ただし，やみくもに数式を書き

下しても，その式からは何も得られない場合が多いのは当然である．

1.3 標準形を考える意義

新しい数理概念の発見が期待できる数理モデルを，どう構築するかが問題である．しかも

その数理概念は一見異なる現象に広く適用可能であるほど，有益である．このような良質

な数理モデルを導出するために，分岐点というものに注目する．分岐点とは，系の定性的

性質が変わるパラメータ点のことである．たとえば大気圧下の水は，温度というパラメー

タが摂氏 0度のときに，固体と液体の 2状態を遷移する．この 0度付近，すなわち分岐点

近傍を探索するだけで，2状態の定性的性質を同時に解析できる．しかも，分岐点での性質

は普遍性が高い．上記の例でいうなら，水以外の物質であっても水の場合と同等な分岐点を

持つ物質はすべて，その分岐点近傍では多くの共通の物理量が観測できる．このように分

岐点に注目することで，普遍的現象を解析できる．方程式系は分岐点近傍で，より単純な

方程式系で記述できて，このような単純化は縮約と呼ばれ�1，得られる単純な方程式系は標

準形と呼ばれる．そこで，本研究では新しいタイプの標準形を導出することを一目標とす

る．それにはまず，縮約のもととなる方程式系を提案しなければならない．筆者は，1.1 節

に記載したような系に，未知なる数理機構が潜むと考えた．すなわち，「動的な内部状態を

持つ素子が空間に散在し，素子間の相互作用によって，素子の集合体が複雑な構造を創発す

る系」を記述する 1つの標準形を導出する．このような系についての先行研究はいくつかあ

る16)–23)．ただしそこでは，特殊な境界条件が仮定されていたり，系固有の詳細を考慮する

ために普遍性を欠いていたりする．本研究では，1.1 節に記載した各々の系固有の事情は大

胆に無視して，作為的な前提条件を極力仮定せずに，解析計算も可能な標準形を導出する．

なお，このようにして導出される標準形は，具体的な系の詳細を説明できない代わりに，広

く適用可能な抽象的数理概念の発見に役立つものである．発見された新奇概念に，系の詳細

を考え合わせれば，その有益性は測り知れない．

1.4 本稿の構成

まず広いクラスの前提モデルを紹介し，このモデルからどのような標準形が導出されるか

を紹介する．さらにこの標準形から，素子の内部状態を位相と呼ばれる 1変数で記述する位

相方程式を導出する．数値計算を用いいくつかの創発構造を紹介した後，2体問題の解析を

行う．前提モデルのどのようなパラメータが重要であるかを議論し，最後にまとめと展望を

�1 この場合は特に，中心多様体縮約と呼ばれる．

述べる．縮約の過程は本稿では割愛するが，文献 24)に詳細を報告している．

2. 縮約によるモデル導出

2.1 前提とする広いクラスのモデル

まず，「動的な内部状態を持つ素子が空間に散在し，素子間に動的な相互作用のある系」

のミニマムな設定を模索する．素子の内部状態を記述するダイナミクスの最も単純なものの

候補として，リミットサイクル振動�2があげられる25)．そこで，単一の素子はなんらかの

パラメータ変化で，超臨界 Hopf分岐�3するとしよう．多数の素子が空間に分布していると

き，素子間相互作用の最も単純な候補は，拡散場を介するものだろう．拡散場があるとき，

その勾配を感じて素子が駆動するというのも合理的である26),27)．このような駆動を走化性

駆動という．すなわちスタートポイントとして以下のモデルを提案する�4．

Ẋi(t) = f(Xi) + kg(S(ri, t)), (1)

mr̈i(t) = −γṙi − σ(Xi)∇S|r=ri , (2)

τ∂tS(r, t) = −S + d∇2S +
∑

i

h(Xi)δ(r − ri). (3)

Xi は素子 iの内部状態を記述する実 n次元のベクトルである．もし内部状態として n種類

の化学物質の濃度を考えるなら，その n個の濃度変数を要素に持つベクトルが Xi である．

ri は素子 iの実 D 次元空間での位置である．Xi は素子固有のある関数 f で変化すると同

時に，素子の外部の場 S の影響を受ける．この影響が任意関数 gと強度 kで表されている．

gの定数項 g(0)は f に含めておけばよいので，一般性を失わずに g(0) = 0とする．走化性

駆動を仮定するので ri は S の勾配で駆動され，これを σ∇S と表す．σ は Xi に依存する

任意の D ×D 行列である．定数 mと γ は各々，素子の質量と速度比例する粘性摩擦の係

数である．素子間の相互作用すなわち情報伝達を担う場 S は，単純に拡散，崩壊する一方，

素子によって生成，消費される．dがその拡散係数を表し，崩壊率は一般性を失わず 1とし

ている．素子が内部状態に応じて S を生成，消費する状況を考えるので，h(0) = 0とする．

�2 擾乱を受けても安定な振動状態．単振子のような振動は，エネルギーの注入や散逸によって，振動の振幅が変化
してしまう．これに対し，リミットサイクル振動は，自律的にエネルギー収支のバランスを保ち，振幅や振動数
を一定に保つ振動である．

�3 微小振幅のリミットサイクル振動を生じさせる分岐．
�4 導入の節で筆者の意図が伝わっていれば幸いであるが，改めて述べると，直接このモデルが鳥の群れなどを記述
するとは考えていないし，それを目指すわけでもない．このモデルを前提にして，新奇な数理概念を探求するこ
とが目的である．
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このほかには hの関数形に仮定を置かず任意である．τ は Sの時定数である．この τ も含め

いくつかの定数は変数変換や座標変換で消し去れるものの，後の議論のために残しておく．

素子の内部ダイナミクスとしてリミットサイクル振動を採用するので，f が何らかの分岐

パラメータ μを内包していて，μ = +0で超臨界 Hopf分岐するとしよう．この分岐点にお

いてどのような標準形が導出されるかを次に見てゆく．

（なお，上述のモデルは後の議論に影響を与えずにさらに一般化可能である）．

2.2 標 準 形

まず k = 0 の場合，すなわち Ẋ(t) = f(X) を考える．この場合，μ = +0 で，以下の

Stuart-Landau方程式が導出されると広く知られている28)．

Ȧ(t) = μλ+A− β|A|2A. (4)

Aはリミットサイクル振動の複素振幅を表し，λ+ と β は，f(X)の関数形に依存する複素

パラメータで O(μ0)（= O(1)）である．

次に k �= 0の場合を考える．素子の内部ダイナミクス f と素子間相互作用 kgとが同程度

に効く状況を考えなければならない．これには，k = O(μ)が必要である．この条件の導出

には繁雑な数式がともなうため，ここでは以下のように説明するにとどめておく（本稿で

扱うモデルは文献 29)や 30)の非局所結合振動子系�1の拡張系でもあるため，これらの文

献にある導出過程も参照されたい）．もし kがより大きければ，強すぎる素子間相互作用で

素子固有の振動的内部状態が停止する場合がある．たとえば素子として，周期的な生理活

性を示す細胞を想定するなら，内部振動の停止は細胞としての機能停止を意味する．した

がってこのような kは本稿の趣旨に沿わない．他方，kがより小さければ，素子内状態は弱

すぎる素子間相互作用の影響を受けず，孤立素子として振る舞う．したがってこのような k

も本稿の趣旨に沿わない．こうして避け難く k = O(μ)が要求される．この条件のみで，以

下の数理モデルが導出できる．

Ȧi = Ai − (1 + ic)|Ai|2Ai + χM(ri), (5)

ṙi = −Āi∇M(r)|r=ri + c.c., (6)

ここで Ai と ri は各々，素子 iの，Hopf振動の複素振幅と位置座標である．Āi は Ai の複

素共役を表す．c.c.は，その手前にある項の複素共役を表す．Mは素子の感じる局所平均

�1 結合振動子系とは，振動子が相互作用する系のこと．隣接振動子間の相互作用のみがある場合，局所結合振動子
系と呼ぶ．どの振動子も他のすべての振動子と相互作用している場合，大域結合振動子系と呼ぶ．非局所結合振
動子系とは，局所と大域との中間的な相互作用を持つ結合振動子系である．

場�2で，結合関数 Gとともに次で定義される．

M(r) ≡
∑

i

AiG(ri − r), (7)

G(r) ≡
∫

dq

(2π)D

beiq·r

ρ2 + q2
. (8)

D は空間次元，c は実定数，χ，b，ρ は複素定数である．これらの変数，定数は，前節の

Xi，S 系の変数，定数と付録に記載の関係にある．

ラフにいうなら，Mは先の S に対応する情報伝達場である．この場を，Stuart-Landau

振動する各素子が感受率 χで感じる．素子 iは，場所 r に AiG(ri − r)という量の情報伝

達物質を与えている．この量を全素子で足し合わせたものが，場M(r)である．

なおこの標準形で慣性項�3が現れないことに注意されたい．この標準形は超臨界分岐後の

緩慢な時間変化を記述する式であるため，時間の 2階微分を持つ慣性項は微小になり，粘性

極限�4をとらなくても慣性項は無視できるようになる．同様に，結合関数 Gには時間非局

所性が含まれない�5．本来 S は X の汎関数であり，時空間非局所性を持つ．しかし，Ai，

ri の臨界減速�6による長い時間スケールに比べ，S の表式に現れる時間積分範囲は無限小

となり，結局Mには空間非局所性のみが残る．ただし，後に述べるように，S の時定数 τ

が零でない効果は，結合関数 Gに重要な性質を与える．

標準形は分岐点近傍で導出された．このため標準形は，前提モデルの狭いパラメータ空間

のみを記述すると思われるかもしれない．しかし，他の分岐が起きるまでの広いパラメータ

空間での定性をとらえ，また，いくらかの定量的性質までも明らかにできるのが標準形であ

る．一般的な前提モデルにおいて，解析すべき重要なパラメータ空間を絞り出せたともいえ

る．さらにいうなれば，前提モデルと同様の組織中心を持つ他の系さえも記述できるのが標

準形であり，これをもって普遍的数理構造の探求が可能になるのである．

2.3 位 相 縮 約

前述のように，強すぎる素子間相互作用によって，素子内ダイナミクスが素子の孤立状態

と大きく異なる場合は，本稿の趣旨に沿わない．すなわち，素子の内部状態がリミットサ

�2 平均場とは，全空間での場の平均を意味する．r における局所平均場とは，r の近傍のある範囲で場を平均した
ものである．

�3 質量 m を含む項．
�4 γ/m → ∞ の極限．
�5 G の定義式に，時間積分が現れない．
�6 分岐点近傍において，物理量の緩和時間が大きくなること．
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イクル近傍にある場合にこそ着目しよう．これは χが小さい場合に実現される．このとき，

リミットサイクル A(φ) = e−icφ 上に射影されたダイナミクスを導出できれば，解析を容易

たらしめるだろう．この数学手法は位相縮約と呼ばれ28)，χが小さい場合に先の標準形か

ら以下の位相方程式が導出できる．

φ̇i(t) = 1 + (κPi + c.c.), (9)

ṙi(t) = −∇riPi + c.c.. (10)

φi が素子 iの内部状態を表す位相である．c.c.は，その直前項の複素共役を表す．素子間相

互作用は，

Pi ≡
∑
j �=i

e−ic(φj−φi)G(rj − ri) (11)

を通してなされる．κは複素数パラメータで κ ≡ (1 + i/c)χ/2である．

2.4 結 合 関 数

あらゆる空間次元において結合関数 Gは次式を満たす．

(ρ2 −∇2)G(r) = bδ(r). (12)

空間 1，2，3次元での Gの具体形は次のとおりである．

GD=1(r) =
b

2ρ
e−ρ|r|, (13)

GD=2(r) =
b

2π
K0(ρ|r|), (14)

GD=3(r) =
b

4π

e−ρ|r|

|r| . (15)

ここで，K0 は複素引数を持つ第 2種変形ベッセル関数である．Hopf振動数を ωと表せば，

付録に記載のとおり，

ρ =
√

(1 + iωτ)/d (16)

であるから，S の時定数 τ が零でない限り ρは虚部を持つ．このため τ �= 0では，あらゆ

る空間次元で G(r)は距離 |r|が変化すると振動する．また，G(r)は距離 |r|が増すと減衰
し，その減衰長は rc ≡ 1/Reρである．このように結合関数の重要な性質として，距離の増

加で減衰振動する点があげられる．実際この性質によって系に多様な創発構造が生まれる．

図 1 は数値計算による空間パターンの例である．

図 1 素子の 2 次元空間における分布のスナップショット．色は，素子の内部状態 φ を表す．今回，素子として質点
を採用したが，可視化のため大きさを持たせて図示している．周期境界条件（ただし，結合関数 G は距離が
増すと指数関数的に減衰するため，十分大きな系において境界条件は重要ではない）．上段は左から，crystal，
branch (small)，branch (large)，下段左は firework の各相の典型的漸近状態で，素子の空間配置は時間
的にほとんど変化しない．下段中は gas，下段右は cell membrane の各相の典型的漸近状態で，素子の空間
配置は時間的に変化し，特に cell membrane は素子群の集合形態をほぼ保持したまま動きまわる（間欠的な
変化はある）．初期条件は一様乱数で与えている．ノイズは印加していない

Fig. 1 Snapshots of particle distribution in two-dimensional space. Color represents intra-particle

state φ. Although we have adopted a point particle in this paper, we plot its position with

a finite size to facilitate visualization. Boundary conditions are periodic (Because G(r) de-

creases exponentially as the distance of elements r increases, the boundary conditions are

not important in sufficiently large system size). Top figures, from left to right, show crystal,

branch (small), branch (large). Bottom figures, from left to right, show firework, gas, cell

membrane.

3. 解 析

3.1 近似：G = GD=1

結合関数の重要な性質は距離が増すと減衰振動することである．この性質は空間 1次元

における GD=1 にも現れている．そこで簡単のために，あらゆる空間次元で G = GD=1 と
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5 駆動振動子群の創発構造

する近似を行う．

ψi ≡ c{φi − [1 + (κG(0) + c.c.)]t} と変数変換し，座標変換 ri → r′i ≡ Reρri，

t→ t′ ≡ |cκb/ρ|tをしてから，プライム記号を省くと，
ψ̇i(t) =

∑
j �=i

e−|Rji| sin(Ψji + α|Rji| − c1), (17)

ṙi(t) = c3
∑
j �=i

R̂jie
−|Rji| sin(Ψji + α|Rji| − c2), (18)

となる．ここでRji ≡ rj−ri，R̂ji ≡ Rji/|Rji|，Ψji ≡ ψj−ψiである．パラメータは素子数

とシステムサイズと以下の 4つの計 6つである．c1 ≡ arg(cκb/ρ)−π/2，c2 ≡ arg(−b)−π/2，
c3 ≡ Reρ|ρ/cκ|（> 0），α ≡ Imρ/Reρ（> 0）．

3.2 2 体 問 題

多体系のメソスケールの数理構造を解析することは一般に難しい．そこで，2体問題を考

える．すなわち，素子が 2つしかない場合，あるいは，ある素子の近傍に 1つの素子しか

ない場合を考える．この解析で図 2 の状態に対する部分的な解釈を与えられる．

2体系においては，ṙi は R̂ji と平行であるから，素子はいつも R̂ji に沿って動き，この

ラインは時間的に変化しない．そこでスカラ R̂21|t=0 · ri を改めて ri と定義すると，2体の

相対関係 Ψ ≡ ψ2 − ψ1 と R ≡ r2 − r1 は

Ψ̇ = −2e−|R| cos(α|R| − c1) sin Ψ, (19)

Ṙ = −2c3
R

|R|e
−|R| sin(α|R| − c2) cos Ψ (20)

に従う．第 1式を第 2式で割れば変数分離できて第 1積分が求まる：

| sin Ψ| = Eea1|R|| sin(α|R| − c2)|a2 . (21)

ここで a1 ≡ sin(c1 − c2)/c3，a2 ≡ cos(c1 − c2)/(αc3)である（α = 0や c3 = 0の場合も

図 2 図 1 と同様に図示した clustered clusters 相の典型的スナップショット．素子の空間配置は時間的に変化し，
素子群の集合形態をほぼ保持したまま動きまわる（間欠的な変化はある）

Fig. 2 Clustered clusters shown in the same manner as Fig. 1.

同様に計算できる）．E は初期値 Ψ(0)，R(0)で決まる保存量�1である．このように，2体

の相対関係は不変曲線 Eq. (21)上を動く．すなわち，ひとたび位相，位置の初期値が与え

られると 1つの E が決まり，この E の値に対応する不変曲線が 1本引ける．そしてこの不

変曲線上に 2体の相対関係は拘束される．曲線上での代表点の動きは，Eq. (19)と Eq. (20)

で決まる．図 3 は不変曲線の一例である．

図脚注に述べたように，同期状態では R = c2/α mod (π/α) である．実際 clustered

clustersで，同位相の近傍素子は c2/α程度の距離を保って離れている．また，同期したク

ラスタ�2は，それと反位相に同期したクラスタと c2/α+ π/α程度のスペースを空けて配置

されている．

当然ながら，図 2 は多体相互作用により形成されている構造である．この形成過程など

の理解には，本節の 2体系の解析を超えたアプローチが必要だろう．

3.3 パラメータ解釈

3.3.1 同期時のオフセット距離 c1 の決定要因

1. 素子固有振動数の振幅依存性

2. X と S の時定数比

3. 素子内ケミカルのうち，S の影響を受ける成分と S へ影響を及ぼす成分との相違性

3.3.2 同期時のオフセット距離 c2 の決定要因

1. 素子内ケミカルのうち，素子移動に関わる成分と S へ影響を及ぼす成分との相違性

3.3.3 素子の位置と内部状態の時定数比 c3 の決定要因

1.「素子内ケミカルのうち，どの成分が S へ影響を及ぼすか」以外のすべて

3.4 遅延相互作用が生む空間スケール

素子が互いに自発的に有限距離を保つという，実効的な排除体積効果が生じることは先

に述べたとおりである．そこでは，1/α という空間スケールが現れた．これは，Eq. (17)，

Eq. (18)で，αが波数�3の役割を果たしていることからも理解できる．

α（≡ Imρ/Reρ）で，ρ ≡
√

(1 + iωτ)/dであるから，ωτ �= 0においてのみ α �= 0とな

る．ωτ は素子内状態の時間スケール 1/ωと，素子間相互作用を媒介する場の時間スケール

τ との比である．すなわち，情報伝達の遅延 τ �= 0が，相互作用長 rc（≡ 1/Reρ）以外の

新たな空間スケールを生んでいる．

�1 時間的に変化しない量．
�2 いくつかの素子が寄り集まったもの．
�3 単位空間にいくつの波があるかを表す量．波長を λ とすると，波数は 2π/λ で定義される．
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図 3 E = 1.3 での不変曲線 Eq. (21)．パラメータは clustered clusters の場合と同一．2 素子が同位相 Ψ = 0

または逆位相 Ψ = π で同期している場合は，sin Ψ = 0 であるから，2 素子間距離 R は近似的に 1，3，5，
· · · でなければならない．他方，sin 関数の値域から | sin Ψ| ≤ 1 でなければならないので，不変曲線の存
在しない R ∼ 0，2，4，· · · は実現しない．すなわち，実効的な排除体積や実効的な進入禁止範囲があるこ
とになる．不変曲線上の代表点の流れは Eq. (19) と Eq. (20) で決まる．この式は 2 変数常微分方程式なの
で，代表点は閉軌道を描くか，固定点へ至る．図では縦軸を | sin Ψ| としたため，代表点の流れは縮退する．
Eq. (19) と Eq. (20) から，◯に安定固定点があることが分かる．すなわち 2 素子系では，2 素子が上記の奇
数程度の距離を保ちつつ，同位相または逆位相で同期する状態が安定である

Fig. 3 Invariant curve Eq. (21) with E = 1.3. ◯ represent stable fixed points.

4. ま と め

走化性を示すリミットサイクル振動子の集合体に対し，振動子の超臨界 Hopf分岐点近傍

において中心多様体縮約を実行した．その過程では，素子内ダイナミクスと素子間相互作用

のバランスを意味する k = O(μ)という条件が必然的に要求された．この条件以外にはなん

ら仮定は置かれていない．導出された標準形はパラメータ変化のみで多様な創発構造を呈す

る．系の挙動を豊かにする重要な要因は，素子の内部振動と，振動性の素子間相互作用で

ある．

標準形を位相縮約し，いくつかの解析を紹介した．そこでは，質点素子間�1に実効的な排

除体積が生じることや，情報伝達の遅れが付加的な空間スケールを生むことを示した．

5. 今後の展開

テレビ中継放送などの通信一般において，情報伝達は速い方が便利であるが，本稿の系の

ように遅れを積極的に利用することで，豊かな構造創発を可能たらしめるということは興味

深い．このような機構の実現例を探索し，なんらかの数理的提言ができればと考えている．

前提とした走化性リミットサイクル振動子群のモデル自体，広いクラスをなす一般的なも

のであるが，縮約系を議論するときその前提モデルにしばられることはない．実際，導出し

た位相モデルは流動的なスピングラス系ととらえられる：図 4 (b) 31),32)．スピングラス系

は広く研究されているが，スピンの重心運動を考慮したモデルの研究は，あまりみかけな

い．走化性振動子系が，このような系と同一になることは興味深い．本稿で紹介した豊かな

創発構造のいくつかが，スピン系での新たな物理現象に対応し，有益で重要な物性の発見に

結び付く可能性がある．なお，空間は便宜的なものであって，ri − rj をネットワーク上の素

子 i，j 間のリンク強度ととらえれば，導出された位相モデルはダイナミカルネットワーク

ととらえられる：図 4 (a)．こうとらえれば，本稿で紹介した cell membrane や clustered

clustersは，自発的に形成されたスモールワールド “的”ネットワークとモジュラーネット

ワークといえる�2, 33)–35)．場合分けや閾値などを用いて，離散的にこのようなネットワー

クを構成できることは知られている．しかし，連続的な偏微分方程式系でこのようなネット

ワークを自己組織化するモデルは，著者の知る限り先例がない．偏微分方程式系ならでは

の数学手法も多いため，本稿のモデルを用いて，このような特徴的ネットワークの形成過程

の解析が進むと期待される．近年急速に発展しているソーシャルネットワーキングサービス

は，旧来のウェブページに比べ，個々のサイト更新と，サイト間リンクの更新とが速いと思

われる．これは，ネットワークの静的構造だけでなく動的構造が注目されつつある傾向を示

しているように思える．このようなダイナミカルネットワークの解析は，今後ますます重要

�1 質点とは，体積を持たない理想的な点のこと．
�2 当然ながら，これらの相は 2 次元空間におけるものであるため，ネットワークを議論するには高次元空間におけ
る振舞いをみなければならない．また，スモールワールドであると断定するには，その定義に沿うことを定量的
に示さなければならないのは当然であるが，本稿では割愛する．
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図 4 本稿で導出したモデルと多様な系との関連．(a) ダイナミカルネットワーク (b) 流動的なスピングラス
Fig. 4 Relation to various systems. (a) Dynamical network, (b) Fluid spin glass.

になると予想され，本稿で導出したモデルやそれにまつわる今後の研究の進展にともない，

なんらかの新たな視点を提供できればと考えている．
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付 録

A.1 前提モデルと標準形とのパラメータ関係

f(X)を形式的に X で展開すると

f(X) = LX +MXX +NXXX + · · · . (22)

ここに現れる f のヤコビ行列 Lを μで展開すると

L = L0 + μL1 +O(μ2). (23)

M，N の μ依存性は標準形には現れないのでそのままにしておく．L0 の純虚数固有値を

±iω とおく．これに対応する左右固有ベクトルを U∗，U とする．これらの複素共役を Ū∗，

Ū とすれば，規格直交条件は

U∗U = Ū∗Ū = 1, (24)

U∗Ū = Ū∗U = 0. (25)

μ依存する Lの固有値を ±iω + μλ± +O(μ2)と書けば，

λ+ = λ̄− = U∗L1U. (26)

V+ ≡ −(L0 − 2iω)−1MUU, (27)

V0 ≡ −2L−1
0 MUŪ (28)

とおくと

β = −2U∗MUV 0 − 2U∗MŪV+ − 3U∗NUUŪ. (29)

σ0 ≡ dσ

dX
|X=0, (30)

h0 ≡ dh

dX
|X=0, (31)

g0 ≡ dg

dS
|S=0 (32)

として

ζ ≡ 1

γ
(U∗ · σ0)(h0 · U), (33)

η ≡ k(U∗ · g0)(h0 · U) (34)

とおく．ζ は，複素数の要素を持つ D ×D 行列であるが，簡単のため，対角行列でその要
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素がすべて等しい行列である場合を考える�1．この複素数の要素を，改めて ζ と書くことに

すると

c = Imβ/Reβ, (35)

χ = ηReβ/(ζμReλ+), (36)

b = ζ/dReβ, (37)

ρ =
√

(1 + iωτ)/d (38)

である．ここで η = O(μ)なので，標準形に現れる変数，定数はすべて μ依存性が（当然

ながら）スケールアウトされている．また，時空間座標変換と変数変換は適宜行っている．

X は Aと次の関係にある．

X(t) = A(t)eiωtU + c.c.+O(μ) (39)

ここで ω は Hopf振動数で，c.c.は直前項の複素共役である．

A.2 ポテンシャル系になる 2つの場合

κが純虚数である場合，(φi − t, r)はポテンシャル系に従う．

|κ| � 1の場合，φi − tが断熱消去されて，r はポテンシャル系に従う．|κ| � 1は，た

とえば素子の内部振動の振幅が 1より十分に小さい場合である．

A.3 重 心 運 動

Eq. (9)と Eq. (10)を見れば分かるように，N 体系において，全素子が同位相同期してい

るなら素子群の重心は動かない．

�1 これは，σ が対角行列，かつ，その対角要素がすべて等しい場合に対応．

A.4 時空パターンの動画

文献 24)では Auxiliary Material（EPAPS）として，創発構造の経時変化の数例を動画

で公開している．
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