
情報処理学会論文誌 プログラミング Vol. 2 No. 2 80–96 (Mar. 2009)

制約付き項書換え系における書換え帰納法

坂 田 翼†1 西 田 直 樹†1 坂 部 俊 樹†1

酒 井 正 彦†1 草刈 圭一朗†1

帰納的定理の証明原理の 1つである潜在帰納法が制約付き項書換え系に対応するよ
うに拡張され，命令型プログラムの等価性検証に応用されている．本論文では，別の
証明原理である書換え帰納法を制約付き項書き換え系に対応するように拡張するとと
もに，その正しさを証明する．また，拡張された書換え帰納法に基づいた帰納的定理
の証明法を提案する．さらに，帰納的定理でないことを示す反証の手法についても議
論する．
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The implicit induction, which is one of induction principles for proving induc-
tive theorems of equational theories, has been extended to deal with constrained
term rewriting systems. It has been applied to a method for proving equivalence
of imperative programs. In this paper, we extend another induction principle,
the rewriting induction, to cope with the case of constrained term rewriting
systems, and show its correctness. We also propose a method for proving in-
ductive theorems being based on the extended rewriting induction. Moreover,
we show a technique to disprove inductive theorems.
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1. は じ め に

命令型プログラムと関数型プログラムでは，それぞれにプログラム検証手法の研究がされ

ている．命令型プログラムに対しては，モデル検査8),16),19) やホーア論理に基づく検証手

法11),14),16) が代表的である．しかし，モデル検査では仕様を満たす検査式の付与など，ホー

ア論理ではループ不変式の発見や事前条件・事後条件の付与などといったヒューリスティッ

クな作業が必要であり，検証の自動化は困難である．一方，関数型プログラムに対しては，

帰納的定理の自動証明手法である潜在帰納法15),17) や書換え帰納法4),20) などが項書換え系

上で広く研究されている．関数の等価性は項書換え系における帰納的定理として定式化でき

るので，等価性検証に帰納的定理の自動証明法を利用できる．しかし，入力によっては検証

手続きが暴走し，検証が失敗することがある．自然数の比較演算子を用いた項書換え系の検

証では，手続きが暴走してしまうことが多い．

命令型プログラムの等価性を，制約付き項書換え系の帰納的定理に帰着させて検証する手

法が潜在帰納法に基づいて提案された24)．この手法は制約の意味論が特定されている環境

を対象とした枠組みであり，制約の真偽判定と項の書換えを分離させた体系で帰納的定理の

検証を行う．この手法の実際の手続きは制約付き項書換え系の完備化手続きである．この手

法により，自然数の比較演算子が原因で起こる検証手続きの暴走を抑えることが可能になっ

た．しかし，この手法では等式の制約部分の分解の処理の自動化という新たな課題が出現し

た．これは，完備化手続きに基づいた手法では，帰納的定理の証明に適した分解の指針を明

らかにしにくいことが原因である．また，文献 24)の手法で整数を慣例的な表現で扱うと，

完備化手続きが暴走し，検証に失敗することが多い．完備化手続きでの制限の下では本質的

に整数の扱いが難しい．

本論文では，制約付き項書換え系における帰納的定理を書換え帰納法によって検証する方

法を提案する．これは，項書換え系における書換え帰納法の推論規則を制約付き項書換え系

に対応するように拡張することによって実現する．しかし，制約付き項書換え系の書換え関

係では項書換え系には存在しない制約の意味を考慮しなければならない．このため，拡張し

た推論規則が健全であるためには，制約に含まれる変数に代入する項の部分を書き換えると

制約の真偽値が変化するという問題を解決する必要がある．また，意味論での等式と書換え

関係での等価関係との対応関係を考慮しなければ帰納的定理であることを検証できない例

が存在する．そこで，本論文では，制約付き項書換え系が制約に与えられている意味論に対

して満たすべき性質を明らかにし，それらの性質が成り立つときには提案した推論規則で構
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成される書換え帰納法の証明手続きが正しいことを示す．本論文で提案する検証手続きが停

止したとき，成功であれば入力のすべての等式は帰納的定理であり，そうでないならば入力

した等式が帰納的定理であるかは不明である．また，手続きが停止せず暴走してしまう場合

もある．

さらに，本論文では帰納的定理の反証法についても提案する．書換え帰納法による検証手

続きに反証機能を組み込むことにより，帰納的定理であることを証明すると同時に帰納的定

理の反証も可能にする．反証を手続きに導入することで，反証を導入しない手続きでは停止

するが成功でない場合には入力に帰納的定理でない等式が含まれていることを示すことが

可能な場合が生じる．帰納的定理でないことが分かった場合には，補題等式などを追加して

再度検証する必要がないことを示せる．さらに，入力に帰納的定理でない等式が含まれてい

ながら手続きが暴走している場合，反証を行うことにより停止して帰納的定理でない等式の

証明を得られる場合もある．よって，手続きの暴走を抑制することを期待できる．

また，本論文では入力として与える制約付き項書換え系の正規形すべての意味が解釈可能

である場合に書換え帰納法の推論規則の適用条件を緩和できることを示す．本論文で提案し

た書換え帰納法では交換律を含む等式の多くは証明することが難しい．しかし，適用条件を

緩和した推論規則を用いれば，制約の意味論を定めるモデル上で等価だと証明できる交換

律は帰納的定理であるということが証明できる．たとえば，加算，乗算の交換律，結合律，

分配律からなる複雑な等式であっても，モデルで等価だと判定できれば帰納的定理であると

いう証明が可能となる．よって，拡張した書換え帰納法の検証手続きをより強力にすること

ができる．

本論文は次のように構成される．2章では抽象書換え系，項，制約に関する記法を説明す

る．3 章では制約付き項書換え系の定義を与え，意味論に対して満たすべき性質を提案す

る．また，それらの性質の十分条件，必要十分条件を示す．4章では制約付き項書換え系に

おける書換え帰納法について提案する．5章では R完全な出現の判定法について提案する．

6章では制約付き項書換え系における帰納的定理の反証法を提案する．7章では拡張された

書換え帰納法の推論規則の適用条件の緩和について議論する．8章では関連研究との比較を

述べ，9章では今後の課題をあげる．

2. 準 備

本論文では，項書換え系の一般的な記法に従う3)．

抽象書換え系 S は，対象となる集合 Aと A上の簡約化関係と呼ばれる二項関係 → の

組 (A, → ) である．a → b となるような b が存在しないとき，a は S の正規形という．

このとき，c
∗→ aである c ∈ Aについて，cは S における正規形を持つという．S の正

規形の集合を NFS で表す．a
∗→ c

∗← bとなるような c ∈ Aが存在するとき，aと bは

会同関係にあるといい，a ↓ bと表記する．任意の x，y ∈ Aに対して x
∗↔ y ならば x ↓ y

のとき，S はチャーチ・ロッサー（CR）性を持つという．任意の a ∈ Aに対して aから

始まる → の無限系列が存在しないとき，S は停止性（または強正規性）を持つという．

(A, →1 )，(A, →2 )に対して， →1∪2 を →1 ∪ →2 と， ↔1∪2 を ↔1 ∪ ↔2 と定

義する．また，
∗→1∪2 と

∗↔1∪2 をそれぞれ →1∪2 と ↔1∪2 の反射推移閉包とする．

関数記号の集合 F，変数の可算無限集合 V から生成されるすべての項の集合を T (F ,V)

とする．また，変数を含まない項を基底項と呼び，基底項の集合を T (F) とする．項 t に

現れるすべての変数の集合を Var(t)で表す．項 sと tが同一であるときは s ≡ tと記述す

る．項 sの位置 pにある項を tに置き換えて得られる項を s[t]p と書く．ホール � /∈ F を
特別な定数記号とする．文脈とは，�を 1つだけ含む項である．ホール自身も文脈であり，

このような文脈を空の文脈という．文脈 C[ ]において位置 pに出現するホール �を項 tで

置き換えることによって得られる項を C[t]p と記す．なお，pを省略してもよい．F，V 上
のすべての文脈の集合を T�(F ,V)とする．項 t，uに対して t ≡ C[u]p となるような文脈

C[ ]が存在するとき，uを tの部分項と呼ぶ．また，pにおける部分項 uを t|p と記す．
代入 σ の定義域と値域をそれぞれ Dom(σ)（= {x | x 	≡ σ(x)}）と Ran(σ)（=

{σ(x) | x ∈ Dom(σ)}）で表す．Dom(σ) = {x1, . . . , xn}であり，かつ σ(xi) ≡ tiのとき，σ

を {x1 
→ t1, · · · , xn 
→ tn}と記す．項 tに対して，σ(t)を tのインスタンスと呼び，tσと略記

する．代入 σ，σ′について，Dom(σ) = Dom(σ′)かつすべての x ∈ Dom(σ)において σ(x)

≡ σ′(x)のとき，σ = σ′ と記述する．σ と σ′ の合成を σσ′ と記述し，x(σσ′) ≡ σ′(σ(x))

で定義する．σ の定義域を X ⊆ V に制限した代入 σ|X を {x 
→xσ | x ∈ Dom(σ) ∩X}と
定義する．代入 σ，θ に対して σδ = θ となる代入 δ が存在するとき，σ � θ と記す．項 t

に対して，tσg が基底項となるような代入 σg を tに対する基底代入という．単純に基底代

入と呼ぶときには，それ以降に現れる項にその代入を行うと基底項になる代入を指す．抽象

書換え系 S を (T (F ,V),→)としたとき，Ran(σ) ⊆ NFS となるような基底代入を基底正

規形代入という．

項 sと tが単一化可能とは，ある代入 σ が存在して sσ ≡ tσ となることである．このと
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き，σを sと tの単一化子という．sと tの単一化子 σが，s，tの任意の単一化子 θについ

て σ � θ を満たすとき，σは最汎であるという．sと tの最汎単一化子をmgu(s, t)で表す．

項上の半順序 
が整礎であり，文脈と代入に閉じているとき，
を簡約化順序と呼ぶ．
G を関数記号の集合，P を述語記号の集合とする．G と P で定義される論理式を BNF

記法を用いて以下のように定める．

φ := P (t1, · · · , tn) | ¬φ | φ ∧ φ | φ ∨ φ | � | ⊥
ただし，P ∈ P，t1, · · · , tn ∈ T (G,V)である．�と⊥はそれぞれ真と偽に相当する．なお，
本論文では限量子は用いない．また，変数を含まない論理式を閉じた論理式と呼ぶ．

G と P の解釈であるモデルMは，領域と呼ばれる空でない集合 A，G と P の解釈から
成り立つ．任意の n引数関数記号 g ∈ G は，An → Aの関数によって解釈され，その関数

を gM と書く．任意の n引数述語記号 P ∈ P は，An → {�,⊥}の関数によって解釈され，
その関数を PM と書く．また，A上の等価関係を表す 2引数の述語記号 EQは P に必ず
含まれているとする．EQの解釈は，引数で与えられた 2つの項の解釈が等価ならば �を，
そうでないならば ⊥を返す関数 EQM とする．

モデルMが与えられているとき，G，P から成る論理式をM上の制約と呼ぶ．

基底項 f(t1, · · · , tn)の解釈は (f(t1, · · · , tn))M = fM((t1)
M, · · · , (tn)M)とし，閉じた

原始論理式 P (t1, · · · , tn)の解釈は (P (t1, · · · , tn))M = PM((t1)
M, · · · , (tn)M)とする．ま

た，¬，∧，∨，�，⊥の解釈については通常どおりである．閉じた制約 cに対して (c)M = �
ならば cは真であるとし，(c)M =⊥ならば cは偽であるという．制約は限量子を含んでい

ないため，閉じた制約の真偽値判定は決定可能である．

制約 cに含まれる自由変数の集合を fv(c)と書く�1．制約 cへの代入 σ の適用 σ(c)は，

cに含まれる各自由変数 xを σ(x)で置き換えることであり，σ はRan(σ|fv(c)) ⊆ T (G,V)

を満たすとする．

制約 cがMに関して恒真であるとは，fv(c) ⊆ Dom(σg)を満たす cへの任意の基底代

入 σg に対して cσg が真であることである．また，制約 cがMに関して充足可能であると

は，fv(c) ⊆ Dom(σg)を満たす cへのある基底代入 σg が存在し cσg が真であることであ

る．さらに，cが充足可能でないとき，cはMに関して充足不能であるという．

例 2.1 GPA = {0, s, p, +}，PPA = {=, 	=, <,≤, >,≥}，MPA の領域を整数とし，0MP A

�1 限量子を含まないので，変数はすべて自由変数である．

は整数の 0，sMP A(x) = x + 1，pMP A(x) = x − 1，+ と PPA の述語記号の解釈は整数

論上の意味と同じとする．ここで，PPA は EQ を含まないが，= は EQ と同じ解釈を持

つため =を EQと見なす．このとき，GPA と PPA 上の制約はプレスブルガー算術と呼ば

れる加減算を持つ整数の理論（整数，整数上の変数，整数の加減演算 +，−，整数の比較演
算 =，	=，<，≤，>，≥，論理演算 ∧，∨，¬，限量子 ∀，∃からなる理論）に含まれる．自
由変数が存在しないプレスブルガー算術の論理式をプレスブルガー文と呼ぶ．プレスブル

ガー文は真偽値判定が決定可能であることが知られている18),21),22),�2．このため，GPA と

PPA 上の任意の制約 cについて，MPA に関しての恒真性，充足可能性，充足不能性は決

定可能である．

3. 制約付き項書換え系とその性質

本章では，文献 24)で扱われる制約付き項書換え系をモデルを明示した形式で定義し，制

約に対して満たすべき性質を明らかにする．

F，GをF∩G = ∅となる関数記号の集合，Pを述語記号の集合，MをGとPのモデルとす
る．このとき，(F ,G,P,M)上の制約付き書換え規則 (l, r, c)は，l /∈ V，l，r ∈ T (F∪G,V)，

Var(l) ⊇ Var(r)を満たす左辺項 l，右辺項 r と，制約部と呼ばれる Var(l) ⊇ fv(c)を満

たす G と P 上の制約 c の 3つ組であり，l→ r ⇐ cと記す．cが �のときは制約を省略し
て l→ r と書くこともある．

R を (F ,G,P,M) 上の制約付き書換え規則の有限集合とする．R で定められる書換え

関係 →R を →R = {(C[lσ], C[rσ]) | l → r ⇐ c ∈ R, C[ ] ∈ T�(F ∪ G,V), fv(c) ⊆
Dom(σ),Ran(σ|fv(c)) ⊆ T (G), cσは真 }と定義する．(F ,G,P,M)上の制約付き項書換え

系は項の集合 T (F∪G,V)と書換え関係 →R で定められる抽象書換え系 (T (F∪G,V), →R )

であり，単に書換え規則の集合 Rのみで表す．

(F ,G,P,M)上の制約付き等式 (s, t, c)は，s，t ∈ T (F ∪ G,V)を満たす項 s，tと，制

約部と呼ばれる G と P 上の制約 cの 3つ組であり，s ≈ t⇐ cと記す．cが �のときは制
約部を省略して s ≈ tと書くこともある．また，s � t⇐ cは s ≈ t⇐ cまたは t ≈ s⇐ c

のどちらかを表す．

�2 本論文では，閉じた制約が決定可能であることを仮定するため，限量子を扱わないこととした．しかし，プレス
ブルガー文は限量子を含んでいても決定可能である．このため，制約がプレスブルガー算術に含まれる場合は，
限量子を用いてもこれ以降の議論に影響を与えない．
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E を (F ,G,P,M) 上の制約付き等式の有限集合とする．E で定められる 2 項関係

↔E を ↔E = {(C[sσ], C[tσ]) | s � t ⇐ c ∈ E, C[ ] ∈ T�(F ,V), fv(c) ⊆
Dom(σ),Ran(σ|fv(c)) ⊆ T (G), cσ は真 } と定義する．
等式 s ≈ t ⇐ cが Rの帰納的定理であるとは，Var(s, t) ∪ fv(c) ⊆ Dom(σg)を満たす

任意の基底代入 σg に対して，cσg が真ならば sσg
∗↔R tσg を満たすことである．位置 pが

制約 cの下での項 tの R 完全な出現であるとは，cσNF が真となるような任意の基底正規

形代入 σNF に対して，tσNF が位置 pで書換え可能である，すなわち，t|pσNF ≡ lθ かつ

dθ が真である書換え規則 l→ r ⇐ cが存在することである．

次に，本論文で提案する書換え帰納法の正しさに必要となる性質について考える

定義 3.1（健全性と完全性） Rを (F ,G,P,M)上の制約付き項書換え系とする．このと

き，RがMに対して健全であるとは，任意の基底項 sg，tg ∈ T (G)に対して，sg
∗↔R tg

ならば EQ(sg, tg)が真となることである．一方，RがMに対して完全であるとは，任意

の基底項 sg，tg ∈ T (G)に対して，EQ(sg, tg)が真ならば sg
∗↔R tg となることである．

定義 3.2（局所健全性） Rを (F ,G,P,M)上の制約付き項書換え系とする．このとき，R

がMに対して局所健全であるとは，任意の基底項 sg ∈ T (G)に対して，sg →R tg ならば

tg ∈ T (G)かつ EQ(sg, tg)が真となることである．

健全性は，2つの項が書換え関係上で等価ならば意味論上でも等価であることを表す．完

全性は，2つの項が意味論上で等価ならば書換え関係上でも等価であることを表す．局所健

全性は，意味を持つ項を書き換えて得られる項は等価の意味を持つことを表し，文献 24)で

提案された制約部安定性と等価な概念である．

以降では，健全性，完全性を満たすための十分条件，および，局所健全性を満たすための

必要十分条件を示す．

まずは，健全性の十分条件を示す．

定理 3.3（健全性の十分条件） Rを (F ,G,P,M)上の制約付き項書換え系とする．Rが

以下のすべての性質を満たすとき，RはMに対して健全である．

• 局所健全性
• CR性

［証明］ sg，tg ∈ T (G)かつ sg
∗↔R tg とする．このとき，CR性からある ug が存在し

て sg
∗→R ug

∗←R tg である．Rの局所健全性から，ug ∈ T (G)かつ EQ(sg, ug)が真かつ

EQ(ug, tg)が真である．よって，(sg)M = (ug)M = (tg)M であるので，EQ(sg, tg)が真

である．ゆえに，Rは健全性を持つ． �

次に，完全性の十分条件を与える．

定理 3.4（完全性の十分条件） Rを (F ,G,P,M)上の制約付き項書換え系とする．Rが

以下のすべての性質を満たすとき，RはMに対して完全である．

( 1 ) 局所健全性

( 2 ) 停止性

( 3 ) 任意の sg，tg ∈ T (G)に対して，sg，tg ∈ NFRかつEQ(sg, tg)が真ならば，sg ≡ tg

［証明］ sg，tg ∈ T (G)かつ EQ(sg, tg)が真とする．このとき，局所健全性と停止性よ

り，正規形 s′g と t′g が存在し以下のすべてを満たす．

• sg
∗→R s′g かつ tg

∗→R t′g
• s′g，t′g ∈ T (G)
• EQ(sg, s′g)が真かつ EQ(tg, t′g)が真，すなわち EQ(s′g, t′g)が真

よって，仮定 (3)から s′g ≡ t′g が成り立つ．ゆえに，sg
∗→R s′g ≡ t′g

∗←R tg である．した

がって，sg
∗↔R tg． �

次に，局所健全性の必要十分条件を与える．

補題 3.5 Rが (F ,G,P,M)上の制約付き項書換え系とする．以下が成り立つとき，任意

の項 sg，tg ∈ T (G)に対して sg →R tg ならば EQ(sg, tg)は真である．

• Rの任意の規則 l→ r ⇐ cについて，l ∈ T (G,V)かつ r ∈ T (G,V)ならば¬c∨EQ(l, r)

はMに関して恒真である．

［証明］ sg，tg ∈ T (G)かつ sg →R tg とする． →R の定義より，l→ r ⇐ c ∈ Rと文

脈 C[ ]と基底代入 σg が存在し，sg ≡ C[lσg]かつ tg ≡ C[rσg]かつ cσg は真である．sg，

tg ∈ T (G)より，l ∈ T (G,V)，lσg ∈ T (G)，r ∈ T (G,V)，rσg ∈ T (G)，C[ ] ∈ T�(G)で
ある．l ∈ T (G,V)かつ r ∈ T (G,V)が成り立つため，仮定より ¬c∨EQ(l, r)はMに関し
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て恒真である．よって，¬cσg ∨ EQ(lσg, rσg)は真である．cσg は真なので，¬cσg は偽で

あり，EQ(lσg, rσg) は真である．ゆえに，C[ ] ∈ T�(G) より EQ(C[lσg], C[rσg]) は真で

ある．よって，EQ(sg, tg)は真である． �

補題 3.6 Rを (F ,G,P,M)上の制約付き項書換え系とする．以下が成り立つとき，任意

の基底項 sg ∈ T (G)に対して，sg →R tg ならば tg ∈ T (G)である．
• 任意の書換え規則 l→ r ⇐ c ∈ Rについて，l ∈ T (G,V)ならば r ∈ T (G,V)

［証明］ sg ∈ T (G) かつ sg →R tg とする．このとき，l → r ⇐ c ∈ R と文脈 C[ ] と

基底代入 σg が存在し，sg ≡ C[lσg] かつ tg ≡ C[rσg] かつ cσg が真となる．sg ∈ T (G)
より l ∈ T (G,V)，Ran(σg|Var(l)) ⊆ T (G)，C[ ] ∈ T�(G) である．Var(l) ⊇ Var(r)，

Ran(σg|Var(l)) ⊆ T (G)，C[ ] ∈ T�(G)より C[rσg] ∈ T (G)である．よって，tg ∈ T (G)で
ある． �

定理 3.7（局所健全性の必要十分条件） Rを (F ,G,P,M)上の制約付き項書換え系とす

る．このとき，以下の 2つは等価である．

( 1 ) RはMに対して局所健全である．

( 2 ) 任意の書換え規則 l→ r ⇐ c ∈ Rについて，l ∈ T (G,V)かつ cがMに関して充足

可能ならば，r ∈ T (G,V)かつ ¬c ∨ EQ(l, r)がMに関して恒真である．

［証明］ 補題 3.5，3.6 より，( 2 )ならば ( 1 )は成り立つ．よって，( 1 )ならば ( 2 )を背

理法で示す．

( 2 )でないと仮定する．このとき，l→ r ⇐ cが存在して，l ∈ T (G,V)かつ cが充足可

能かつ以下のどちらかが成り立つ．

• r /∈ T (G,V)

• r ∈ T (G,V)かつ (¬c ∨ EQ(l, r))σg が偽となる基底代入 σg が存在

r /∈ T (G,V)が成り立つ場合，cが充足可能なので Ran(θg|Var(l)) ⊆ T (G)かつ cθg が真

となる基底代入 θg が存在する．l ∈ T (G,V)かつ Ran(θg|Var(l)) ⊆ T (G)かつ cθg が真か

ら lθg ∈ T (G)かつ lθg →R rθg が成り立つので，局所健全性より rσg ∈ T (G)となる．こ
れは r /∈ T (G,V)に矛盾する．

r ∈ T (G,V)の場合，(¬c ∨ EQ(l, r))σg が偽となる基底代入 σg が存在する．すなわち，

cσg は真かつ EQ(lσg, rσg) は偽である．l ∈ T (G,V) かつ Ran(σg|Var(l)) ⊆ T (G) から

lσg ∈ T (G)が成り立ち，cσg が真であることから lσg →R rσg が成り立つので，局所健全

性より EQ(lσg, rσg)は真となり矛盾する． �

例 3.8 例 2.1 の GPA，PPA，MPA で表現されるプレスブルガー算術を制約に持つ以下

の (F ,GPA,PPA,MPA)上の制約付き項書換え系を考える．

Radd =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0 + y → y

s(x) + y → s(x + y)

p(x) + y → p(x + y)

このとき，任意の規則の左辺項と右辺項は T (GPA,V) に含まれ，0 + y = y，s(x) + y =

s(x+ y)，p(x)+ y = p(x+ y)はいずれもMPA に関して恒真であるため Radd はMPA に

対して局所健全である．また，Radd は CR性を持つため，MPA に対して健全である．し

かし，0と s(p(0))を考えると，0 = s(p(0))は真であるが 0
∗↔Radd

s(p(0))を満たさない．

このため，Radd はMPA に対して完全ではない．

次に，以下の (F ,GPA,PPA,MPA)上の制約付き項書換え系を考える．

RPA = Radd ∪
{

s(p(x)) → x

p(s(x)) → x

RPA は停止性とMPA に対しての局所健全性を持ち，任意の sg，tg ∈ T (G)に対して sg，

tg ∈ NFR かつ sg = tg が真ならば sg ≡ tg がいえる．このため，RPA はMPA に対して

完全である．

4. 制約付き項書換え系における書換え帰納法

本章では，制約付き項書換え系における帰納的定理を書換え帰納法を用いて検証する方法

を提案する．また，書換え帰納法による帰納的定理の検証例を示す．

4.1 書換え帰納法による検証法

制約付き項書換え系における書換え帰納法の推論規則を図 1 に記す．Expd は

Expd(s, t, c, p) = {(C[r]p)σ ≈ tσ ⇐ cσ ∧ dσ | s ≡ C[u]p, l → r ⇐ d ∈ R, σ = mgu(u, l)}
と定義する．また，(E, H) に図 1 の推論規則を 1 回適用させて (E′, H ′) になるとき，
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Simplification

(E � {C[lσ] � t⇐ c}, H)

(E ∪ {C[rσ] ≈ t⇐ c}, H)

ただし，l→ r ⇐ d ∈ R ∪H かつ cはMに関して充足可能かつ

fv(dσ) ⊆ fv(c)かつ ¬c ∨ dσ はMに関して恒真
Deletion

(E � {s � t⇐ c}, H)

(E, H)

ただし，s ≡ tまたは cはMに関して充足不能

Expansion

(E � {s � t⇐ c}, H)

(E ∪ Expd(s, t, c, p), H ∪ {s → t⇐ c})
ただし，s 
 tかつ s 	∈ V かつ Var(s) ⊇ Var(t)かつ

fv(c) ⊆ Var(s)かつ位置 pは cの下での sの R完全な出現
EQ-Deletion

(E � {C[s1, · · · , sn] � C[t1, · · · , tn]⇐ c}, H)

(E ∪ {C[s1, · · · , sn] ≈ C[t1, · · · , tn]⇐ c ∧ ¬(
∧n

i=1
EQ(si, ti))}, H)

ただし，任意の iについて si, ti ∈ T (G,V)かつ Var(si, ti) ⊆ fv(c)

図 1 制約付き項書換え系における書換え帰納法のための推論規則
Fig. 1 Inference rules of rewriting induction for constrained term rewriting systems.

(E, H) �RI (E′, H ′)と書き，�RI の反射推移閉包を �∗RI と書く．さらに，Simplification，

Deletion，Expansion，EQ-Deletionを 1回適用させたときは，特に �s
RI，�d

RI，�e
RI，�eq

RI

と書く．

Simplification，Deletion，Expansionは項書換え系における書換え帰納法の推論規則20),23)

を制約付き項書換え系に対応するように拡張を行った推論規則であり，Simplification，Dele-

tionは文献 24)の推論規則と同様である．EQ-Deletionは文献 24)で提案されたプレスブ

ルガー文付き項書換え系における潜在帰納法のための推論規則MGU-Deletionを一般化か

つ強力にした推論規則である．

これらの推論規則に対して，以下の定理が成り立つ．

定理 4.1 Rを (F ,G,P,M)上の制約付き項書換え系とする．また，E を (F ,G,P,M)上

(E, ∅)に推論規則を以下の順に適用させる．
( 1 ) Simplificationを可能な限り適用．

( 2 ) EQ-Deletionを適用可能なすべての等式に 1回ずつ適用．

( 3 ) Deletionを可能な限り適用し，E = ∅ならば終了．
( 4 ) Expansionを 1回だけ適用し (1)へ．

図 2 書換え帰納法に基づいた検証手続き
Fig. 2 Procedure of verification based on rewriting induction.

の制約付き等式の有限集合，
を →R ⊆ 
を満たす簡約化順序とする．さらに，RはM
に対しての完全性と局所健全性を持つとする．このとき，(E, ∅) �∗RI (∅, H)ならば，E に

含まれるすべての等式は Rの帰納的定理である．

［証明］ 付録 A.1 を参照． �

R を (F ,G,P,M)上の制約付き項書換え系とする．また，E を (F ,G,P,M)上の制約

付き等式の有限集合，
 を →R ⊆ 
 を満たす簡約化順序とする．さらに，R はM に

対しての完全性と局所健全性を持つとする．このとき，図 1 の書換え帰納法のための推論

規則を用いた帰納的定理の検証手続きを図 2 に提案する．この検証手続きにより (E, ∅)が
(∅, H)となれば E に含まれるすべての等式は Rの帰納的定理であると判定する．定理 4.1

から図 1 の推論規則をどのような戦略で適用させたとしても帰納的定理の検証として正し

いため，図 2 の手続きは正しいことは明らかである．

4.2 書換え帰納法による検証例

本節では，文献 24)で提案された潜在帰納法により検証に成功した例について，本論文で

提案した書換え帰納法では自然数だけではなく整数を扱えるように拡張しても検証が成功

することを示す．

文献 24)の手法を用いて整数論上の帰納的定理を検証しようとすると，暴走してしまうこ

とが多い．このため，文献 24)では自然数上に限定して検証を行っていた．しかし，本論文

で提案する手法では，整数上の検証であっても暴走せずに手続きが成功する例が存在する．

例 4.2 Rを ({sum, sum1, u},GPA,PPA,MPA)上の制約付き項書換え系とし，書換え規

則は以下のとおりとする．
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R = RPA ∪

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

sum(x) → 0⇐ x ≤ 0

sum(s(x)) → sum(x) + s(x) ⇐ x ≥ 0

sum1(n) → u(n, s(0), 0)

u(n, i, z) → u(n, s(i), z + i) ⇐ i ≤ n

u(n, i, z) → z ⇐ i > n

このとき，以下の等式を検証した様子を図 3 に示す．

E =

{
u(s(n), i, z) ≈ u(n, i, z) + s(n) ⇐ i ≤ s(n)

sum(n) ≈ sum1(n)

上記の R は停止性，MPA に関する完全性と局所健全性を満たしている．よって，

sum(n) ≈ sum1(n)は Rの帰納的定理である．さらに，Rは CR性を持つ24) ので，任意

の項 t ∈ T ({sum, sum1, u} ∪ GPA) に対して sum(t) ↓R sum1(t) である．ゆえに，関数

sumと関数 sum1は入力が等しいときには出力も等しいことがいえる． �

5. R完全な出現の判定法

項書換え系において，位置 pが項 sの R完全な出現であるかの判定は決定可能である13)．

しかし，制約付き項書換え系における R完全な出現の判定方法は分かっていない．そこで，

制約付き項書換え系における R完全な出現の判定のための十分条件を与える．

定理 5.1 R を (F ,G,P,M) 上の制約付き項書換え系とし，NF
(T (F∪G), →

R
)
⊆ T (G)，

s ≡ C[f(s1, · · · , sn)]p，s1, · · · , sn ∈ T (G,V)とする．このとき，
∨

f(x1,···,xn)→r⇐d∈R
dが

Mに関して恒真であるならば，sの位置 pは任意の制約 cの下で R完全な出現である．た

だし，x1, · · · , xn は相異なる変数とする．

［証明］
∨

f(x1,···,xn)→r⇐d∈R
dがMに関して恒真とする．このとき，任意の基底正規

形代入 σNF に対して，Ran(σNF ) ⊆ T (G) となるため s1σNF , · · · , snσNF ∈ T (G) であ
る．ここで，xiσg ≡ siσNF となる代入 σg について考える．Ran(σg|{x1,···,xn}) ⊆ T (G)，∨

f(x1,···,xn)→r⇐d∈R
d がM に関して恒真より，(

∨
f(x1,···,xn)→r⇐d∈R

d)σg は真である．

(E, ∅)
�s

RI�s
RI( {
(1) u(s(n), s(i), z + i) ≈ u(n, i, z) + s(n) ⇐ i ≤ s(n)

(2) sum(n) ≈ u(n, s(0), 0)

}
, ∅
)

�e
RI⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

⎧⎪⎨
⎪⎩

(2)

z + i ≈ u(n, i, z) + s(n) ⇐ i ≤ s(n) ∧ s(i) > s(n)

u(s(n), s(s(i)), (z + i) + s(i)) ≈ u(n, i, z) + s(n) ⇐ i ≤ s(n) ∧ s(i) ≤ s(n)

⎫⎪⎬
⎪⎭ ,

{
(3) u(s(n), s(i), z + i) → u(n, i, z) + s(n) ⇐ i ≤ s(n)

}

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

�s
RI�s

RI�s
RI⎛

⎜⎜⎜⎝
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

(2)

z + i ≈ z + s(n) ⇐ i ≤ s(n) ∧ s(i) > s(n)

(4) u(n, s(i), z + i) + s(n)

≈ u(n, s(i), z + i) + s(n) ⇐ i ≤ s(n) ∧ s(i) ≤ s(n)

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

, { (3) }

⎞
⎟⎟⎟⎠

�eq
RI⎛
⎜⎝
⎧⎪⎨
⎪⎩

(2)

z + i ≈ z + s(n) ⇐ i ≤ s(n) ∧ s(i) > s(n) ∧ ¬(i = s(n))

(4)

⎫⎪⎬
⎪⎭ , { (3) }

⎞
⎟⎠

�d
RI�d

RI(
{ (2) } , { (3) }

)
�e

RI( {
0 ≈ u(n, s(0), 0) ⇐ n ≤ 0

sum(n) + s(n) ≈ u(s(n), s(0), 0) ⇐ n ≥ 0

}
,

{
(3)

(5) sum(n) → u(n, s(0), 0)

} )

�s
RI�s

RI�s
RI�s

RI( {
0 ≈ 0 ⇐ n ≤ 0

u(n, s(0), 0) + s(n) ≈ u(n, s(0), 0) + s(n) ⇐ n ≥ 0

}
,

{
(3)

(5)

} )

�d
RI�d

RI(
∅, { (3), (5) }

)
図 3 書換え帰納法による帰納的定理の証明例

Fig. 3 Example of proving inductive theorems for rewriting induction.

よって，ある f(x1, · · · , xn) → r ⇐ d ∈ R が存在して，dσg が真である．ゆえに，

f(x1σg, · · · , xnσg)は εの位置で書換え可能なため，C[f(s1, · · · , sn)]pσNF は位置 pで書換

え可能である． �

ここで，
∨

f(x1,···,xn)→r⇐d∈R
dがMに関して恒真であるということは，f が G 上の基
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底項に関して全域関数であることを意味している．以下に
∨

f(x1,···,xn)→r⇐d∈R
dがMに

関して恒真となる関数の一例をあげる．

R =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

f(x) → 0 ⇐ x ≤ 0

f(x) → s(0) ⇐ x = s(0)

f(x) → f(p(x)) + f(p(p(x))) ⇐ x ≥ s(s(0))

この関数 f は整数上でのフィボナッチ数を表現している．このように，数学的に定義さ

れる関数の多くは
∨

f(x1,···,xn)→r⇐d∈R
dがMに関して恒真となるように書くことが可能

であると考えられる．さらに，命令型プログラムを制約付き項書換え系に帰着させて帰納

的定理を証明することにより元のプログラムの等価性を判定する手法24) において，命令型

プログラムを変換して得られた制約付き項書換え系はこの条件を満たす．よって，この手法

は十分に実用的な条件といえる．一方で，f(x1, · · · , xn) → r ⇐ cの形式の規則に対して，

→{f(x1,···,xn)→r⇐c} ⊆ 
となるように LPOなどの経路順序で方向付けすることは難しい．

例 5.2 例 4.2において，Rは NF
(T (F∪G), →

R
)
⊆ T (G)を満たしている．また，関数記

号 u については
∨

u(n,i,z)→r⇐d
d はMPA に関して恒真である．このため，(1) の等式に

ついて，位置 εが i ≤ s(n)の下での u(s(n), s(i), z + i)の R完全な出現であることは定理

5.1 よりいえる．逆に，関数記号 sumについては
∨

sum(x)→r⇐d
dはMPA に関して恒真

でない．このため，(2)の等式について，位置 εが �の下での sum(n)の R完全な出現で

あることを定理 5.1 により示すことはできない． �

6. 帰納的定理の反証

帰納的定理の反証法とは，等式集合 E が Rの帰納的定理でない等式を含むことを証明す

る手法であり，文献 4)，6)では書換え帰納法による検証に反証機能が組み込まれている．本

章では，制約付き項書換え系に対する書換え帰納法の検証に反証機能を組み込む．帰納的定

理の証明で検証したい等式集合に帰納的定理でない等式が含まれている場合，検証手続きが

暴走してしまう場合が多い．検証の途中で帰納的定理でない等式の存在を判定できたなら

ば，その時点で検証を終えることができるためより効率的な検証を期待できる．

定理 6.1（帰納的定理の反証） R を (F ,G,P,M) 上の制約付き項書換え系とし，R は

M に対して健全性を持つとする．このとき，(E, ∅) �∗RI (E′ ∪ {s ≈ t ⇐ c}, H ′) かつ s，

t ∈ T (G,V)かつ c ∧ ¬EQ(s, t)がMに関して充足可能のとき，E は Rの帰納的定理では

ない等式を含む．

［証明］ 付録 A.2 を参照． �

この定理から，R が健全性を満たし，帰納的定理の証明のために推論規則を適用させて

(E, ∅) �∗RI (E′, H ′)となっているときに s，t ∈ T (G,V)かつ c ∧ ¬EQ(s, t)がMに関し

て充足可能である等式 s ≈ t⇐ cが E′ に出現したならば E が Rの帰納的定理ではない等

式を含むことが証明される．

反証を図 2 の書換え帰納法の検証手続きに組み込む場合は，図 2 (3) ですべての等式に

Deletionが適用可能かを判定する際に，同時に反証の判定を行い，定理 6.1 の条件を満た

す等式が存在したときには検証手続きを終了する．この場合には，E には帰納的定理でな

い等式が存在すると判定する．

例 6.2 Rを ({sum, fib},GPA,PPA,MPA)上の制約付項書換え系とし，書換え規則は以

下のとおりとする．

R = RPA ∪

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

sum(x) → 0 ⇐ x ≤ 0

sum(s(x)) → sum(x) + s(x) ⇐ x ≥ 0

fib(x) → 0 ⇐ x ≤ 0

fib(s(0)) → s(0)

fib(s(s(x))) → fib(s(x)) + fib(x) ⇐ x ≥ 0

このとき，E = {sum(n) ≈ fib(n)} の等価性を検証した様子を図 4 に示す．

図 4のRはMPAに関する健全性を満たしている．また，図 4の (5)の等式について考える

と，s(n+0)，s(n+s(s(n))) ∈ T (G,V)を満たす．また，n ≥ 0∧n ≤ 0∧¬(s(n+0) = s(n+

s(s(n))))は nに 0を代入すると真となるため，n ≥ 0∧n ≤ 0∧¬(s(n+0) = s(n+s(s(n))))

はMPA に関して充足可能である．ゆえに，定理 6.1 より sum(n) ≈ fib(n)は R の帰納

的定理ではない．このため，関数 sumと関数 fibは入力が等しくても出力が一致しない場

合が存在することが示された． �
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(E, ∅)
�e

RI⎛
⎜⎝
⎧⎪⎨
⎪⎩

0 ≈ sum(n) ⇐ n ≤ 0

s(0) ≈ sum(s(0))

fib(s(n)) + fib(n) ≈ sum(s(s(n))) ⇐ n ≥ 0

⎫⎪⎬
⎪⎭ ,
{

(1) fib(n) → sum(n)
} ⎞⎟⎠

�s
RI�s

RI�s
RI�s

RI�s
RI�s

RI�s
RI�s

RI�s
RI⎛

⎜⎜⎜⎝
⎧⎪⎨
⎪⎩

0 ≈ 0 ⇐ n ≤ 0

s(0) ≈ s(0)

(2) (sum(n) + s(n)) + sum(n) ≈ (sum(n) + s(n)) + s(s(n)) ⇐ n ≥ 0

⎫⎪⎬
⎪⎭ ,

{ (1) }

⎞
⎟⎟⎟⎠

�d
RI�d

RI(
{ (2) } , { (1) }

)
�e

RI⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎧⎪⎨
⎪⎩

(sum(n) + s(n)) + 0 ≈ (sum(n) + s(n)) + s(s(n)) ⇐ n ≥ 0 ∧ n ≤ 0

(3) (sum(s(n)) + s(s(n))) + (sum(n) + s(n)) ≈
(sum(s(n)) + s(s(n))) + s(s(s(n))) ⇐ s(n) ≥ 0 ∧ n ≥ 0

⎫⎪⎬
⎪⎭ ,

{
(1)

(4) (sum(n) + s(n)) + sum(n) → (sum(n) + s(n)) + s(s(n)) ⇐ n ≥ 0

}

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

�s
RI�s

RI�s
RI�s

RI�s
RI�s

RI( {
(5) s(n + 0) ≈ s(n + s(s(n))) ⇐ n ≥ 0 ∧ n ≤ 0

(3)

}
,

{
(1)

(4)

} )

図 4 帰納的定理の反証例
Fig. 4 Example of disproving inductive theorems.

7. 推論規則の適用条件の緩和

等式 x + y ≈ y + xが例 3.8 の RPA の帰納的定理であるかどうかを考える．({x + y ≈
y + x}, ∅) を図 1 の推論規則により検証しようと考えると，どの推論規則も適用できない

ため検証に失敗する．ここで，a，b ∈ F かつ a，bは定数項となる場合を考える．a，bは

RPA で書き換えることはできない．このため，a + b
∗↔RP A

b + aを満たさない．よって，

この場合には x + y ≈ y + xは RPA の帰納的定理ではない．整数上の +は交換律を満た

すにもかかわらず x + y ≈ y + xが帰納的定理とならない理由は，aと bが整数として解釈

を持つ T (GPA)に書き換えることができないためである．

一方，任意の基底項が T (GPA)上の項に書き換えることができ，かつ完全性を満たすような

• Simplificaton

l→ r ⇐ d ∈ R∪H かつ cはMに関して充足可能かつ ¬c∨ dσはMに関して恒真

• Deletion

s ≡ t，または，c はM に関して充足不能，または，s ≡ s′σ かつ t ≡ t′σ かつ

s′, t′ ∈ T (G,V)かつ EQ(s′, t′)はMに関して恒真

• EQ-Deletion

任意の iについて si, ti ∈ T (G,V)

図 5 拡張した推論規則の適用条件
Fig. 5 Relaxed side conditions of expanded inference rules.

(F ,GPA,PPA,MPA)上の制約付き項書換え系をR∪RPAとする．このとき，x+y ≈ y+x

が R ∪ RPA の帰納的定理となるかどうかを考える．任意の s，t ∈ T (F ∪ GPA)に対して

s
∗→R∪RP A

s′ かつ t
∗→R∪RP A

t′ かつ s′，t′ ∈ T (GPA)とすると，s + t
∗→R∪RP A

s′ + t′

かつ t + s
∗→R∪RP A

t′ + s′ となる．ここで，(s′ + t′)M = (t′ + s′)M は同じ整数に解釈さ

れるため，s′ + t′ = t′ + s′ は真である．よって，Rの完全性より s′ + t′
∗↔R∪RP A

t′ + s′

である．ゆえに，x + y ≈ y + xは R ∪RPA の帰納的定理である．

このように，任意の項が必ず解釈を持つ項に書き換えられる制約付き項書換え系では交換

律を必要とする等式が帰納的定理であることを証明できる場合が存在する．制約付き項書換

え系がこの条件を満たす場合に推論規則の適用条件を緩めてこの例が帰納的定理であると

検証できるならば，より強力な検証手法となる．

本章では，制約付き項書換え系がこのような条件を満たす場合に推論規則の適用条件が緩

められることを示す．また，この推論規則を用いて証明できる帰納的定理の例を紹介する．

Rを (F ,G,P,M)上の制約付き項書換え系とする．Rが NF(T (F∪G),→R) ⊆ T (G)を満
たすとき，図 1 の適用条件は図 5 のように変更できる．このとき，以下の 2つの定理が成

り立つ．(E, H)に図 5 の適用条件を用いた図 1 の推論規則を 1回適用させて (E′, H ′)に

なるとき，(E, H) �∗RI′ (E′, H ′)と書く．

定理 7.1 R を (F ,G,P,M) 上の制約付き項書換え系とする．また，E を (F ,G,P,M)

上の制約付き等式の有限集合，
 を →R ⊆ 
 を満たす簡約化順序とする．さらに，R

はM に対して完全性と局所健全性を持ち，NF(T (F∪G),→R) ⊆ T (G) とする．このとき，
(E, ∅) �∗RI′ (∅, H)ならば，E に含まれるすべての等式は Rの帰納的定理である．
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［証明］ 付録 A.3 を参照． �

定理 7.2（帰納的定理の反証） R を (F ,G,P,M) 上の制約付き項書換え系とし，R は

M に対して健全性を持つとする．このとき，(E, ∅) �∗RI′ (E′ ∪ {s ≈ t ⇐ c}, H ′) かつ s，

t ∈ T (G,V)かつ c ∧ ¬EQ(s, t)がMに関して充足可能のとき，E は Rの帰納的定理では

ない等式を含む．

［証明］ 定理 6.1 の証明と同様である． �

適用条件を緩和した推論規則を用いた帰納的定理の検証手続きは図 2 のままでよい．よっ

て，NF(T (F∪G),→R) ⊆ T (G)が判定できなければ図 1 の推論規則で，判定できれば図 5 の

適用条件に緩めた推論規則で帰納的定理を検証すればよい．

NF(T (F∪GP A),→R∪RP A
) ⊆ T (GPA)を満たすような制約付き項書換え系R∪RPA につい

て，x+y ≈ y+xを検証することを考える．適用条件を緩和する前では，({x+y ≈ y+x}, ∅)
は Var(x + y) ⊆ fv(�) を満たさないため EQ-Deletion を適用することはできなかった．

しかし，適用条件を図 5 のように緩めると，Var(x + y) ⊆ fv(�) を満たす必要がなくな

る．このため，EQ-Deletionが適用可能になり ({x + y ≈ y + x⇐ ¬(x + y = y + x)}, ∅)
となる．¬(x + y = y + x)はMPA に対して充足不能なため Deletionが適用でき，(∅, ∅)
となるため検証に成功する．

例 7.3 Rを ({pwr, pwr1}, {0, s, +,×, h}, {=, Ev},M)上の制約付き項書換え系とし，書

換え規則は以下のとおりとする．

R =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

pwr(x, 0) → s(0)

pwr(x, s(y)) → pwr(x, y)× x

pwr1(x, 0) → s(0)

pwr1(x, s(y)) → (pwr1(x, h(y))× pwr1(x, h(y)))× x ⇐ Ev(y)

pwr1(x, s(y)) → pwr1(x, h(s(y)))× pwr1(x, h(s(y))) ⇐ ¬Ev(y)

0 + y → y s(x) + y → s(x + y)

0× y → 0 s(x)× y → (x× y) + y

h(0) → 0 h(s(0)) → 0

h(s(s(x))) → s(h(x))

(E, ∅)
�e

RI′( {
s(0) ≈ pwr1(x, 0)

pwr(x, y) × x ≈ pwr1(x, s(y))

}
,
{

(1) pwr(x, y) → pwr1(x, y)
} )

�s
RI′�d

RI′( {
pwr1(x, y) × x ≈ pwr1(x, s(y))

}
, {(1)}

)
�e

RI′⎛
⎜⎜⎝
{

(pwr1(x, h(y)) × pwr1(x, h(y))) × x ≈ pwr1(x, y) × x ⇐ Ev(y)

(2) pwr1(x, h(s(y))) × pwr1(x, h(s(y))) ≈ pwr1(x, y) × x ⇐ ¬Ev(y)

}
,{

(1), (3) pwr1(x, s(y)) → pwr1(x, y) × x
}

⎞
⎟⎟⎠

�e
RI′⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(2)

pwr1(x, 0) × x ≈ (q(x, h(0)) × pwr1(x, h(0))) × x ⇐ Ev(0)

((pwr1(x, h(y)) × pwr1(x, h(y))) × x) × x

≈ (pwr1(x, h(s(y))) × pwr1(x, h(s(y)))) × x ⇐ Ev(s(y)) ∧ Ev(y)

pwr1(x, h(s(y))) × pwr1(x, h(s(y))) × x

≈ (pwr1(x, h(s(y))) × pwr1(x, h(s(y)))) × x ⇐ Ev(s(y)) ∧ ¬Ev(y)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

,

{
(1), (3), (4) pwr1(x, y) × x → (pwr1(x, h(y)) × pwr1(x, h(y))) × x ⇐ Ev(y)

}

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

�d
RI′�d

RI′�d
RI′�e

RI′⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

pwr1(x, 0) × x ≈ pwr1(x, h(s(0))) × q(x, h(s(0))) ⇐ ¬Ev(0)

((pwr1(x, h(y)) × pwr1(x, h(y))) × x) × x

≈ pwr1(x, h(s(s(y)))) × pwr1(x, h(s(s(y)))) ⇐ ¬Ev(s(y)) ∧ Ev(y)

pwr1(x, h(s(y))) × pwr1(x, h(s(y))) × x

≈ pwr1(x, h(s(s(y)))) × pwr1(x, h(s(s(y)))) ⇐ ¬Ev(s(y)) ∧ ¬Ev(y)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

,

{
(1), (3), (4), (5) pwr1(x, y) × x→pwr1(x, h(s(y))) × pwr1(x, h(s(y))) ⇐ ¬Ev(y)

}

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

�d
RI′�d

RI′�s
RI′⎛

⎜⎝
{

(6) ((pwr1(x, h(y)) × pwr1(x, h(y))) × x) × x

≈ (pwr1(x, h(y)) × x) × (pwr1(x, h(y)) × x) ⇐ ¬Ev(s(y)) ∧ Ev(y)

}
,

{(1), (3), (4), (5)}

⎞
⎟⎠

図 6 拡張した推論規則による帰納的定理の証明例
Fig. 6 Example of proving inductive theorems for expanded inference rule.

ここで，Mの領域を自然数とし，×Mは自然数上の乗算，hMは自然数を 2で割る関数，EvM

は偶数ならば�，奇数ならば⊥を返す関数とする．このとき，E = {pwr(x, y) ≈ pwr1(x, y)}
の等価性を検証した様子を図 6 に示す．図 6 の Rは停止性，Mに関する完全性と局所健

全性を満たし，NF(T (F∪G),→R) ⊆ T (G) である．図 6 の (6) は (((z × z) × x) × x)σ ≈
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((z × x)× (z × x))σ ⇐ cの形をしている．多項式の正規表現を定めればこれらの式は同一

の表現になるので，((z × z)× x)× x = (z × x)× (z × x)はMに対して恒真であること

は明らかである．ゆえに，等式 (6)は Deletionにより削除でき検証手続きは成功するため，

pwr(x, y) ≈ pwr1(x, y)は Rの帰納的定理である． �

図 6 の等式 (6)は交換律と結合律を組み合わせることにより成り立つ等式を削除できる

例である．項書換え系における書換え帰納法において，交換律を満たす等式は証明できない

場合が多い．これは，交換律を満たす等式を Expansionにより書換え規則としてH に追加

しようとすると，H は停止性を満たさなくなるからである．このため，書換え帰納法を順

序付き書換えに拡張する必要がある1),4),10)．しかし，今回提案した推論規則ではモデル上

の等価性を用いて等式を削除することが可能なため，順序付き書換えに拡張せずに交換律を

必要とする等式を証明できる場合が存在する．

8. 関 連 研 究

本章では，関連研究との比較を述べる．

文献 24)の潜在帰納法に基づいた検証法では，制約部分を分解する推論規則が必要であっ

た．しかし，本論文ではそのような規則がなくても，文献 24)の例の検証に成功した．さら

に，自然数だけでなく整数も容易に扱うことも可能となった．文献 24)の手法は前述の制約

分解のための推論規則をどのように適用すればよいかが十分に分かっておらず，手続きの自

動化に課題を残していた．一方で，本論文の手法ではそのような推論規則は用いないので，

手続きの自動化は比較的簡単である．

G が空集合かつ等式および書換え規則が制約を持たない場合，EQ-Deletion を適用する

状況は生じない．また，この場合は制約を考慮しないので他の推論規則は項書換え系の場合

と一致する20),23)．よって，本論文の手法は，項書換え系における書換え帰納法を制約付き

項書換え系に拡張した手法といえる．また，交換律のような従来の書換え帰納法では証明で

きなかった等式の帰納的定理を証明するため，順序付き書換えにおける書換え帰納法に関す

る研究が行われている1),4),10)．しかし本手法では，モデル上でに意味の解釈で交換律を吸

収できるならば，交換律を含むような等式でも帰納的定理であると判定することが可能な場

合が存在する．特に，NF
(T (F∪G), →

R
)
⊆ T (G)を満たす制約付き項書換え系ならばモデ

ル上で等価だと証明できる等式のほとんどが判定可能になると期待できる．

我々が知る限りでは制約付き項書換え系の書換え帰納法の研究は他にはないが，類似する

研究として条件付き項書換え系における書換え帰納法があげられる．文献 6)では条件付き

項書換え系における書換え帰納法が提案されており，文献 2) では文献 7) に基づき条件の

判定に決定手続きを組み込む手法が提案されている．文献 2)，6)の手法は定理自動証明器

SPIKE 5) に導入されている．

本論文では，ユーザが与えたモデルを用いて制約の真偽判定を行う．一方，文献 2)では，

ユーザが公理を与え，その公理の下で任意のモデルが条件を満たすことを判定する．よっ

て，文献 2)ではモデルを特定せずに条件の判定を行っているため，文献 2)の条件付き項書

換え系はモデルを特定する制約付き項書換え系よりも一般的な枠組みであり，条件部の記述

により表現力が豊かである．また，文献 2)では公理によって条件の判定と項の書換えを行

うため，本論文で提案した健全性，完全性に相当するものは必要とならない．

本論文の目的である手続き型プログラムの等価性の検証では，整数などのすでに意味を与

えられているようなデータを扱うことがほとんどである．このため，文献 2)のようにモデ

ルを特定しない一般的な枠組みで検証を行う必要はない．本論文では，モデルを特定するこ

とによって制約の判定を効率良く行える．また，制約の判定と項の書換えは完全に分離して

いるため，制約部の判定に既存の手続きをそのまま組み込むことが可能である．

本論文と文献 2)との大きな違いは制約の恒真性の判定である．本論文では，制約への任

意の基底代入が真であることを示す．文献 2)では，公理を用いて条件の否定が充足不能で

あることを示す．このため，本論文と文献 2)では，制約と条件の恒真性を判定する場合に，

同様の制約ソルバを用いたとしても結果が異なる場合が存在すると考えられる．さらに，モ

デルや公理の与え方により帰納的定理の証明能力に差が出るため，本論文と文献 2)の検証

能力を理論的に比較することは困難である．

9. お わ り に

本論文では，制約付き項書換え系が意味論に対して満たすべき性質を提案し，制約付き項

書換え系における書換え帰納法の推論規則を提案した．また，帰納的定理の反証法について

も提案し，さらに，すべての正規形が解釈可能である場合に書換え帰納法の推論規則の適用

条件を緩和できることを示した．

今後の課題として，型付き制約付き項書換え系への拡張があげられる．今回提案した制約

付き項書換え系では型の導入を見送った．このため，リストや集合などを制約にすることは

難しい．なぜならば，制約で整数とリストを同時に表現しようとすると，モデルの領域は整

数とリストを含む集合でなければならず，その領域で関数記号，述語記号の解釈を考える必
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要があるからである．型を考えることで，モデルの領域を整数とリストで分けることが可能

になり，そのような問題は起きない．リストを用いた帰納的定理の証明ではリストに関する

制約を表現する必要があり，型付き制約付き項書換え系に拡張する必要がある．

制約付き項書換え系における停止性の判定，正規形の集合の判定は，現在のところ人間が

行う必要がある．このため，これらの判定方法の提案は今後の課題である．文献 12)では自

然数上のプレスブルガー算術を制約に持つ等式付き書換えの体系である CESの停止性証明

の手法が提案された．この停止性証明法は本論文の制約付き項書換え系の停止性証明に応用

できると予想される．
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付 録

A.1 定理 4.1 の証明

文献 23) では以下の抽象書換え系での原理を用いて項書換え系における書換え帰納法の

正しさを証明している．

命題 A.1.1 →1 , →2 を A上の抽象書換え系とする．このとき，以下の性質が成り立つ

ならば
∗↔1 =

∗↔2 である．

• →1 ⊆ →2 ．

• →2 は停止性を持つ．

• →1∪2 ⊆ →1 ◦ ∗→1∪2 ◦ ∗←1∪2 ．

しかし，本論文では EQ-Deletionを導入したためにこの原理を用いて本論文で提案した

制約付き項書換え系における帰納的定理の正しさを証明することはできない．よって，定理

4.1 の証明に利用できるようにこの原理の条件を緩める．

定理 A.1.2 →1 ， →2 を A上の抽象書換え系とする．このとき，以下の性質が成り立

つならば
∗↔1 =

∗↔2 である．

• →1 ⊆ →2 ．

• →2 は停止性を持つ．

• →2 ⊆ →1 ◦ ∗→2 ◦ ∗↔1 ◦ ∗←2 ．

［証明］ 仮定 →1 ⊆ →2 より
∗↔1 ⊆ ∗↔2 は成り立つ．よって，任意の x，y ∈ Aに

ついて，x
∗→2 y ならば x

∗↔1 y であることを →2 に関するネータ帰納法で証明すること

によって
∗↔2 ⊆ ∗↔1 を示す．

• x = y のとき，明らかに x
∗↔1 y である．

• x →2 z
∗→2 y のとき，ある u，v，wが存在して x →1 u

∗→2 v
∗↔1 w

∗←2 z が成り立

つ．ここで，x →2 z
∗→2 y かつ x →2 z

∗→2 w かつ x →2 u
∗→2 v から，帰納法の仮

定より，z
∗↔1 y かつ u

∗↔1 v かつ w
∗↔1 z．ゆえに，x

∗↔1 y である． �

次に，代入に対しての書換えの性質を示す．

補題 A.1.3 R を (F ,G,P,M)上の制約付き項書換え系とし，R は停止性，Mに対して

局所健全性を持つとする．また，s，t ∈ T (F ∪G,V)，cを制約，σg を基底代入とする．こ

のとき，cσg が真ならば sσg
∗→R sσNF かつ tσg

∗→R tσNF となる基底正規形代入 σNF が

存在して，cσNF が真である．

［証明］ Rの停止性より任意の変数 xに対して xσg の正規形は存在する．よって，局所

健全性から明らかに成り立つ． �

次に，Expdの性質を示す．

補題 A.1.4 Rを (F ,G,P,M)上の制約付き項書換え系，s，t ∈ T (F ∪ G,V)，cを制約，

sの位置 pを cの下での R完全な出現とする．このとき cσNF を真とする任意の基底正規

形代入 σNF に対して，sσNF →R ◦ ↔Expd(s,t,c,p) tσNF である．

［証明］ s ≡ C[u]p，σNF を cσNF を真とする基底正規形代入とする．このとき，

sσNF ≡ CσNF [uσNF ]p であり，位置 p が c の下での s の R 完全な出現なので，sσNF

を位置 p で書き換える規則 l → r ⇐ d ∈ R と，lθg ≡ uσNF かつ dθg が真となる基底

代入 θg が存在する．ここで，Var(l) ∩ Var(u) = ∅ としても一般性を失わない．このと
き，Dom(σNF ) ∩ Dom(θg) = ∅とすると，uσNF ≡ uθgσNF，lθg ≡ lθgσNF であるため，

θgσNF は u と l の単一化子である．よって，σ = mgu(u, l) が存在し，θgσNF = σσg

となる基底代入 σg が存在する．また，cσNF が真かつ dθg が真のため，cθgσNF が真

かつ dθgσNF が真である．さらに，θgσNF = σσg であることから，(cσ ∧ dσ)σg も真

である．また，C[r]pσ ≈ tσ ⇐ cσ ∧ dσ ∈ Expd(s, t, c, p) である．ゆえに，sσNF ≡
sθgσNF ≡ CθgσNF [uθgσNF ]p ≡ CθgσNF [lθgσNF ]p →{l→r⇐d} CθgσNF [rθgσNF ]p ≡
C[r]pθgσNF ≡ C[r]pσσg ↔Expd(s,t,c,p) tσσg ≡ tθgσNF ≡ tσNF である． �

次に，EQ-Deletionで変形する等式の性質を示す．

補題 A.1.5 R を (F ,G,P,M) 上の制約付き項書換え系とし，s1, · · · , sn, t1, · · · , tn ∈
T (G,V)，C[ ] ∈ T�(F ∪G,V)，cを制約，Var(s1, · · · , sn, , t1, · · · , tn) ⊆ fv(c)とする．こ

のとき，RがMに対して完全性を持つならば，基底項上で ↔{C[s1,···,sn]�C[t1,···,tn]⇐c} ⊆
↔{C[s1,···,sn]≈C[t1,···,tn]⇐c∧¬(

∧n

i=1
EQ(si,ti))}

∪ ∗↔R である．
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［証明］ (C[s1, · · · , sn])σg ↔{C[s1,···,sn]�C[t1,···,tn]⇐c} (C[t1, · · · , tn])σg とする．このと

き，cσg は真である．ここで，Var(s1, · · · , sn, , t1, · · · , tn) ⊆ fv(c)より

Ran(σg|Var(s1,···,sn,,t1,···,tn)) ⊆ T (G)を満たすため，任意の iについて siσg，tiσg ∈ T (G)
となり EQ(siσg, tiσg)の真偽が決まる．

• ∧n

i=1
EQ(siσg, tiσg)が真のとき，Rの完全性より siσg

∗↔R tiσg．よって，

(C[s1, · · · , sn])σg
∗↔R (C[t1, · · · , tn])σg である．

• ∧n

i=1
EQ(siσg, tiσg)が偽のとき，cσg ∧ ¬(

∧n

i=1
EQ(siσg, tiσg))が真より

(C[s1, · · · , sn])σg ↔{C[s1,···,sn]�C[t1,···,tn]⇐c∧¬(
∧n

i=1
EQ(si,ti))}

(C[t1, · · · , tn])σg で

ある． �

次に，推論規則を 1回だけ適用した際の性質を明らかにする．

補題 A.1.6 R を (F ,G,P,M) 上の制約付き項書換え系とし，R はM に対して完全性

を持つとする．このとき，(E, H) �RI (E′, H ′) ならば，基底項上で ↔E ⊆ ∗→R∪H′ ◦
( ↔E′ ∪ ∗↔R ) ◦ ∗←R∪H′ である．

［証明］ 適用した推論規則で場合分けを行う．

• Simplificationのとき， ↔E\E′ ⊆ ( →R∪H′ ◦ ↔E′ ) ∪ ( ↔E′ ◦ ←R∪H′ ) より成

り立つ．

• Deletionのとき， ↔E′ ⊆ ↔E ∪ ≡より成り立つ．
• Expansionのとき， ↔E\E′ = ↔H′\H より ↔E ⊆ ↔E′∪H′ なので成り立つ．

• EQ-Deletionのとき，補題 A.1.5 より ↔E\E′ ⊆ ↔E′ ∪ ∗↔R ．よって，成り立つ．

�

補題 A.1.7 R を (F ,G,P,M)上の制約付き項書換え系とし，R は停止性，Mに対して

完全性と局所健全性を持つとする．さらに，(E, H) �RI (E′, H ′) とする．このとき，基

底項上で →R∪H ⊆ →R ◦ ∗→R∪H ◦ ( ↔E ∪ ∗↔R ) ◦ ∗←R∪H ならば，基底項上で

→R∪H′ ⊆ →R ◦ ∗→R∪H′ ◦ ( ↔E′ ∪ ∗↔R ) ◦ ∗←R∪H′ である．

［証明］ →H′ ⊆ →R ◦ ∗→R∪H′ ◦ ( ↔E′ ∪ ∗↔R ) ◦ ∗←R∪H′ を示せば十分である．

基底項上で →R∪H ⊆ →R ◦ ∗→R∪H ◦ ( ↔E ∪ ∗↔R ) ◦ ∗←R∪H かつ sg →H′ tg と

する．推論規則の定義より H ⊆ H ′ である．

• sg →H tg のとき，仮定より sg →R ◦ ∗→R∪H ◦ ( ↔E ∪ ∗↔R ) ◦ ∗←R∪H tg．

H ⊆ H ′ より sg →R ◦ ∗→R∪H′ ◦ ( ↔E ∪ ∗↔R ) ◦ ∗←R∪H′ tg．よって，

補題 A.1.6 より ↔E ⊆ ∗→R∪H′ ◦ ( ↔E′ ∪ ∗↔R ) ◦ ∗←R∪H′ なので，

sg →R ◦ ∗→R∪H′ ◦ ( ↔E′ ∪ ∗↔R ) ◦ ∗←R∪H′ tg である．

• sg →H′\H tg のとき，H ′\H 	= ∅となるのは Expansionを適用したときのみである．

s → t ⇐ c ∈ H ′\H，sg ≡ C[sσg]，tg ≡ C[tσg]，cσg は真とする．このとき，補題

A.1.3 からある基底正規形代入 σNF が存在して sσg
∗→R sσNF かつ tσg

∗→R tσNF

かつ cσNF が真である．また，補題 A.1.4 より sσNF →R ◦ ↔E′ tσNF．よって，

sg
∗→R ◦ →R ◦ ∗→R∪H′ ◦ ( ↔E′ ∪ ∗↔R ) ◦ ∗←R∪H′ ◦ ∗←R tg が成り立つ．ゆえ

に，sg →R ◦ ∗→R∪H′ ◦ ( ↔E′ ∪ ∗↔R ) ◦ ∗←R∪H′ tg である． �

補題 A.1.8 R を (F ,G,P,M)上の制約付き項書換え系とし，
を →R ⊆ 
を満たす
簡約化順序とする．さらに (E, H) �RI (E′, H ′) とする．このとき， →H ⊆ 
 ならば
→H′ ⊆ 
である．

［証明］ Simplification，Deletion，EQ-Deletionを適用したときはH = H ′ より成り立

つ．また，Expansionを適用したときは推論規則の適用条件より →H′ ⊆ 
である． �

以下で，推論規則を複数回適用したときの性質をまとめる．

補題 A.1.9 R を (F ,G,P,M)上の制約付き項書換え系とし，
を →R ⊆ 
を満たす
簡約化順序とする．また，R はM に対して完全性と局所健全性を持つとする．さらに，

(E, H) �∗RI (E′, H ′)とする．このとき，以下のすべてが成り立つ．

( 1 ) 基底項上で ↔E ⊆ ∗→R∪H′ ◦ ( ↔E′ ∪ ∗↔R ) ◦ ∗←R∪H′ ．

( 2 ) 基底項上で →R∪H ⊆ →R ◦ ∗→R∪H ◦ ( ↔E ∪ ∗↔R ) ◦ ∗←R∪H ならば，基底項

上で →R∪H′ ⊆ →R ◦ ∗→R∪H′ ◦ ( ↔E′ ∪ ∗↔R ) ◦ ∗←R∪H′ ．

( 3 ) →H ⊆ 
ならば →H′ ⊆ 
．

［証明］ ( 1 ) は補題 A.1.6 より，( 2 ) は補題 A.1.7 より，( 3 ) は補題 A.1.8 より成り

立つ． �
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最後に定理 4.1 の証明を与える．

［証明］ E のすべての等式が R の帰納的定理であることを示すには，基底項上で

↔E ⊆ ∗↔R を示せばよい．補題 A.1.9 ( 1 ) より ↔E ⊆ ∗→R∪H ◦ ∗↔R ◦ ∗←R∪H ．

ここで， →R ⊆ →R∪H は明らかに成り立つ．また，補題 A.1.9 ( 3 ) より

→R∪H ⊆ 
．よって， →R∪H は停止性を持つ．さらに，補題 A.1.9 ( 2 ) より，

→R∪H ⊆ →R ◦ ∗→R∪H ◦ ∗↔R ◦ ∗←R∪H ．よって，定理 A.1.2 より
∗↔R∪H =

∗↔R ．

ゆえに， ↔E ⊆ ∗→R∪H ◦ ∗↔R ◦ ∗←R∪H ⊆ ∗↔R ◦ ∗↔R ◦ ∗↔R =
∗↔R である． �

A.2 定理 6.1 の証明

まずは，Expdに関する性質を示す．

補題 A.2.1 Rを (F ,G,P,M)上の制約付き項書換え系とし，s，t ∈ T (F ∪G,V)とする．

このとき，基底項上で ↔Expd(s,t,c,p) ⊆ ( ←R ◦ ↔{s�t⇐c} ) ∪ ( ↔{s�t⇐c} ◦ →R )で

ある．

［証明］ vg ↔Expd(s,t,c,p) wg とする．このとき，ある基底文脈 Cg，ある基底代入 σg

が存在して s ≡ C[u]p かつ l → r ⇐ c ∈ R かつ θ = mgu(u, l) かつ (cθ ∧ dθ)σg が真

かつ vg ≡ Cg[C[r]pθσg] かつ wg ≡ Cg[tθσg] とする．このとき，vg ≡ Cg[C[r]pθσg] ≡
Cg[Cθσg[rθσg]p] ←{l→r⇐d} Cg[Cθσg[lθσg]p] ≡ Cg[Cθ[lθ]pσg] ≡ Cg[Cθ[uθ]pσg] ≡
Cg[C[u]pθσg] ≡ Cg[sθσg] ↔{s�t⇐c} Cg[tθσg] ≡ wg．同様に vg ≡ Cg[tθσg] かつ

wg ≡ Cg[C[r]pθσg] も考えれば，基底項上で ↔Expd(s,t,c,p) ⊆ ( ←R ◦ ↔{s�t⇐c} ) ∪
( ↔{s�t⇐c} ◦ →R )である． �

次に，推論規則を 1回だけ適用したときの性質を明らかにする．

補題 A.2.2 R を (F ,G,P,M) 上の制約付き項書換え系とする．このとき，(E, H) �RI

(E′, H ′)ならば，基底項上で ↔H′∪E′ ⊆ ∗↔R∪H∪E ．

［証明］ 適用された推論規則に場合分けを行う．

• Simplificationの場合， ↔E′ ⊆ ( ←R∪H ◦ ↔E ) ∪ ( ↔E ◦ →R∪H )かつ H = H ′

より成り立つ．

• Deletionの場合，E′ ⊆ E かつ H = H ′ より成り立つ．

• Expansion の場合，補題 A.2.1 から ↔E′\E ⊆ ( ←R ◦ ↔{s�t⇐c} ) ∪
( ↔{s�t⇐c} ◦ →R )．また， ↔H′ ⊆ ↔H∪E より成り立つ．

• (E, H) �eq
RI (E′, H ′)の場合， ↔{C[s1,···,sn]≈C[t1,···,tn]⇐c∧¬(

∧n

i=1
EQ(si,ti))}

⊆
↔{C[s1,···,sn]�C[t1,···,tn]⇐c} は明らかに成り立つ．よって， ↔E′\E ⊆ ↔E ．また，

H = H ′ より成り立つ． �

補題 A.2.3 R を (F ,G,P,M) 上の制約付き項書換え系とする．このとき，(E, H) �∗RI

(E′, H ′)ならば，基底項上で ↔H′∪E′ ⊆ ∗↔R∪H∪E ．

［証明］ 補題 A.2.2 より成り立つ． �

最後に定理 6.1 の証明を与える．

［証明］ Eのすべての等式はRの帰納的定理とする．このとき，基底項上で ↔E ⊆ ∗↔R ．

補題 A.2.3 より ↔{s�t⇐c∧¬EQ(s,t)} ⊆ ∗↔R∪E ⊆ ∗↔R である．このとき，cσg と

¬EQ(sσg, tσg)を真とする σg が存在し，sσg
∗↔R tσg．sσg, tσg ∈ T (G)かつ R はMに

対して健全であるため EQ(sσg, tσg) は真である．これは ¬EQ(sσg, tσg) が真であること

に矛盾する．よって，帰納的定理でない等式が E に存在する． �

A.3 定理 7.1 の証明

定理 7.1 の証明はほぼ定理 4.1 の証明と同様である．ただし，定理 4.1 の証明のままで

は補題 A.1.5，A.1.6 で問題が生じるため，その部分の証明のみを行う．

まず，補題 A.1.5 を定理 7.1 の証明に用いることが可能な形にし，その証明を行う．

補題 A.3.1 R を (F ,G,P,M) 上の制約付き項書換え系とし，s1, · · · , sn, t1, · · · , tn ∈
T (G,V)，C[ ] ∈ T�(F ∪G,V)，cを制約とする．このとき，Rが停止性，Mに対して完全

性と局所健全性を持ち，NFR ⊆ T (G)ならば，基底項上で ↔{C[s1,···,sn]�C[t1,···,tn]⇐c} ⊆
(

∗→R ◦ ↔{C[s1,···,sn]≈C[t1,···,tn]⇐c∧¬(
∧n

i=1
EQ(si,ti))}

◦ ∗←R ) ∪ ∗↔R である．

［証明］ (C[s1, · · · , sn])σg ↔{C[s1,···,sn]�C[t1,···,tn]⇐c} (C[t1, · · · , tn])σg とする．この

とき，cσg は真である．ここで，R は停止性と局所健全性を持つため補題 A.1.3 から
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(C[s1, · · · , sn])σg
∗→R (C[s1, · · · , sn])σNF かつ (C[t1, · · · , tn])σg

∗→R (C[t1, · · · , tn])σNF

となる基底正規形代入σNF が存在し，cσNF は真である．NFR ⊆ T (G)から siσNF , tiσNF ∈
T (G)となるため EQ(siσNF , tiσNF )の真偽が決まる．

• ∧n

i=1
EQ(siσNF , tiσNF )が真であるとき，Rの完全性より siσNF

∗↔R tiσNF である．

よって，(C[s1, · · · , sn])σg
∗↔R (C[t1, · · · , tn])σg である．

• ∧n

i=1
EQ(siσNF , tiσNF )が偽であるとき，cσNF ∧¬(

∧n

i=1
EQ(siσNF , tiσNF ))が真で

あることより (C[s1, · · · , sn])σg
∗→R ◦ ↔{C[s1,···,sn]�C[t1,···,tn]⇐c∧¬(

∧n

i=1
EQ(si,ti))}

◦
∗←R (C[t1, · · · , tn])σg である． �

次に，補題 A.1.6 を定理 7.1 の証明に用いることが可能な形にし，その証明を行う．

補題 A.3.2 R を (F ,G,P,M)上の制約付き項書換え系とし，R は停止性，Mに対して

完全性と局所健全性を持ち，NFR ⊆ T (G)とする．このとき，(E, H) �RI′ (E′, H ′)なら

ば基底項上で ↔E ⊆ ∗→R∪H′ ◦ ( ↔E′ ∪ ∗↔R ) ◦ ∗←R∪H′ である．

［証明］ 適用した推論規則で場合分けを行う．

• Simplificationのとき，E\E′ = {C[lσ] � t⇐ c}かつ l→ r ⇐ d ∈ R∪Hかつ¬c∨dσ

はMに関して恒真とする．sg ↔{C[lσ]�t⇐c} tg とすると，sg ≡ C′[C[lσ]σg]かつ tg ≡
C′[tσg]かつ cσg が真である．ここで，Rは停止性と局所健全性を持つため，補題 A.1.3

から C′[C[lσ]σg]
∗→R C′[C[lσ]σNF ]かつ C′[tσg]

∗→R C′[tσNF ]となる基底正規形代入

σNF が存在し，cσNF は真である．¬c∨dσはMに関して恒真のため，¬cσNF ∨dσσNF

は真，すなわち，dσσNF が真である．よって，C′[C[lσ]σNF ] →R C′[C[rσ]σNF ]が成

り立つ．また，C[rσ] ≈ t⇐ c ∈ E′かつ cσNF は真からC′[C[rσ]σNF ]↔E C′[tσσNF ]

が成り立つ．ゆえに，sg
∗→R ◦ →R ◦ ↔E′ ◦ ∗←R tg である．

• Deletionのとき，E\E′ = {s � t⇐ c}とする．s ≡ tまたは cはMに関して充足不能
の場合は補題 A.1.6と同様に証明できる．s ≡ s′σかつ t ≡ t′σかつ s′, t′ ∈ T (G,V)かつ

EQ(s′, t′)はMに関して恒真の場合を考える．sg ↔{s�t⇐c} tgとすると，sg ≡ C[s′σσg]

かつ tg ≡ C[t′σσg] かつ cσg は真である．ここで，R は停止性と局所健全性を持つた

め，補題 A.1.3 から C[s′σσg]
∗→R C[s′σNF ] かつ C[t′σσg]

∗→R C[t′σNF ] となる基

底正規形代入 σNF が存在し，cσNF は真である．また，EQ(s′, t′)は恒真であるため，

EQ(s′σNF , t′σNF ) は真である．よって，完全性から s′σNF
∗↔R t′σNF が成り立つ．

ゆえに，sg
∗→R ◦ ∗↔R ◦ ∗←R tg である．

• Expansionのとき，補題 A.1.6 と同様に証明できる．

• EQ-Deletion のとき，補題 A.3.1 より ↔E\E′ ⊆ (
∗→R ◦ ↔E′ ◦ ∗←R ) ∪ ∗↔R ．

よって，成り立つ． �
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