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[概要]本稿では幾何データを利用した幾何的最適配置問題の解決を例にしてデータ構造とアル

ゴリズムを学ぶ教材を提案する．一般に幾何学的なデータ処理を含む問題の解決は困難である

が、C++のクラスライブラリであるLEDA を利用することで数値誤差や位相構造の誤判定から

逃れることができ、問題の解決を容易にし、さらにはプログラミング教材として教材化も可能

になる．問題解決の手順を詳細化し，副問題の解決を通して計算幾何学の基礎を学ぶ教材を提

案する． 
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[Abstract]We propose an educational module for problem-solving and programming for IT
education. The specific domain of data is in geometric and geographic fields. Optimization
of facility location has been dealt with for understanding algorithms of computational
geometry and optimization. The LEDA (Library of Efficient Data types and Algorithms)
has been utilized for developing the educational modules. The strategy of the education
system is featured in that problem are resolved into smaller or sub-problems which are
more easily accessible and more resolvable. 
[Keywords] IT education, Geometrical and Geographical Data Processing,  

Computational Geometry, LEDA 
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１．はじめに 
 近年 ,カーナビゲーションシステムや

ITS(Intelligent Transportation System)など

に代表される地理情報システム（GIS ：
Geographic Information System）の普及に伴

い,地理データあるいは幾何データを用いた情

報の処理はますます重要になってきている．し

かしながらこれらを処理する際に切っても切

り離せない幾何学的なデータ処理を含む問題

は,一般にアルゴリズムとプログラミングの間

のギャップが大きく,解決は困難であることが

多い． 
そこで本稿では,様々なデータ構造や誤差な

し計算を平易に実現できる C++のクラスライ

ブラリ LEDA を用いて,空間オブジェクト（施

設など）の最適配置問題を例にして,問題解決の

方略を示した．さらにその問題解決の手順を副

問題へと分割し,計算幾何学を理解するための

プログラミングを教材例として提案する． 
 

２．幾何情報処理の難しさ 
幾何学的な問題を計算機で処理する際の難

しさは“当たり前のことが当たり前のこととし

て成り立たない”ことがあり,以下のような問題

を引き起こす． 
・ 数値誤差による位相構造の誤判定 
・ 予期しない縮退による処理の破綻 

最初の例としては,「2 本の直線の交点はもちろ

ん両方の直線上にあるが,この当たり前のこと

が計算機上では常に成り立つとは限らない．」

[1]などである．また「位相構造の縮退の有無を

判定するためには数値計算が必要だが,そこに

誤差が入り込む．さらに小さな数値誤差による

位相の誤判定が生じるのは縮退が生じている

ときか,それに近い状況のときである．」[2]とあ

るようにこの 2 つの問題は互いに絡み合って

生じる．これらの問題点を解消するには、当た

り前のことが当たり前のこととして扱える，す

なわち幾何的性質を優先した位相優先法があ

るが,アルゴリズムは難解でコード化は容易で

はない．別の問題解消の方法としては,誤差なし

計算ができるデータタイプを用意することで

あり,本稿で紹介する LEDA（レダ,またはリー

ダと読む）は有理数型のデータタイプや任意の

長さをもつ整数型を用意することで数値誤差

の問題を解決している．また位相構造が縮退す

るような場合でも，処理が破綻しない関数が用

意されている． 
 
３．LEDA とその特長 
 LEDA（Library of Efficient Data types and 
Algorithms の略）はドイツのマックスブラン

ク研究所で開発された C++のクラスライブラ

リで,アルゴリズムとプログラムの差を縮め,複
雑なアルゴリズムも簡単に実装できることを

目標に開発された．LEDA の特長をいくつか挙

げると, 
・ 豊富なデータ構造と制御構造が用意され

ているため,アルゴリズム記述との差が少

なく,分かりやすいプログラムが書ける． 
・ 制限桁数なしの整数型や,有理数型が扱え

るので,計算誤差による影響を最小限にで

きる． 
・ 点，線，面などのデータ型が用意されるな

ど，幾何オブジェクトの表現が豊富で,数値

データの入出力の扱いと同様にして,計算

結果を視覚的に表示することが容易であ

る． 
 
４．なぜ最適配置問題か 
 本稿ではプログラミング教育の教材として

幾何データ処理を扱い、その例としては施設の

最適配置問題を取り上げているが，それは以下

のような理由からである． 
・ 結果を可視化でき，楽しい教材であること 
（動機付けという点からも有効である） 

       2

研究会Temp 
－10－



・ バグがあると，すぐにわかること 
（これも可視化できることによる恩恵である） 
・ 現実世界に即した問題であること 
・ 計算幾何学の基礎となる多くの問題を含 

んでいること 
・ すでに学んだ（であろう）ソートなどのア

ルゴリズムを実際に応用できる場面が多

数あること 
・ 時代の要請により幾何学的なデータ処理

を扱う機会が増えていること 
 
５．最適配置問題解決の方略と教材化 
ここでは Voronoi 図を利用して施設の最適配

置を決定する方略を示し，詳細化の過程を教材

化する． 
５.１ Voronoi 図とは 
 平面上に指定された n 個の異なる点 
P1,P2,…,Pnの集合を S とする．2 点 P, Qの距離を

d ( P , Q )で表す．平面上の点 P で,S に属す点の

うち,最も近いものが Pi であるという性質を持

つものをすべて集めてできる領域を V(Pi)とお

く．すなわち 
V(Pi)=｛P| d ( P , Pi )≦ d ( P , Pｊ), i≠j｝ 
である．ここで V(Pi)を点 PiのVoronoi 領域とい

う．平面全体は n 個の Voronoi 領域に分割され

る．この Voronoi 領域の集合全体を集合 S に対

するVoronoi 図という（Fig.1）． 
 

 
Fig.1 Voronoi 図の例 

 

５.２ 最適配置問題とは 
 例えば,「ある市における選挙投票所を考えた

とき,その地域の住民は必ずしも最も近い投票

所で投票を行っているわけではない．これは行

政上の便宜上の都合であったりする．Fig.1 の

Voronoi 図の母点を選挙投票所としたとき、次

の図（Fig.2）で斜線部分は,最も近い投票所へ

行けない地域の分布を表したものである．この

ような領域に住む住民の数をできるだけ少な

くするには投票所をどのように配置したらよ

いか．」などの問題がある． 

 

Fig.2 投票所（○）を母点としたVoronoi 図と 
実際の投票区の食い違い（斜線部分） 

 
５.３ 地理的最適配置問題解決の方略 
 母点P iに対するVoronoi 領域をV (P i),母点

P iを利用する実際の利用者の地域を A (P i )と
する．コスト関数を（Voronoi 図と実際の投票

区のとの食い違いの面積）×（そこでの人口密

度）すなわち 

µdAVf
S∫ ∩= ji   

（μは共通部分V における重み） ji A∩

として コスト を極小にするように Voronoi

母点を移動させ,（局所）最適配置を求める．簡

単のためここではμが一定の一様分布として

考え,食い違い部分の面積を極小にする母点（投

票所）の配置を考える問題を定式化する．とこ

f
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ろが,この問題はコスト関数を（Voronoi 図と実

際の投票区のとの共通部分の面積）×（そこで

の人口密度）、すなわち 

µdAVg
S∫ ∩= ii   

と書き換えることで次のように換言できる．

「コスト g を極大にするように Voronoi 母点を

移動させ,（局所）最適配置を求める．」 
 
５.４副問題への分割と教材化の例 
一般に問題解決はFig.3のような4つのフェ

ーズで表現できる． 
 

 
Fig.3 問題解決の過程 

 
大岩[4]は「よいプログラムを作るにはそれ

が何のためのプログラムかはっきりさせてか

ら文章化し,目的の詳細化を繰り返していく」と

述べている。よいプログラミング作成へと導く

には問題解決の過程をきちんと辿ることが重

要である．そこで,最適配置を求めていく過程を

詳細化し,副目標を立て,副問題を設定した．以

下はその教材例である．なお詳細化を行う際に

は,各問題が計算幾何学の基礎となる考え方を

含むようにすることを心がけた．これら詳細化

を行った副問題は初等・中等教育段階では達成

されるべき主要な課題としても取り上げるこ

とができるであろう．筆者ら[5]は別報にて、

Voronoi 図の作成について取り上げた．また以

下に示した例題が計算幾何学のどのような内

容を含んでいるか,LEDA に用意されている関

数を利用するとどの程度簡単に記述できるか

もあわせて述べる． 
 

[地理的最適配置を求める課題の詳細化例] 

詳細化の第 1 段階は与えられた点集合から

Voronoi 図を生成することである。以下は

Voronoi 図を構成するための副問題である。 

別報[5]では,効率の悪い Voronoi 図作成の方

法を示した．初等・中等教育段階では素朴な方

法で提示することは教育的には意味があると

考えているが、高等教育段階では計算量につい

ても留意する必要があるであろう。それは計算

幾何学においても計算量という概念を用いて

アルゴリズムの良し悪しを判定するからであ

る．Voronoi 図を構成するプログラムで効率が

よいのは逐次添加法や分割統治法（再帰二分法

とも言う）といわれており,平均 O(n log n)の手

間で計算ができるという．上で示した副々問題

① -1,2 は副問題①を逐次添加法によって

Voronoi 図を構成しようと目指した詳細化であ

る．LEDA では Voronoi 図の計算は関数

Voronoi ( ) が用意されており，平均O(n log n)
の手間で計算できる． 

[副問題①] 
n 個の点から Voronoi 図を構成するプログ

ラムを作成しなさい． 
 [副々問題①-1] 
 3 つの点から Voronoi 図を構成するプロ

グラムを作成しなさい． 
 [副々問題①-2] 
 ①-1で作成したVoronoi図に1点を追加

してVoronoi 図を更新しなさい． 

問題を見つける 

問題を調べる 

問題の解決策を考える 

問題解決を実施する 
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詳細化の第 2 段階は副問題①で求めた

Voronoi 領域と現実の領域との交わりを求める

ことである。それを示したのが以下の副問題②

である。 

 

あ

リ

し

移

係

ム

 

L
に

の

題

て

何学的な問題は凸包構成問題に帰着させるこ

とができるので，凸包は計算幾何学を理解する

上では必要不可欠な概念である．しかし凸包に

ついて学ばせるべきことは非常に多いので、別

の機会に学ばせることが適当と考えた。 
以下の副問題③は前問②で求めた共通部分

の面積を求める問題である。 

副問題③-1 はすでに副問題②-1 で平面走査法

（台形になる）を求め，合計しなさい． 

 

[副問題②] 
各母点の Voronoi 領域の境界と現実の境界

との共通部分を描画しなさい． 
 [副々問題②-1] 
 各母点の Voronoi 領域の境界と現実の境

界をなすm個の端点をリストに格納し，

x 座標の小さいものから順に並べなさ

い． 
  [副々々問題②-1-ⅰ] 

Voronoi 領域をなす点のリストに対し

てその点集合の凸包を求めなさい 

副問題②は主に平面走査法に関わる問題で

る．平面走査法は幾何的問題に特有のアルゴ

ズムであり，平面上に与えられた対象物に対

てy軸に平行な仮想的な走査線を左から右に

動させ検査を行い，対象物と走査線の位置関

から交点の情報などを報告するアルゴリズ

である(Fig.4)． 

 
Fig.4 平面走査法によって 
多角形の交わりを求める 

実は副々々問題②-1-ⅰの問題であるが， 
EDA にはCONVEX_HULL_S( )としてすで

関数が用意されている．深いレベルの詳細化

実現は LEDA が請け負ってくれるので，問

解決の本線から外れることなく考えを進め

いけるのは LEDA の強みである．多くの幾

   5
[副問題③] 
各母点の Voronoi 領域の境界と現実の境界

との共通部分の面積を求めなさい． 
 [副々問題③-1] 
 y軸に垂直な直線でm+1個の領域に分割

し,それぞれの領域での共通部分の面積
を行った際に領域は台形に分割されている．

（Fig.4 の斜線部分は y 軸に平行な直線によっ

て５つの台形に分割されているのがわかる。）

これとは別の方法で多角形の面積を求めるこ

ともできる。多角形をなす点のリストが反時計

回りに読み込まれていれば，その多角形の面積

は重みつき面積として求められる．LEDA では

重みつき面積はPolygon.area ( )という関数で

用意されている． 
 そして最後に共通部分の面積が極大になる

ように母点の配置を求めて処理が完了する。 
[副問題④] 
各母点に着目し,微小な移動をさせたとき,最
も食い違いの面積の減少する方向と変化量
母点を移動するとVoronoi図が更新されるの

で現実の境界との共通部分も更新される．副問

題①～④までの手順を繰り返し行い，コスト関

数を評価する．コストの値が閾値以下になった

ら処理を停止させる．停止したときの点配置が

局所最適解の場所となる． 

を求めなさい. 
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６．まとめ 
LEDA の用意する豊富なデータ型，データ構

造や制御構造のおかげで，コード化する際の計

算誤差や位相の誤判定といった困難を避けら

れるのは，プログラマにとって作業を容易にし，

問題解決の本質を見失わずに済む．それにより

本稿で示したような複雑なアルゴリズムも実

装が可能になる．やはりアルゴリズムの理解に

は，プログラムを実装し実行してみることが必

要である．また幾何的なプログラミングのよさ

としては，バグのあるプログラムは当然，可視

化機能が作動せず、間違いだとすぐにわかるこ

と、また正しく実装され、結果が可視化されれ

ば誤りを見つけやすくなることである．プログ

ラミング教育では人間が命令して要求どおり

に計算機を動かす能力を身に付けさせなけれ

ばならないが，本稿で扱った幾何学的な問題解

決を含むプログラミング教育の教材例はその

能力のみならず，プログラミングの面白さまで

伝えることのできる教材になったのではない

かと考えている． 
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