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あらまし : 複数のカメラ間の位置や姿勢の情報はカメラ画像をもとに対象物の形状を復元したり、ロボッ

トを誘導するうえで非常に重要である。カメラが 3台存在する場合にはこれらのカメラ間の位置や姿勢の

情報は一般に trifocal tensorによって表すことができる。従って、trifocal tensorの計算は、複数の画像を

用いる様々なアプリケーションにおいて非常に重要である。しかし、一般に画像から trifocal tensorを安

定に計算することは難しいことが知られている。そこで本研究では、お互いのカメラを相互に投影し合う

ことにより trifocal tensorを安定に計算する方法を提案する。特に、1つのカメラが他の 2つのカメラに

投影されている場合は 5点から、また、2つのカメラがそれぞれ他の 2つのカメラに投影されている場合

は 4点から、そして、全てのカメラが相互に投影されている場合は 2点の対応点から線形に trifocal

tensorを求めることができることを示す。また提案法を用いることにより、対象物の形状復元が安定化す

ることを示す。
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Abstract : The computation of trifocal tensor is very important for computing camera motions and

reconstructing the shape of objects. However computation of trifocal tensor is very sensitive to image

noise. Thus, in this paper, we propose a robust method for computing trifocal tensor by projecting three

cameras each other. Especially, we show that if a single camera is projected to the other two cameras,

trifocal tensor can be computed from �ve image points, if two cameras are projected to the other, it can

be computed from four image points, and if all cameras are projected to each other, it can be computed

from just two image points linearly and reliably. We also show that by using the proposed method, we

can reconstruct object shapes accurately

Keywords : mutual projection, trifocal tensor, projective reconstruction

1

研究会Temp 
コンピュータビジョンとイ  メ  ー  ジ メ  デ ィ  ア

研究会Temp 
130－ 1

研究会Temp 
（２００１．１１． ８）

研究会Temp 
－1－



1 はじめに
近年、コンピュータビジョンにおいて、複数の視

点から得られたカメラ画像から 3次元形状の復元

を行う研究や [7],[10]、指定した目的地点へ移動ロ

ボットを誘導させる視覚誘導や視覚サーボ [2],[5],[6]

の研究がさかんに行われている。さらには、内部

パラメータや外部パラメータが未知であるような

未校正のカメラから得られる情報についての研究

も進められており [7],[8]、過去に撮られた複数の画

像から建造物等の 3次元形状を復元し、仮想空間

や現実空間に融合する複合現実感の研究も進んで

いる [1],[9]。

以上のように複数の画像を用いて 3次元形状の

復元や視覚誘導を行うためには、それぞれの画像

を撮影したカメラがどの位置に、どのような姿勢

で存在するかというカメラ運動の情報を取得する

ことが必要不可欠である。このような複数のカメ

ラ間の相対的な位置や姿勢などの情報はエピポー

ラ幾何によって表される。そして、エピポーラ幾

何は 2枚の画像間では 7自由度の fundamental行

列、3枚の画像間では 18自由度の trifocal tensor、

4枚の画像間では 29自由度の Quadrifocal tensor

で記述され、画像を 2枚から 4枚まで増やすこと

によりカメラ画像間においてより多くの拘束条件

が得られることが知られている [11]。

これまでに fundamental行列や trifocal tensor

は画像上の複数の投影点から線形解法により求め

る方法が提案されている。しかし、このような計

算法は画像ノイズや投影条件に大きく影響を受け

ることが知られており、安定に計算するこのは非

常に難しい。fundamental行列や trifocal tensorは

エピポールとエピポーラ・ホモグラフィーによって

構成されるが、本研究室では 2つのカメラを相互

に投影し合うことにより、それらのカメラの投影

像として画像中から直接エピポールの情報を取得

し、この情報を用いることにより 2つのカメラ間

のエピポーラ幾何を安定に計算する手法を提案し

てきた [4]。本論文はこれを 3つのカメラ間のエピ

ポーラ幾何に拡張し、3つのカメラを相互に投影し

合うことで trifocal tensorを線形計算で安定に求

める手法を提案する。一般に trifocal tensorを線形

に計算するには、対象物上の最低 7点の対応点が

必要であることが知られている。これに対し、本

稿では、1つのカメラが他の 2つのカメラに投影さ

れている場合は 5点から、2つのカメラがそれぞれ
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図 2: エピポーラ・ホモグラフィー

他の 2つのカメラに投影されている場合は 4 点か

ら、また、全てのカメラが相互に投影されている場

合には対象物上の 2点の対応点から線形に trifocal

tensorを求めることができることを示す。

以下ではまずカメラを相互投影し、投影像から

直接エピポールの情報を取得し、線形計算により

安定に trifocal tensorを求める手法を提案する。次

に従来法と提案法での安定性の比較について示す。

2 エピポーラ幾何
よく知られているように、複数のカメラの相対的

な位置や姿勢などの関係はエピポーラ幾何によって

記述できる。3つのカメラ間でのエピポーラ幾何で

は、視点Ciのカメラの画像中に視点Cjのカメラは

エピポール eij としてそれぞれ相互に投影される。

また、図 1のように空間中の点Xがそれぞれのカ

メラに投影されている場合、その投影像を、em1 =

[ u1 v1 w1 ]>; em2 = [ u2 v2 w2 ]>; em3 =

[ u3 v3 w3 ]>、各カメラ行列を P1;P2;P3 で

表すと、次の方程式が成り立つ。

s1 em1 = P1
eX (1)

s2 em2 = P2
eX (2)

s3 em3 = P3
eX (3)
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ここで、s1; s2; s3は 0以外の実数である。このと

き、投影像m1;m2;m3間には次式のような拘束式

が成り立つ。

[ em2]�G( em1)[ em3]� = 03 (4)

（03は 0を要素とする 3� 3の行列）また、G( em1)

は、次式で表されるような 3� 3の行列である。

G( em1) = u1T1 + v1T2 + w1T3 (5)

ここで、T1;T2;T3はそれぞれ 3�3の行列であり、

これらの T1;T2;T3からなる [ T1 T2 T3 ]が

trifocal tensorである。

trifocal tensorは全部で 18自由度を持つが、そ

の内わけは、自由度 2の六つのエピポールと、二

つの自由度 3のエピポーラ・ホモグラフィーであ

る。エピポール eeij はカメラの並進運動を表し、エ

ピポーラ・ホモグラフィーは図 2に示すように、あ

るカメラの画像中のエピポーラ線を他の画像中の

エピポーラ線に変換する自由度 3の一次元射影変

換であるが各カメラ間の 3つのエピポーラ・ホモ

グラフィーのうち独立なものは 2つのみであるた

め、trifocal tensorに含まれるエピポーラ・ホモグ

ラフィー全体の自由度は 6となる。

G( em1)の i行 j 列の要素を gij で表し、式 (4)

を展開すると次のような 4つの独立な拘束式が得

られる。

�w2w3g22 + w2v3g23 + v2w3g32 � v2v3g33 = 0

w2w3g21 � w2u3g23 � v2w3g31 + v2u3g33 = 0

w2w3g12 � w2v3g13 � u2w3g32 + u2v3g33 = 0

�w2w3g11 + w2u3g13 + u2w3g31 � u2u3g33 = 0

(6)

ここで gij は Tk の i 行 j 列の要素 tkij を用いて

gij = u1t1ij + v1t2ij + w1t3ij と表される変数で

ある。

trifocal tensorは未知数が 27であり、また定数

倍の不定性があるので 26個の拘束式があれば線形

に求めることができる。式 (6)に示したように、1

組の対応点からは 4つの拘束式が得られるから、7

組の対応点があれば、合計 7� 4 = 28個の拘束式

が得られ、線形に trifocal tensorを求めることが

できる。しかし、このような求め方は非常にノイ

ズに弱いことが知られている。
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C3

(a)1組の eが求まる場合 (b)2組の eが求まる場合

C1

C2

C3

(c)全ての eが求まる場合

図 3: カメラの相互射影

3 エピポールの相互射影による trifocal

tensorの計算
そこで、本稿ではカメラがお互いに投影し合っ

ている場合に、これらの投影像をエピポールとし

て直接求めることにより、trifocal tensorを安定に

計算する手法を提案する。3つのカメラが存在する

場合には、これらの内の 1つが他の 2つのカメラ

に投影されている場合や、2つのカメラがそれぞれ

他の 2つに投影されている場合や、3つのカメラが

お互いに投影し合っている場合などがある。

1つのカメラが他の 2つのカメラに投影されて

いる場合、2自由度のエピポールが画像中から直接

2つ求めることができるので、trifocal tensorの残

りの 14自由度を 5組の対応点から決定することが

可能となる。また、2つのカメラがそれぞれ他の 2

つのカメラに投影されている場合は 4つのエピポー

ルが画像中から直接求まるので、残りの 10自由度

を 4組の対応点から求めることができる。そして、

全てのカメラが相互に投影されている場合は 6つ

のエピポールが画像中から直接求まるので、残り

の 6自由度を 2組の対応点から求めることができ、

trifocal tensorを決定することが可能となる。以下

では、これらの方法について詳しく述べる。
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3.1 1組のエピポールが求まっている場合
まず図 3の (a)のように視点 C3にあるカメラ

が視点 C1;C2にあるカメラに投影されている場合

を考える。

視点 C3に対する C1 上のエピポール e13とは、

視点 C3におけるどのような点m3に対しても (4)

式が成り立つようなm1を表す。同様に、視点C3に

対するC2上のエピポール e23はどのようなm3に

おいても (4)式が成り立つようなm2を表す。従っ

て、どのようなm3においても、(4)式が成り立つ

ことから、e13; e23に関して次の方程式が成り立つ

ことがわかる。

[ee23]�G(ee13) = 03 (7)

この式を展開すると trifocal tensorに関する 6つ

の独立な拘束式を得ることができる。

また、1組の対応点m1;m2;m3には式 (4)が成

り立つため、式 (7)より 5組の対応点が存在すれ

ば trifocal tensorに関する 20個の拘束式を得るこ

とができる。従って、5組の対応点と 1 組のエピ

ポールから式 (6),(7)より合計 26 個の拘束式が得

られるので、これらの式を解くことにより、trifocal

tensorを線形に計算することができる。

以上より、ある 1つのカメラが他の 2つのカメラ

に投影されている場合は 5組の対応点から trifocal

tensorを線形に決定することが可能であることが

わかる。
3.2 2組のエピポールが求まっている場合
次に、図 3(b)に示すように、さらに視点 C2が

視点 C1と C3に投影されている場合を考える。こ

の場合はさらに、エピポール e12; e32を画像中から

直接求めることが可能となる。

従って、まず先と同様に、エピポール e13; e23か

ら式 (7)より trifocal tensorに関する 6つの独立な

拘束式が得られる。

また、先と同様に、エピポール e12; e32とはm2

がどんな点であっても式 (4)が成り立つようなm1;m3

を表す。従って、式 (4)と e12; e32より次式が成り

立つことがわかる。

G(ee12)[ee32]� = 03 (8)

この式を展開すると trifocal tensorに関する 6つ

の拘束式が新たに得られる。従って、エピポール

e13; e23; e12; e32が画像から得ることができれば、

(7),(8)式からそれぞれ 6個の拘束が得られる。ま

た、4組の対応点が存在すれば式 (6)により 16個の

拘束が得られるため、合計 28個の trifocal tensor

に関する拘束式を得ることができ、これらの式を

解くことにより、trifocal tensorを線形に計算する

ことができる。

以上より、2つのカメラがそれぞれ他の 2つの

カメラに投影されている場合は 4組の対応点から

trifocal tensorを線形に決定することが可能である

ことがわかる。
3.3 全てのエピポールが求まっている場合
次に、図 3(c)のように、さらに視点C1も他の

2つのカメラに投影されて、全てのエピポールが求

まっている場合を考える。この場合はさらにエピ

ポール e21; e31を画像から直接求めることが可能と

なる。

まず、先と同様に e13; e23; e12; e32 と式 (7),(8)

より、trifocal tensorに関する合計12個の拘束式が

得られる。ここで、式 (4)を次のように変形する。

u1[ em2]�T1[ em3]� + v1[ em2]�T2[ em3]�

+w1[ em2]�T3[ em3]�=03 (9)

先と同様に、エピポール e21; e31 とは m1がどん

な点であっても式 (6)が成り立つようなm2;m3を

表す。すなわちどのような u1; v1; w1であっても式

(9)が成り立つ。従って、式 (9)と e21; e31より次

式が成り立つことがわかる。(i = 1; 2; 3)

[ee21]�Ti[ee31]� = 03 (10)

この式を展開すると trifocal tensorに関する 6つの

拘束式が新たに得られる。従って、全てのエピポー

ルが画像から得ることができれば、(7),(8),(10)か

らそれぞれ 6個の拘束が得られる。

また、2組の対応点が存在すれば式 (6)より 8個

の拘束が得られ、合計 26 個の trifocal tensorに関

する拘束式を得ることができる。従って、これら

の式を解くことにより、trifocal tensorを線形に計

算することができる。

以上より、全てのカメラが相互に投影されてい

る場合は 2組の対応点から trifocal tensorを線形

に決定することが可能であることがわかる。
3.4 提案法のまとめ
本論文での提案法と従来法との比較を表 1にま

とめる。従来法では 18 自由度の trifocal tensorを

線形計算によって求めるためには、最低 26個の拘

束式を得るために 7点の対応点が必要であった。こ

4
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表 1: 従来法と提案法の比較
画像中の 計算すべき 線形法に

エピポール 自由度 必要な

の組数 最小対応点

0 18 7

1 14 5

2 10 4

3 6 2

れに対し、今回提案した方法では、1つのカメラが

他の 2つのカメラに投影されている場合は、残り

の 14自由度をを計算するためには 20個の拘束式、

すなわち対応点 5組のみを必要とし、また、2つの

カメラがそれぞれ他の 2つのカメラに投影されて

いる場合は、残り 10自由度を計算するために 14

個の拘束式、すなわち対応点 4組のみを、そして

全てのカメラがそれぞれ相互に投影されている場

合は、残り 6自由度を計算するために 8個の拘束

式、すなわち対応点 2組のみを必要とする。

次に、このような相互射影の条件が満たされる

確率について考える。従来法では、3つのカメラに

おいて同一の対象物が観測できればよかった。今、

カメラの視野領域を立体角 �で表すと、1つのカメ

ラにある対象物が存在する確率は �
4�
である。従っ

て、3つのカメラの視野領域に同一対象物が存在す

る確率は ( �
4�
)3であることがわかる。これに対し、

さらに図 3のように 1つのカメラが他の 2つのカ

メラに投影されている確率は ( �
4�
)5となる。また、

2つのカメラがそれぞれ他の 2 つのカメラに投影

されている確率は ( �
4�
)7、そして、全てのカメラが

相互に投影されている場合の確率は ( �
4�
)9となる。

これをグラフ化すると、図 4のようになる。図 4

では各手法を、それを用いるのに最低必要な対応

点の数で表している。図 4より明らかなように視

野領域の小さなカメラでは提案法における存在確

率は従来法に比べて小さく、カメラ位置、姿勢が

大きく制限される。これに対し視野領域の大きい

全方位カメラなどを使用すれば図 4に見るように、

提案法であっても存在確率が大きくなり、従来法

と遜色ない確率で使用可能となる。

4 実験
以上、述べた理論を用いて、シミュレーション

実験による trifocal tensorの計算の安定性評価、お

図 4: 相互射影の存在確率
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図 5: 投影像

よび実画像による形状復元実験などを行い、本論

文で提案した手法の有効性を示す。
4.1 trifocal tensorの安定性評価

図 5のように 3つのカメラにそれぞれ対象物が

投影されているとする。ここで、画像中の白丸は

各エピポールを表す。

まず初めに、画像ノイズを印加した場合に従来

法と提案法による trifocal tensorの計算を行い、そ

れぞれの trifocal tensorの比較を行った。

図 5の各投影点に標準偏差 1pixelの画像ノイズ

を印加してそれぞれの手法で trifocal tensorの計

算を 100回行ない、真の trifocal tensorとの差を

評価した。その結果を図 6に示す。横軸はそれぞれ

の手法に最低必要な対応点の数を表し、縦軸は求

めた trifocal tensorとノイズのない場合の trifocal

tensorの各要素の二乗誤差の平均を表す。このと
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図 6: trifocal tensor計算の安定性

き、trifocal tensorには定数倍の不定性が存在する

ため、trifocal tensorの各要素の二乗和が 1になる

ように正規化して評価した。図 6より、従来法に

よる結果では非常に誤差が大きく、安定に trifocal

tensorが計算できていないのに対して、提案法に

よる結果は従来法と比較すると格段に誤差が小さ

く、非常に安定に trifocal tensorを計算できている

ことがわかる。
4.2 各手法における trifocal tensorの要素

の安定性
次に trifocal tensorの要素であるエピポールとエ

ピポーラ・ホモグラフィーの安定性の評価を行った。

初めにエピポールの安定性について示す。まず、

従来法によって求めたエピポールの安定性を図 7の

(a)に示す。これに対して、1組のエピポールを用

いた提案法と 2組のエピポールを用いた提案法に

より trifocal tensorを求めた時の残りのエピポー

ルの安定性を図 7の (b),(c)に示す。これらの図中

の楕円は、先と同様に画像にノイズを印加した場

合に、求めた trifocal tensorを用いて計算したエピ

ポールの 2�の不確定領域を表している。これら 3

つの図を比較すると、画像からエピポールを直接

求める提案法において、エピポール計算の安定性

が格段に向上していることがわかる。

次に、エピポーラ・ホモグラフィーの安定性の

評価の結果を行った。しかし、エピポーラ・ホモグ

ラフィーの安定性の評価は直感的に理解しにくい

ので、ここではエピポーラ線の安定性として評価

した。その結果を図 8に示す。(a)は従来法、(b)

は全てのカメラが相互に投影されている場合にお

いて、、第 1画像中で 0 ，゚45 ，゚90 ，゚135゜の傾
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(a)従来法
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(b)1組の e使用
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(c)2組の e使用

図 7: エピポールの不確定領域

きを持つ 4つのエピポーラ線が第 2画像中のエピ

ポーラ線へ 1次元射影変換された場合の不確定領

域を表している。図中の点はエピポールであり、エ

ピポール上を通る 4組の 2直線は、それぞれ 1次

元射影変換されたエピポーラ線に対する 2�の不確

定領域を表している。これらの結果を比較すると、

おおむねの角度ではエピポーラ・ホモグラフィー

の計算においても、従来法による計算よりも提案

法による計算の方が安定性が高いことがわかる。
4.3 射影復元における trifocal tensorの定

量的評価
次に提案法による射影復元の安定性を定量的に

評価する。図 5のように 3つのカメラによってそれ

ぞれ対象物が投影されているとする。これらの画

像中の各投影点とエピポールにそれぞれ標準偏差

1pixelの画像ノイズを印加して射影復元を 100回

繰り返し行った。その復元結果を図 9(a)～(d)に、

また、(e)に正しい復元結果を示す。図 9(a)は従来
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(a)従来法

(b)全ての e使用

図 8: エピポーラ・ホモグラフィー

法を、また (b)は 1組のエピポールを画像から直

接求めた場合を、(c)は 2組のエピポールを画像か

ら直接求めた場合を、そして (d)は全てのエピポー

ルを画像から直接求めた場合の射影復元の結果で

ある。図中の楕円体は各点の復元結果に対する 3�

の不確定領域を表している。従来法では各点の不

確定領域が大きく、安定に復元することが困難で

あることがわかる。これに対して、エピポールを

直接画像から求めた場合は非常に安定に復元でき

ていることがわかる。
4.4 実画像による射影復元
次に、実画像を用いた射影復元について示す。本

実験は図 10のような画像を用いて、従来法と 1組

のエピポールを画像から直接求めた場合にそれぞ

れ trifocal tensorを計算し、それを用いて射影復元

を行い、それぞれの復元精度を比較した。従来法

では画像中の 7組の対応点から trifocal tensorを

計算し復元を行い、また、1組のエピポールを画像

(a)従来法 (b)1組の e使用

(c)2組の e使用 (d))全ての e使用

(e)正しい復元例

図 9: 復元結果

中から直接求めた場合は画像中の 5組の対応点か

ら trifocal tensorを計算し復元を行った。その結果

を図 11に示す。これらの図より、従来法による復

元では、形が大きく歪み、安定に復元できていな

いのに対し、提案法による復元では非常に安定に

形状復元できていることがわかる。

5 まとめ
本論文ではカメラを相互投影することにより tri-

focal tensorをより安定に計算する手法を提案した。

1つのカメラが他の 2つのカメラに投影されている

場合は 5点から、2つのカメラがそれぞれ他の 2つ

のカメラに投影されている場合は 4点から、また、

7

研究会Temp 
－7－



(a) (b)

(e)

図 10: 実画像による投影像

全てのカメラが相互に投影されている場合には対

象物上の 2点の対応点から線形に trifocal tensorを

計算可能であることを示した。実際に提案法を用

いて trifocal tensorの計算を行い、射影復元に応

用して提案法の有効性を示した。このようにカメ

ラの相互射影を行う場合には、カメラ位置が大き

く制限されてしまうが、全方位カメラなどを用い

ればこの問題は解決できる。

今後はカメラが 4つ以上の場合において、カメ

ラ間の相対関係を相互射影により安定に計算する

方法を考えていく。
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