
                             
 

 1

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. は  じ  め  に  

CAD や CG の形状モデリングで用いられる代表的な

自由曲線・曲面に B-スプラインがある．B-スプラインは，

モデリングだけでなく，計測点の内挿としても用いられ

ている．高周波ノイズがのった計測点を B-スプラインで

内挿する場合，内挿に先立って高周波ノイズの除去が必

要になる． 
著者らは，計測点の高周波ノイズ除去と，B-スプライ 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ンの制御点の計算を，ともに周波数スペクトル領域で行 
う方法を提示した 1)．これは，まず計測点に離散的フー

リエ変換を施し，高周波成分をカットする．続いて，こ

れに係数関数を掛け合わせフーリエ逆変換することに

より，B-スプラインの制御点を得るものである．B-スプ

ラインの制御点の計算を実空間で行うには連立 1次方程

式を解かなければならないが，この方法では空間周波数

領域（以下単に周波数と表現）における係数関数との乗

算に置き換えるため，計算コストが小さくなる． 
ところで 1917 年に Radon は，2 次元の関数がそのあら

ゆる方向の 1 次元射影から完全に求まることを示した 2)．

元の関数からこの射影を得る操作を Radon 変換という．

一方，投影画像から画像を再構成する変換が逆 Radon 変

換である．射影の 1 次元フーリエ積分は，原画像の 2 次
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元フーリエ積分における，原点を通る一断面に等しく

（これを投影定理という），これを 2 次元逆フーリエ変

換することにより原画像を復元する．投影定理は，X 線

CT，SPECT 3)，磁界分布測定 4) などコンピュータトモグ

ラフィ技術の基本的な理論である． 
投影定理を用いた画像再構成の主流は，実空間でフィ

ルタ処理を行うコンボリューション法である 5)．ただし，

これには復元された原画像の輪郭がぼけるという欠点

がある．極座標系で得られた射影データにフィルタ処理

を施し，これを直交座標系の格子点に座標変換する際に

線形補間が必要になるが，この内挿における誤差が大き

く影響する．フィルタ処理された射影の空間周波数が高

く，直線補間では追従しきれないためである．このため

逆投影した原画像の輪郭がぼけ，鮮明な画像が得られな

い． 
本稿では，フィルタ処理された一次元射影から原画像

を復元する際の座標変換に，B-スプラインを用いた曲線

補間を適用し，逆投影画像の輪郭を鮮明に保つ方法を提

示する．この方法は，コンボリューション法と等価なフ

ィルタ補正逆投影法を用い，周波数領域におけるフィル

タ演算と係数関数との乗算を同時に行う．このため，制

御点を計算するための連立 1次方程式を解く必要がない． 
以下に本稿の構成を述べる．2 章では，B-スプライン

のフーリエ変換法について解説する．3 章では，投影定

理への応用について検討する．4 章では，本手法を従来

法と比較し性能評価を行い，5 章で本稿のまとめを行う． 

2.  B-スプライン曲面のフーリエ変換 

本章では，B-スプライン曲線のフーリエ積分を計測

点の離散的フーリエ変換から求める方法を示す．また，

B-スプライン曲線・曲面の制御点を計測点の離散的フ

ーリエ変換から求める手順について説明する． 
2.1 B-スプライン基底関数と矩形関数 
式(1)の矩形関数 rect(t)を r0(t)とおく． 
           1      | t |≦1/2              (1) 
          0   | t |＞1/2  
矩形関数 r0(t)に対する自己相関演算をm回繰り返した

関数を rm(t)とする．RECT 関数の左右対称性を利用する

と，rm(t)は次式のたたみこみ演算の形に書ける． 
 
式(1)を式(2)に代入して順次解くと，次式が得られる． 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
さて，階数 M，次数 m = M - 1 の B-スプライン基底関

Nk, M(t) は，次式で表現される． 
 
 
 

式(3)と(4)を比較して，次式を得る． 
Nk, M(t) = rm( t +M/2- 1- k )               (5) 
これより，B-スプライン基底関数 Nk, M(t) は，矩形関

数の繰り返し自己相関演算関数 rm(t)を，M/2-1- k だけ

平行移動して得られることがわかる． 
2.2  B-スプライン曲線のフーリエ積分 
B-スプライン基底関数Nk, M(t)と矩形関数の繰り返し自

己相関演算関数 rm(t)の関係を利用し，B-スプライン曲線

のフーリエ積分を求める．ここで rm (t)のフーリエ積分

を Rm (u) とすると，式(1)より， 
R0 (u) = FT{ r0(t) }= FT{rect(t)} = sinc(u)          (6) 

ここに，FT{ f }は関数 f のフーリエ変換を意味するもの

とする．続いて式(2)をフーリエ変換する．空間領域にお

ける 2つの関数のたたみこみは周波数領域における乗算

と等しいため，次式を得る． 
Rm+1(u) = FT{(rm* r0)(t)} = Rm(u) R0 (u)       (7) 

式(6)を初期値とし，式(7)を順次計算して次式を得る． 
Rm(u) = sincm+1(u)                     
さて，N 個の制御点 qkからなる B-スプライン曲線 p(t)

は次式で与えられる． 
 

 

式(5)を用いて変形すると，  
 
 
ここに r’m(t) = rm(t + M/2 - 1) ，q(n) = qn である． 
B-スプライン曲線 p(t)のフーリエ積分 P(u)は，式(9)
をフーリエ変換して得られる．付録 A.1 より， 
 
ここに，u = n/N , Q*(u)は制御点 q(tn) = qn の離散的
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図 1 矩形関数の繰り返し自己相関関数 rm(t) 

t 
0 1 -1

1
r0(t) 

r1(t) 

r2(t) 

  (4)               )(
1

)1(
!

1   )(
0

,
m

Mi

i
Mk kimt

i
m

m
tN +

≤≤

−−+






 +
−= ∑

                  ) ,, 1 ,0(          mk L=

  (8)                       )0(         )( )(
1

0
,∑

−

=

−≤≤=
N

k
kMk MNttNt qp

  (9)            )( )(  )12/( )(
1

0

1

0

'∑ ∑
−

=

−

=

−=−−+=
N

k

N

k
mkm ktrkkMtrt qqp

                                     )()( })({FT )( '* uRuNtu mQpP ==

rect(t)= 

r0(t)= 

0             otherwise  

研究会Temp 
 

研究会Temp 
－64－



                             
 

 3

フーリエ変換である． 
また，R’

m(u)は r’
 m (t)のフーリエ積分であって， 

 
 
よって，次式を得る． 
 
ただし，ここでは制御点 qn の離散的フーリエ変換

Q*(u)が未知であるため，上式から直接，B-スプライン曲

線のフーリエ積分 P(u)を求めることはできない． 
2.3 離散的フーリエ変換を用いた制御点の計算 
さて，式(8)でノットベクトル t をノット t nにおくと， 

M=1 の場合，式(4)による平行移動の性質 Nk, M (n)   
= Nk-n, M (0) を用いて，次式を得る． 
 
 
M≧2 の場合， 
 
 
 
これに離散的フーリエ変換を施して次式を得る． 
 
 
式（10）,(11)と離散的フーリエ変換の k = N の周期

性から，次式を得る． 
   P(u) = N P*(u) C’m(u)            (12) 
ここに，P*(u)は既知の計測点 p(tn) = pn の離散的フ

ーリエ変換であって，FFT を使って高速に求めるこ

とができる．なお，DFT{ f }は関数 f の離散的フー

リエ変換を意味するものとする． 
 P*(u) = DFT{ pn }               (13) 
式(12)と式(13)により,B-スプライン曲線のフーリエ

積分 P(u)は，計測点の離散的フーリエ変換 P*(u)と
係数関数 C’m(u)を用いて求めることができる．この

結果は，スプライン曲線のフーリエ積分を示した文

献 6)の結果と一致する．なお，係数関数 C’m(u)を表

1 に掲げる．  
B-スプライン曲面のフーリエ積分 P(ux, uy)も同様に､

計測点 pkl = p(xk, yl )の離散的フーリエ変換である

P*( ux, uy )と係数関数を用いて，次式で与えられる． 
   P(ux, uy) = Nx Ny P*( ux, uy ) C’m(ux) C’m(uy)  
さて，式(10)と式(12)より次式が成立する．  
 
 
 
 

表 1 次数 m と係数関数 C’m(u)の関係 
M m C’m(u) 
1 0 sinc(u)e -jπu 
2 1 sinc2(u) 
3 2 sinc3(u)/cos(πu) 
4 3 3sinc4(u)/{2+cos(2πu)} 
5 4 12sinc5(u)/{11 cos(πu)+cos(3πu)} 
 

表 2 次数 m と係数関数 Cm(u)の関係 
M m Cm(u) 
1 0 1 
2 1 1 
3 2 e -jπu/cos(πu) 
4 3 3e -j2πu/{2+cos(2πu)} 
5 4 12e -j3πu/{11 cos(πu)+cos(3πu)} 
 
表 2 に係数関数 Cm(u)を示す． 
これに，離散的フーリエ逆変換をほどこせば制御点

qn を得る． 
 qn =DFT-1{Q* (u)}             

よって，制御点 qn は計測点 pn の離散的フーリエ変

換 P*(u)を求め，これに係数関数 Cm(u)を掛けて制御

点の離散的フーリエ変換 Q*(u)を求めた後に，離散

的フーリエ逆変換することによって得る．これは

FFT サブルーチンを用いて，高速に計算することが

できる． 
また，この制御点 qn を求める手順は，図 2 に示す

ようにデータ数 N の周期で波形が繰り返す離散的

フーリエ変換の性質を利用している．よって､次式

が成立する．  
  pk+N = pk  
  qk+N = qk                   
  q(t+N) = q(t+N)  
このため，ノットベクトルは多重にはならない． 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

図 2 周期的な B-スプライン曲線（N = 8） 
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 B-スプライン曲面の制御点 Qkl の離散的フーリエ

変換である Q*( ux, uy ) も同様にして求めることが

できる． 
 
制御点 qkl は，これを離散的フーリエ逆変換して得

られる． 

3. 投影定理への応用 

 X 線 CT などに使われる，投影定理を用いた原画

像復元では輪郭が鮮明にならない．本章では，この

投影定理を用いた従来の画像再構成法の問題点に

ついて述べた上で，B-スプラインのフーリエ変換を

これに応用して，輪郭を鮮明に復元する方法を示す． 
3.1 コンボリューション法 

Radon 変換は 2 次元の原画像 f(x, y) を x 軸となす

角度がθである s 軸に投影して，射影 g(s,θ)を作り 
出す変換である．これを次式に示す． 
 
 
ここにδ(x)はデルタ関数である．射影 g(s,θ)のθ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 3 投影定理を用いた画像再構成のしくみ 

における 1 次元フーリエ積分 Gθ(ξ)と原画像の 2
次元フーリエ積分 F(ux, uy)との間には，次式の関係

がある（投影定理）． 
 
投影定理を用いて，フーリエ積分 F(ux, uy)を復元し，

これをフーリエ逆変換することにより原画像を再

構成する． 
 
 
ところで，投影定理を直接的に用いて原画像を復元す

ると，周波数領域における極座標の点(ξ,θ)から直交座

標の格子点（u , v）への変換で行う内挿で誤差が生じる．

これが空間領域全体にわたってアーチファクト（虚像）

を発生させるため実用的ではない．このため，極座標の

点から直交座標の格子点への変換を，実空間で行えるよ

うに工夫が必要である． 
ここで，ux =ξcosθ，uy =ξcosθなる変換を施し，式

(16)に代入すると， 
 
 
これに投影定理（15）を代入するとして次式を得る． 
 
 
射影の 1 次元フーリエ積分 Gθ(ξ)にフィルタ H(ξ) = 

|ξ|を掛け，これをフーリエ逆変換した関数を g’(s,θ)と
する．すなわち， 

g’(s,θ) = FT -1{ H(ξ) Gθ(ξ) }         (18) 
これを式(17)に代入して， 
 
 
フィルタ補正逆投影法は，射影のフーリエ積分 Gθ(ξ)

にフイルタ関数 H(ξ) を掛け，これをフーリエ逆変換し

て射影 g’(s,θ)として求める方法である．このフィルタ

処理された射影をθ方向に積分して，原画像を復元する．

極座標の点 (s,θ) から直交座標の格子点（x , y）への変

換は実空間で行えるため，アーチファクトが生じない． 
式(18)において，周波数領域における乗算を，実空間

におけるコンボリューションの形に置き換えると， 
g’(s,θ) = FT -1{ H(ξ) }*g(s,θ)         

となる．これをθ方向に積分して原画像を復元する方法

がコンボリューション法である． 
さて，実際の CT では投影角度θは離散的である．そ

こで，投影のサンプリング数を N として，原画像を復元

する式(19)を書き換えると， 
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となる．ここに，Δθ=π/N である． 
ここで，g’(xcosθl + ysinθl ,θl ) は離散的に求められた

g’(sk ,θl) から線形補間によって求められる．すなわち，

s のサンプリング間隔をΔs とし， 
st = xcosθl + ysinθl ，t = st /Δs ，k < t  < k +1， 
d = t - k としたとき， 
 g’(st  ,θl ) ≒ (1-d) g’(sk ,θl)+ d g’(sk+1 ,θl)    (21) 

で求めることができる． 
ここで，式(21)の直線補間が成立するためには，フィ

ルタ処理された g’(s ,θ) が，低次の多項式で近似できな

ければならない．ところが，フィルタ|ξ|は高周波成分

を強調するフィルタであるため，g’(s,θ)は空間周波数が

高くなり，低次の多項式では近似しきれない．例として， 
図 4 に一辺が 128pixel である正方形を含む原画像  

f(x,y)とその射影 g(s,θ )，フィルタ処理後の射影 

g’(s,θ)の絶対値，g’(s,θ)のθ i =π/2 における断面

を示す．変数 x , y , s ,θの各軸方向のサンプリング

数は，いずれも 256 としてある．フィルタ処理後の

射影 g’(s,θ)には部分的に急峻な勾配が生じ，空間

周波が高くなっており，線形補間で内挿すると大き

な誤差を生じることが予想される． 
3.2 B-スプライン曲線の投影定理への応用 
そこで，フィルタ処理された一次元射影 g’(s,θ)を 3

次 B-スプライン曲線にあてはめて曲線補間する方法を

示す．g’(s,θ)の制御点を q(sk ,θ)とし，この離散的フー

リエ変換を Qθ
*(ξ)とする．式(14)と式(18)より， 

 
が得られる．ここで，H’(ξ) = C3(ξ) H (ξ)とおくと， 
 

と簡単な形になる．H’(ξ)は表 2 を用いて事前に計算し

ておけば一度に計算できる．式(22)で得られた Qθ
*(ξ)

を離散的フーリエ逆変換すれば，制御点q(sk ,θ)を得る． 
よって，s のサンプリング間隔をΔs とし， 
st = xcosθl + ysinθ，t = st /Δs ，k < t  < k +1， 
d = t- k としたとき，式(8)より B-スプライン曲線にあ

てはめて， 
 
よって，式(20)より， 
 
 

として，原画像を再構成できる． 
この方法では，フィルタ関数 H(ξ)の適用が周波数領

域で行われるため，フィルタ補正逆投影法を用いること

になる．式(22)による掛け算は 1 回ですむので，従来の

フィルタ補正逆投影法で g’(s,θ)を算出するのに要する 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 4 フィルタ処理後の射影 g’(s,θ)の断面 
 

時間と，本手法により制御点 q(sk ,θ)を求める時間とは

ほぼ同じになる．また適用するフィルタ H (ξ)は，コン

ボリューション法と等価である． 

4.  実  験  

提案した B-スプライン曲線による曲線補間による画

像再構成の性能を，コンボリューション法の直線補間に

よる画像再構成の性能と比較する．比較のため，両手法

ともフィルタ関数に，Shepp & Logan フィルタを使う 7)．

4.1 画像の再構成能力比較 
Shepp & Logan フィルタは，周波数領域では式(23)で与

えられる．コンボリューション法では，式(23)のフーリ

エ逆変換をフィルタとして，射影 g(s,θ)に対するコンボ

リューションとして適用する． 
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提案手法と Shepp & Logan フィルタを用いたコンボリ

ューション法（これを SL フィルタと呼ぶことにする）

は，全く同じフィルタを用いているため，フィルタ処理

された射影 g’(s,θ)は同じ結果を与える．よって，再構

成画像 f(x , y)に違いが生じるとすれば，それは極座標系

の点から直交座標系の格子点に座標変換する際の内挿

方法の違いによるものである． 
図 5 に，適用する画像を示す．原画像 1 は正方形，原

画像 2 は模擬 CT 図形である．大きさはいずれも 256×
256pixel である．これを投影回数 256 回で射影 g(s,θ)を
作成し，これから原画像を再構成した．再構成時におけ

るノイズが及ぼす影響を見るため，射影 g(s,θ)に対し，

標準偏差σで 0.1%，0.2%，0.4%の正規ノイズを加えた． 
画像の再現性は，原画像と再構成された画像間の正規

化相関率 c1で求めた．同様にして，原画像の微分画像と

再原画像の微分画像との間の正規化相関率 c2を求め，輪

郭の再現性を見た． 
図 6 に画像の再現性能を示す．画像１および画像 2 に

おいて，画像の再現性能はノイズの有無，大きさによら

ず両手法とも同じであった．また，図 7 に輪郭の再現性

能を示す．輪郭の再現性は画像 1 と画像 2 のいずれも，

提案手法の方がよかった．このことから，線形補間と曲

線補間の違いが，輪郭の再現性能の違いをもたらしたこ

とがわかる． 
ところで, この性能の差はフィルタ関数の特性とは独

立している．もともと式(23)の Shepp & Logan フィルタ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 5 実験で用いた画像 
 

 
 
 
 
 
 
 

図 6 画像の再現性能 

 
 
 
 
 
 
 
 

図 7 輪郭の再現性能 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 8 再構成画像（ノイズなし） 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 9 再構成画像（ノイズあり σ= 0.4%） 
 

は高周波成分を低減するフィルタであるので，フィルタ

を適当に選ぶことにより，さらに輪郭を鮮明にすること

ができると期待される．図 8 と図 9 に，画像 2 の手法別

再構成画像をノイズの条件を変えて示した． 
4.2 処理時間比較 
また両手法の単位サンプリング角度Δθ毎の画像再

構成に要する処理時間を調べ，表 3 に示した．使用した

パソコンは，Pentium4（2.4GHz)搭載，Windows2000，メ

モリ 512MB で，プログラムは Visual c/c++ でコーディ

ングした．提案手法では，FFT と FFT -1演算および周波

数空間におけるフィルタ処理を行っているが，SL フィ

ルタ法のコンボルーション処理にくらべて 3 倍も速い．

また，逆投影に要する処理時間は SL フィルタ法に比べ

て 1.2 倍程度であり，フィルタ処理ですでに制御点が求

まった上で曲線補間しているため，直線補間の時間と大 

SL フィルタ 提案手法  
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画像 2 提案手法  
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表 3 処理時間（サンプリング角度あたり；単位ミリ秒） 
 フィルタ 逆投影 合 計 

ＳＬフィルタ法 0.9 17.1 18.0 

提案手法 0.3 21.1 21.4 

 
差ない．また，実用的には，フィルタ処理と逆投影演算

は角度毎に行うため，X 線射影画像の撮像時間内に処理

できれば，提案手法でも SL 法でも処理時間はみかけ上

同じになる．さらに，提案手法のプログラミングコスト

は，パッケージ化された FFT ライブラリを使うことがで

きるので，SL 法と同程度である． 

5. ま と め 

B-スプラインの制御点を，周波数領域における係数関

数との掛け算から求める技術を投影定理に応用し，フィ

ルタ処理された射影の極座標データを，直交座標の格子

点に内挿する際に B-スプライン曲線を用いて行う方法

を提案した．また，Shepp & Logan フィルタを用いたコ

ンボリューション法と比較し，射影に付加されたノイズ

の有無によらず，画像の再現性能が同等であること，輪

郭の再現性能が高いことを確認した．さらに，処理時間

がコンボリューション法と大差なく，十分に実用レベル

にあることも確認した． 
本手法は，B-スプライン曲線の制御点を周波数領域に

おける係数関数との掛け算で行うため，連立 1 次方程式

を解く必要がない．また，この係数関数との掛け算も， 
フィルタ関数との掛け算と合成した形で 1度に行うこと

ができるので，制御点を計算するために要する時間は見

かけ上，ゼロになる． 
 また，本手法は，現在実用化された技術では主流とな

っている Shepp & Logan フィルタを用いたコンボリュー

ション法と等価なフィルタを用いている．このため，再

構成画像の再現性は保証されている．しかも，輪郭の再

現性はこれを上回る． 
 本研究は, 文部科学省の科研費(C2,No.15560099)の補

助によって行われた. ここに感謝申し上げる. 
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付   録 
 

A.1 B-スプライン曲線 p(t)のフーリエ変換の計算  

 デルタ関数 δ(t)を使って，式(9)の q(k)r’
m(t - k)を積分

形式に書き換えると，  

標本化間隔 T = 1 として，  

 

 

ところで，式(9)において，q(k) = q(k+Ni ; i∈整数)なる

周期性 N を仮定すると，  

 

 

式(A2)に式(A1)を代入して，  

 

 

 

 

  ここで，{ }内をフーリエ級数であらわすと，  
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よって，  

 

 

これをフーリエ変換すると，畳みこみのフーリエ変換

の性質から，  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

さて，{ }内の関数のフーリエ係数は，  

 

よって，{  }内の関数のフーリエ級数は u = k/N として， 

 

 

 

 

 

 

さて，q(t)の離散的フーリエ変換を，Q*(u)とすると，  

 

 

式(A3),(A4)より  

 

 

 

ここで，再度，0≦u<1 すなわち，0≦n<N に戻して，  

 

 

式(A6)に式(A5)を代入して，  
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